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I'maBa 1

I'pacdpoBu

I'pad G = (V, E) ce cacroju o ckyna V' ueoposa u ckyna E ipana. Hajuyemhe rpaHa oarosapa napy pasidauTix
YBOpPOBA, Ma/la Cy NOHEKA/l I03BOJbEHE U TMET/be, OTHOCHO TPaHe Koje BOJIE 0J1 YBOpa Ka mbeMy camoM. ['pad moxke
outH Heycmepen wa ycmeper. I'paHe ycMepeHor rpada cy ypeheHru mapoBr YBOpOBa U MPUTOM je BaXKaH pellociiec
JIBa YBOpa Koje moBe3yje rpana. Ako ce rpad mpeacTaBba IPTeXOM, OHJA Ce TpaHe ycMepeHor rpada IIpTajy Kao
CTpeJiiIle yCMepeHe OJ jeHOT YBopa (TovYeTka) Ka ApyroM 4Bopy (Kpajy rpane). I'pane meycmepeHor rpada cy
HeypeheHM mapoBH: OHe ce LpTajy Kao oduune ayxu. Ciieiien d(v) 4Bopa v je OpOj rpaHa CyCeJHHMX YBOpPY U
(ogHOCHO OpOj rpaHa Koje YBOp v MOBE3Yjy ca HEKUM APYrHMM YBOPOM). Y yCMepeHOM rpady pasiuKyjeMo yaasHu
citieiler YBOPA v KOjU je jelHaK Opojy I'paHa 3a KOje je UBOp v Kpaj, OAHOCHO U31a3HU CliielleH YBOpa U KOjU je jeJHaK
Opojy rpaHa 3a Koje je YBOp v MoYeTaK.

Ilyimi o YBOpa v JI0 YBOPA V), j€ HU3 YBOPOBA V1, Vg, . . . , V) IIOBE3aHUX rpaHama (v, v ), (v, v3), ..., (Vp—1, Vk).
Iyt je épociti, ako ce CBakW YBOP y HEMY I0jaB/byje CaMO jeIHOM. 3a YBOP v ce Kake [ je gociliudican U3 4Bopa
¥ aKO MOCTOjU MyT (YCMEpPeH, OHOCHO HEyCMEpeH, 3aBUCHO of rpada) ox uBopa v A0 uopa u. 1o aeduannmju je
YBOP v JOCTHKaH U3 v. Lukayc je MyT 4vju ce MpBU U MOCIeAbU YBOp Mokianajy. Llukmyc je épocit ako ce, cem
TIPBOT U TIOC/IE/IbET YBOPa, HY je/laH APYTH YBOP Y HeMY He 110 jaBiby je 1Ba myTa. Heycmepern od.auk ycmepeHor rpacga
G = (V, E) je uctu rpad, 6e3 cMepoBa Ha rpaHama (Tako J1a Cy maposu uBopoBa y E Heypebenn). 3a rpad ce kaxe
Ja je fiosezan ako (y BerOBOM HEyCMEPEHOT OOJIMKY) MOCTOjU MyT u3Mely mpousBosbHa ABa uBopa. [lyma je rpad
KOju (Y CBOM HEyCMEPEHOM OOJIMIKY) He caJipku LHKJIyce. /peo je moe3aHa myma. Kopencko gpeo je ycMepeHO
JPBO Ca jeTHUM ITOCEDHO M3/IBOjEHNM YBOPOM, KOJH CE€ 30BE KOPEH.

I'padp H = (U, F) je itogipagp rpapa G = (V, E) ako je U C V u F' C E. [losesyjyhe gpeo Heycmepenor rpada G
je meros noarpad koju je qpBo u caapxku cBe uBopose rpada G. INoesyjyha nmyma HeycmepeHor rpada G je mberos
noarpad Koju je mryma u caapsku cee uBopoe rpada G. Axko Heycmepenu rpad G = (V, E) Huje noBe3aH, OHIa ce
OH MOX€ Ha jeJUHCTBEH HaUMH Pa3JIOXKUTU Y CKYI OBE3aHUX NOArpacoBa, KOjU Ce 30BY KOMIlOHEH e il08e3aHOCIIU
rpada G.

1.1 Penpe3enramuja rpada

VYoOunuajeHa cy qBa HaUMHA Ipe/ICTaBbarba rpacdosa, I1pBu je maiipuya iiosezanociiu, OITHOCHO MAUPUUA CYcegCiiied
rpaca. Heka je |[V| =nuV = {v1,vs,...,v,}. Marpuia nosesanoctu rpada G je kpagpataa Matpuna A = (a;;)
pena n, ca eleMeHTHMa a;; KOju ¢y jegHaku 1 ako u camo axo (v;,v;) € E; octamu eneMenty Marpuiie A cy Hyse.
Axo je rpad HeycmepeH, maTpulla A je cuMeTpuvHa. Bpcra ¢ oBe MaTpulle je Jakjie HU3 JyXKUHE N 4uja je j-Ta
KOOp/IMHATA je/iHaKa 1 ako M3 4BOpa v; BOAM I'PaHa Ka 4yBopy v;, ogqHocHo 0 y npotuBHOM. Hemocratak marpune
TI0OBE3aHOCTH j€ TO IITO OHA YBEK 3ay3MMa IIPOCTOp BEIMUMHE 7, HE3ABUCHO OJ] TOTa KOJIMKO rpaHa uma rpad. Ako
je Opoj rpana y rpady Manu, BehrHa eneMeHata MaTpuile oBe3aHocTy Ouhe Hyse. AKO ce 3a MpecTaBbambe rpada
KOPHCTH MaTpHIla [IOBE3aHOCTH, CIIOKEHOCT OIepallije yKIamama Heke rpate u3 rpada je O(1) u ucnurusarme a
JIM Cy JiBa uBopa y rpady mnosesana je takohe O(1).

VY jesuky C# moxeMo ynotpeOuTu cieiehy pernpe3eHTalyjy MaTpulle.
bool[,] A = new bool[n, n];

rae je n dpoj uBopoBa y rpady.



I/IABA 1. TPA®OBH

YMecTo 1a ce 1 cBe HenocTtojehe rpaHe eKCIUTMIMTHO MPEICTaBbajy Y MATPHUIIM TIOBE3aHOCTH, MOTY ce (pOpMHUpaTH
MOBe3aHe JICTe Off jeqMHHUIIA U3 i-Te BpcTe, ¢ = 1,2,...,n. OBaj Apyru HAYMH MpeAcTaBbamka rpaga 30Be ce .u-
ciiia fioge3anocitiu, OTHOCHO uciia cycegciiea. CBAKOM YBOPY NMPUAPYXKYje ce MoBe3aHa JIMCTa, KOja CapXku CBe
rpaHe cyceJHe YBOpYy (OAHOCHO IpaHe Ka CyceJHUM 4YBOpoBHMMa). JIucta Moxe OMTH ypeheHa nmpema pefHuM Opo-
jeBMMa YBOpOBa Ha KpajeBHMa mheHuX rpaHa. ['pad je npeacraB/beH HU30M JiMcTa. CBaKu e1eMEHT HU3a CalpiKu
r“Me (MHIEKC) YBOpa U MOKA3MBay Ha HEroBY JIUCTY cycela. Tpeda HAOMEHYTH /1a MaKO MME TaKO CyrepHILe, UMILIe-
MeHTaIlFja OBaKBE pernpe3eHTanyje rpada He Mopa OWTH 3aCHOBaHA Ha JIMCTama, Beh ce yMecTo MOBe3aHHX JINCTH
MO’Ke KOPUCTUTY JUHAMWYKY HI3 WM HEeKa BpcTa OallaHCUpaHUX OMHAPHUX JIpBETa WM MakK Xell Tadena. Y BehuHu
HapeJHUX alropuTama cMarpahemo J1a je rpad ca Kojum paaumo AMHAMUYKY U Ja je 3aJaT JIMCTOM MOBE3aHOCTH. Y
je3ky C# moxeMo ynorpeduTu ciegehy penpeseHranyjy.

List<int>[] susedi = new List<int>[n];
for (int cvorOd = 0; cvorOd < n; cvorOd++)
susedi[cvor0d] = new List<int>();

Hogy rpany Tajia MOeMo 10JaTv moMohy
susedi[cvor0d].push_back(cvorDo);
JIOK UTEpAIHjy Kpo3 CBE CyCeIHE rPpaHe YBOPA MOKEMO OCTBAPUTHU MOMONY

foreach (int cvorDo in susedi[cvor0d])

oo

Ogaksa pernpe3seHranuja omoryhasa na ce y Bpemeny O(1) Hahy cycemu cBaKkor mojequHaqHOr YBopa y rpady.

Marpuiie noee3aHoctu omoryhaeajy ma ce y Bpemeny O(1) ucnmta ma nu m3melly aBa uBopa mocroju rpana. C
Jpyre CTpaHe, JIUCTe ToBe3aHOCTH oMoryhaBajy ia ce jeAHOoCTaBHH]je MpoHahy CBU Cyceu HEeKOr JaTor yBopa. Jlucre
MOBE3aHOCTU CY MEMOPH]jCKU epuKacHU]je 3a rpadoBe ca MaauM OpojeM rpaHa (lHUXOBa MEMOPHU]CKa CIIOKEHOCT je
O(V + E), 3a pa3niky ol MaTpuIia MOBE3aHOCTH uKja je MeMopujcka cioxkenoct O(V2)). V npakcu ce yecto paau
ca rpadoBUMa KOjU MMajy 3HATHO Makbe IpaHa 0j1 MakcuMasHor Moryher opoja (n(n — 1) /2 HeycMepeHHX, OTHOCHO
n(n — 1) ycmepeHux rpaHa), 1 Taja je eprKacHuje KOPUCTHTHU JIUCTE TIOBE3aHOCTH.

Axko je rpad craitivuku, OMJHOCHO HHUCY J03BOJbEHA YMETama M Opucama, OHlIA ce 11eo rpad MOXe MpelCTaBUTH
noMohy jeJHOT HU3a 1eMX OpojeBa, Ha cieiehr HauMH. Y OCHOBH je U Jajbe pernpe3eHTalnja y OOJIMKY JIMCTa MOBe-
3anoctu. Kopucru ce Hu3 nyxune |V| 4 |E|. TlpBux |V| wiaHoBa HU3a Cy NpUpyKeHU YBOpoBrMa. KommoHeHTa
HM3a NIPUIPYKEHA YBOPY v; CAIPKH MHJIEKC MOYEeTKa CIIHCKa YBOPOBa CYCEIHUX YBOpY v;, ¢ = 1,2, ..., n. Ha cim-
1y 1.1 mprka3aHa Ha jeTHOM MPUMEPY je IPUKa3aHo MpeAcTaBibamke rpada moMohy MaTpuIle IOBE3aHOCTH M TIPEKO
jeAHOr HU3a y KOME Ce 4yBajy CBE JIUCTE MTOBE3aHOCTH.

1 2 3 4 5
110(0]0f1]0
211|0[{0]0}0
3]1|11(0]1(1
41010001
5/0|1{0]0}0

(a)

(6] 7]s]2[13[a]1]1]2]4]5]5]2]
1 23 456 7 8 9 1011 12 13
(b)

Cnuka 1.1: TlpencraBpame rpada (a) MaTpuIioM MoBe3aHOCTH, (b) jeTHMM HHM30M y KOMe Cy Ipe/ICTaB/beHe CBe
JIUCTE MOBE3aHOCTH.

TpeSa IIOMEHYTH a HOCTOje 1 IpYTryd HAYWHU 3a IPEICTaB/babe rpaq)a, Kao HITO Cy MaTpuUII€ WIN JIUCTE I/IHLII/IJICHI_II/Ije
L€ ce 3a CBaKy I'paHy 4yBa MH(pOpMalMja ca KOjuM YBOPOBUMA j€ UHLIMACHTHA.
1.2 IlIperparay aAyOWHYy U IIMPHHY

OcHOBHH 3aJa1111 HaJl rpa)oM ce YecTo CBOZE Ha TO Aa ce KPEHYBIIH O] HEKOT IIOYETHOT YBOpa U npaliereM rpaHa
00uby cBr YBOpoBH rpacda KOju Cy JOCTIKHH M3 TOT TIOJIA3HOT YBOpa. AKO je HeycMepeH rpad moBe3aH Tume he ce
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00ulin CBU HErOBM YBOPOBH, a aKO HHje, OHa he ce 00rhK KOMIIOHEHTa MOBE3aHOCTH KOjO MPUIajia MOYETHH YBOP.
Kop ycmepennx rpacgoBa Ha oBaj HaunH he ce 00nhn KOMIIOHEHTa jake MIOBE3aHOCTH KOjO] TIPHUIAAA IIOYETHH YBOP.

INoctoje mBa OCHOBHA alNropuTMa 3a oOWIa3ak rpada: iperipaia y gydury W dpemipaia y WUpUHy.
0ba ce mory npeicraBUTy ciielehom ONIITOM CXEMOM.

dodaj pocetni cvor u kolekciju K
dok kolekcija K nije prazna:
uzmi cvor c iz kolekcije K
ako c nije oznacen:
oznaci ¢
za svaku granu cc'
ubaci c' u kolekciju K

O3HavyaBameM YBOPOBa MOCTHKEMO TO [la CE JITOPUTaM He yraja y OeckoHavHy neTby. Ako je kosekuuja K crek,
Taja ce paJy o MpeTpas3u y oyOuHy, aKko je konekuuja K pex, paay ce o nmpeTpasy y IHPHHY, a aKO je Y MUTamy pel
ca IPHOPHUTETOM, P/ CE O TPETPa3y ca MPUOPUTETOM (1Y Y HACTaBKy HeheMo AeTa/bHO OIMCHBATH).

[perpara y nyduHy ce 4ecTo UMIIJIEMEHTHPA U PEKyP3UBHO.

dfs(cvor c):
ako c nije oznacen:
oznaci c
ulazna_obrada_cvora(c)
za svaku granu cc'
dfs(c')
izlazna_obrada_cvora(c)

Y HexuM anroputmMuMa odpay YBOpa BPIIMMO IIPBU IyT KaJa Ha Wbera Hauh)emo (Tj. je T3B. yJa3Ha odpaja), 10K y
HEKHMM aJITOPUTMHMa 00pajy BPLIMMO TeK Ha Kpajy, Kaga oOpasuMo CBE IOTOMKE YBOpa.

IMperpara y nyduHy nozppasymeBa Jia ce AyX HEKy ITyTamy CIyLITaMo JOKJIE TOJ MOKEMO M TeK KaJia He MOXKEMO /1a
Hahemo Buine HenoceheHnx YBOpOBa, OHAA ce Bpahamo Ha3aj M pa3MaTpamo Jpyre TpaHe U3 MPeTX0AHO noceheHnx
yBopoBa. [Iperpara y mmpuHy mogpasymesa Aa ce rpad odminaszu nmo HuBonMa. [IpBo ce 0dmia3m mosia3HHA YBOpP,
3aTUM OHU YBOPOBHU JI0 KOJUX CE€ U3 MOJIA3HOT MOXke cTUhM caMo MyTeM jelHe IpaHe, 3aTUM OHU YBOPOBHU JIO KOJHUX
ce U3 M0JIa3HOT Moe cTUhM caMo IyTeM JBe IPaHe U TaKo Jajbe.

3anarak: Jl0CTHKHA YBOPOBH

3a cBakM pyTep y pauyHapCcKOj MpPEXH je IMO3HAT CIUCAK pyTepa ca KojuMa je moBe3aH. Hamumm nmporpam Koju
MpoBepaBa Aa Jiu je Moryhe mocjiaté nopyKy of jeJHOT JI0 APYror AaTor pyTepa.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu 0poj pyrepa n (1 < n < 100), 3atum dpoj m Besa m3mely pyrepa (0 <
m < n(n — 1)) ¥ 3aTUM y HapeIHUX M JIMHUjA 110 [Ba pa3inuuTta Opoja usMmely 1 u n pasaBojeHa pasMakoM Koja
MpeACTaBbajy pyTepe u3Mely Kojux je ycrnocraB/beHa Be3a (IIPBH pyTep MOXe MOociaTd Mopyky apyrom). Cpaka
Be3a ce HaBoAu camo jeaHoM. Haxon Tora ce yHocu dpoj mapoBa p (1 < p < 100) pyTepa umjy noBe3aHocCT Tpeda
ucrmtaTi. CBaKY Map ce ONmcyje momMohy aBa pasmuauta Opoja start u cilj m3mely 1 u n.

M3na3: 3a cBaku map pyrepa Koju Tpeda mcrmcaTy, Ha CTaHAApAHM M3Ja3 ucnucati da ako je moryhe mocnatu
TIOPYKY Off pyTepa start 1o pyTepa cilj Tj. ne y CyipOTHOM.

IIpumep 1 IIpumep 2
Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
4 ne 4 da
4 da 4

12 12

13 23

32 2 4

2 4 34

2 1

23 14

14

Pememne
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IMoBe3aHoOCT pyTepa ce MOXe onmcatd ycMepeHuM rpagom. Ilperparom y QyOMHY WM IIMPUHY OJ MPBOT JATOT
pyTepa oduIa3uMo rpad U MpoBepaBamo Aa JIM ce JPYrH pyTep Hajlasu Mehy YBOPOBUMA O KOJUX CTHKEMO TOKOM
mpeTpare y ayOuHy.

[Ipetpary y nyduHy je HajjeqHOCTABHUj€ UMIUIEMEHTUPATH PEKYP3UBHO.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

static bool dfs(int ri, int r2, bool[] posecen, List<int>[] veze)
{
if (r1 == r2)
return true;
if (posecen[ri])
return false;
posecen[r1] = true;
foreach (int r in veze[r1])
if (dfs(r, r2, posecen, veze))
return true;
return false;

}

static bool povezani(int r1, int r2, int brojRutera, List<int>[] veze)
{

bool[] posecen = new bool[brojRutera];

return dfs(r1l, r2, posecen, veze);

static void Main(string[] args)
{
int brojRutera = int.Parse(Console.ReadlLine());
List<int>[] veze = new List<int>[brojRutera];
for (int 1 = 0; 1 < brojRutera; i++)
veze[1] = new List<int>();

int brojVeza = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < brojVeza; i++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int a = int.Parse(str[0]);
int b = int.Parse(str[1]);
a--; b--;
veze[a].Add(b);

int brojParova = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < brojParova; i++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int start = int.Parse(str[0]);
int cilj = int.Parse(str[1]);
start--; cilj--;
if (povezani(start, cilj, brojRutera, veze))
Console.WriteLine(”da™);
else
Console.WriteLine(”ne”);



1.2. IIPETPATA Y IYBUHY U IINPUHY

}

VMecTo pekypauje, MOXEMO yIOTpeOUTH CTeK.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

int brojRutera = int.Parse(Console.ReadlLine());
List<int>[] veze = new List<int>[brojRutera];
for (int 1 = 0; 1 < brojRutera; i++)

veze[1] = new List<int>();

int brojVeza = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < brojVeza; i++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int a = int.Parse(str[0]);
int b = int.Parse(str[1]);
a--; b--;
veze[a].Add(b);
}

int brojParova = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < brojParova; i++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int start = int.Parse(str[0]);
int cilj = int.Parse(str[1]);
start--; cilj--;

bool[] posecen = new bool[brojRutera];
var ruteri = new Stack<int>();
ruteri.Push(start);
posecen[start] = true;
bool povezani = false;
while (ruteri.Count > 0 && !povezani) {
int r = ruteri.Pop();
foreach (var rr in veze[r]) {
if (rr == cilj) {
povezani = true;
break;
}
if (!posecen[rr]) {
posecen[rr] = true;
ruteri.Push(rr);

}

if (povezani)
Console.WriteLine(”da”);

else
Console.WriteLine(”ne”);
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3anarak: Ilehune

Creneosios3u ce Hajla3e y yJa3HO]j ABOpaHHU nehivHe, Ha BUCUHM TJ1a, YMja jeé HaJIMOpCKa BUCHHA Mo3HaTta. Ilehuna
“Ma YKYIHO 1 ABOpaHa odenexeHux OpojeBuma ox 0 mo n — 1 (yna3Ha aBopaHa je odenexeHa Opojem 0) u 10
CBake Off BbUX ce Moxe cTuhy KopuiheweM 1 — 1 XOJHHKa KOjU UX MOBE3yjy. AKO ce 32 CBaKU XOJHUK 3HA KOje
JIBE [IBOpaHe MOBE3Yje M KOJIMKA je BUCMHCKa pasjivka u3Mely mwHX, HalucaTy nporpaM Koju ogpelyje HajHUxKYy
HaJMOPCKY BHCHHY Ha KOjy C€ CIeJIe0I031 Yy NehHI MOTry CITyCTHTH.

VYaa3: Ca crangapaHor yiasa ce y4dTaBa BUCHHA Tia (Leo Opoj), a 3aTUM, U3 ciefehe IMHUje IpUpoJHu Opoj n
(1 < n < 100). ¥V Hapegaux n — 1 IMHMjA HajTase ce MO TPW Iiea Opoja pa3gBojeHa pa3MaryMa, Koja Omucyjy
XOIHUK: PeAHH OpOj Moja3He JBOpaHe, peHN Opoj JoJa3He IBOPAaHE U BUCUHCKY Pa3jMKy Mely roJiasHe u Joa3He
JBOpaHe.

N3na3: Ha cranmapany nsna3 nenucaTtu TpakeHy HajBehy myOuHy.

IIpumep

Vaaz Hznaz
278 235
7

01 -20

02 -10

13 -5

1410

25 -33

267

Pememe

IMowurTo mocToju 1 fBOpaHa MOBE3aHUX ca 1 — 1 XOJHMKA U MOLITO ce JO CBaKe ABOpaHe MOXke CTUNH, Mpeska ABOpaHa
YUHYU jeAHO JIPBO M HeMa LMKJIyca. BHCHHY HajHMXe JBOpaHe MOXKEMO OIpeJUTH OOMIACKOM JpBETa, NpU YeMy
3axBaJbyjyhul alMKJIMYHOCTH HE MOPaMO Jia MTAMTHMO Jia JIK CMO Y HeKOj ABopaHu Beh paHuje Omn.

[Iperpary MokeMO M3BPIIUTH y TyOWHY U HajjeIHOCTaBHU]jE je MMILIEMEHTHPATH je PEKyp3UBHO (aJTEepHATHBA je
Jia yIIoTpedUMO CTeK).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
struct Hodnik
{
public int dvoranaDo;
public int razlikaVisina;
public Hodnik(int dvoranaDo, int razlikaVisina)
{
this.dvoranaDo = dvoranaDo;
this.razlikaVisina = razlikaVisina;
}
}

static int MinVisinaDFS(int dvorana, int visina,
List<Hodnik>[] hodnici)

int minVisina = visina;
foreach (Hodnik h in hodnici[dvorana])

{
int v = MinVisinaDFS(h.dvoranaDo, visina + h.razlikaVisina, hodnici);
if (v < minVisina)
minVisina = v;
}
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return minVisina;

static voild Main(string[] args)

{
int visinaTla = int.Parse(Console.ReadLine());
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());

List<Hodnik>[] hodnici = new List<Hodnik>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
hodnici[i] = new List<Hodnik>();

for (int 1 = 0; 1 < n-1; 1++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
dvoranaOd = int.Parse(str[0]);
dvoranaDo = int.Parse(str[1]);
razlikaVisina = int.Parse(str[2]);
hodnici[dvorana0Od].Add(new Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));

}

Console.WriteLine(MinVisinaDFS(0®, visinaTla, hodnicil));
}
HpeTpaFy MOXEMO I/I3Bp1LlI/lTI/l ny LL[I/IpI/lHy nu l/IMHﬂCMeHTI/lpaTI/I je y3 l'lOMOh pep,a.

using Systenm;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
struct Hodnik
{
public int dvoranaDo;
public int razlikaVisina;
public Hodnik(int dvoranaDo, int razlikaVisina)
{
this.dvoranaDo = dvoranaDo;
this.razlikaVisina = razlikaVisina;
}
}
struct Dvorana
{
public int broj;
public int visina;
public Dvorana(int broj, int visina)
{
this.broj = broj;
this.visina = visina;
}
}

static void Main(string[] args)

{

int visinaTla = int.Parse(Console.ReadLine());
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int n = int.Parse(Console.ReadLine());

List<Hodnik>[] hodnicil = new List<Hodnik>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
hodnici[i] = new List<Hodnik>();

for (int 1 = 0; 1 < n-1; 1++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
dvoranaOd = int.Parse(str[0]);
dvoranaDo = int.Parse(str[1]);
razlikaVisina = int.Parse(str[2]);
hodnici[dvorana0Od].Add(new Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));

}

var q = new Queue<Dvorana>();
q.Enqueue(new Dvorana(®, visinaTla));
int min_visina = visinaTla;
while (q.Count > 0) {
Dvorana d = q.Dequeue();
if (d.visina < min_visina)
min_visina = d.visina;
foreach (Hodnik h in hodnici[d.broj])
q.Enqueue(new Dvorana(h.dvoranaDo, d.visina + h.razlikaVisina));

}

Console.WriteLine(min_visina);

3anarak: IIpecrononaciegnunu

VY jenHoj 3eMJbH Kpajb je OCBOjUO TPOH M 3all0YE0 CBOjY KpaJbeBCKY JIo3y. HberoBux HacieqHHKa je jako IMyHO U
CBAaKO OJ] HHX OM JKeJieo Ja 3Ha KOjH je 1o peay JAa Hacnenu KpyHy. IlpaBmino HacnehuBama je TaKBO Ja Kpaba
Hacyeljyje mpBo mweroB HacTapuju cuH. Cremehn Ha pefy je HajcTapuju YHYK (aKO TOCTOjH) M TaKO PEIOM. AKO
HEeKH HacJIe/IHMK Hema Jielie, OHjia je cieliehn Ha pely H’eroB HajcTapyju OpaT, 3aTUM HEerOBU MOTOMITH U TaKO JIajbe.
Hanummm nporpam xoju oxpebyje perocnen HacneacTBa oApeheHNx KpabeBUuX MOTOMAaKa.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasza ce ynocu 0poj n (1 < n < 50000) koju npearaBiba yKynaH Opoj ocoda y KpabeBoM
MOpoANYHOM cTadiry (ykibyuyjyhu u mwera). HakoH Tora ce yHoce mapoBu odymka roditelj dete (cBaku map y
TIOCEDHOM pejly, pa3/iBOjeH pa3MakoM), IPH YeMy Cy Jella UCTOr poauTesba nopehana omanajyhe mo crapoctu. Ha
Kpajy ce yHOCe MMEHa II0TOMAaKa 3a KOje Ce e OAPEANTH peJociesl HacjaeACTBa (CBaKM y MOCEDHOM pefy).

M3na3: 3a cBakor MOTOMKa YHETOT HAKOH OITMCA POJMTEIFCKIX Be3a MCIHICATH KOJH je MO PefociIeay HacIeACTBa.
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IIpumep

Vaaz Uznasz

19 Harry 6
Elisabeth Charles Charles 1
Elisabeth Andrew Charlotte 4
Elisabeth Edward Louise 12
Elisabeth Anne James 11
Charles William Isla 16
Charles Harry Andrew 7

William George
William Charlotte
William Loutis
Anne Peter

Anne Zara
Andrew Beatrice
Andrew Eugenie
Edward James
Edward Louise
Peter Savannah
Peter Isla

Zara Mia

Harry

Charles
Charlotte
Louise

James

Isla

Andrew

Pememe

VcnoBu paTy y 3a7aTKy roBope Aa je pelnocies HaciehuBama WAEGHTHYaH peocieay oduIacka IpBeTa y AyOuHy
(DFS), na 3aaTak pemaBamo KJIACHYHOM MMILIEMEHTAIMjOM TOT aJITOPUTMA.

[ToTpeOHO je mpe Tora pelmTy HEKOJIMKO TEXHUUYKUX JeTaba. ['pad Tj. apBo hemo uyBatu y oOJIMKY JIMCTE cyceaa.
Uysahemo aconujaTiBHI HU3 (Mally, PEYHHK) Y KOjOj C€ CBAKOM YJIaHy KPajbeBCKE MOPOAUIIE MPUJIPYXKYje HU3 (JIH-
CTa, BEKTOP) BErOBUX HACJ/IEJHUKA, COPTHPAHKX 10 IPUOPUTETY HaciehuBama. IlomTo y 3a1aTKy HUje eKCIUTMLTHO
3a/1aTO KO je MOHapX, MOTPedHO je OApeIuTH ra U3 NoJaTaKka Koju ce YHOCe, IITO Ce JJAKO MOXe OCTBAPUTH TaKO IIITO
CBaKOM YBOpY MPUAPYKUMO MOJATAK Ja JIM UMa POAUTEbA UM HE - MOHApX he OUTH jeJUHU KO HEeMa poAuTesba
(Te MH(OPMAIIMje MOKEMO PeaM30BaTH aCOLMjaTMM HU30M MMEHa WIaHOBa KPajbeBCKE MOPOJMIIE Y UCTHHUTOCHE
BPEIHOCTH).

Kapa cy ¢opmupane nvicte cyceacTsa U Kaga je oapeheHo Ko je MOHApX, Y jeIHOM OOHMJIACKY Y AyOWHY OOHMJIa3uMO
1eJIO IPBO M TIOIYHaBaMO aCOIMjaTUBHO MPECTMKABAE KOj€ CBAKOM WIaHY MOPOIUIIE I0Ie/bY jé FheroB peHH Opoj.

Haxkon mTo je 3a cBakora ogpeheH penHu Opoj, yuuTaBaMo jeHO MO jeJHOM MME U 33 CBAKOT OJ1 BbUX U3 acoluja-
TUBHOT MPECI/IMKABabha YUTAMO U HA U3JIa3 UCITHCY jEMO PEIHU OpOj.

Odmnazak y mydrHy MOXKEMO pealn30BaTé Tako IITO Ha CTEKY YyBaMO YBOpPOBE Koje Tpeda nocetutu. Ha moverky
Ha CTeK ITOCTaB/baMo Kpajba, a 3aTHUM, CBE JIOK Ce CTEK HE MCIPA3HH, CKIJAMO eJIEMEHT ca BpXa CTeKa, JIOfIeJby jJeMO
My Hape[HHU PeIHU OpOj U HEeroBe HacJeAHUKE JI0JajeMO Ha BpX cTeka (y odpaTHOM penocieny). AITepHATHUBHO,
MOIJIM OUCMO KpeupaTu peKyp3uBHY (HPYHKIIM]jY KOja MpUMa 4jaHa U HapeJHu cI0OOJaH peHu Opoj, Aoesbyje Taj
dpoj wiaHy, a 3aTMM ce peKyp3WBHO IO3MBaA 32 CBY HEroBy Jeny. PyHKIMja MOKe [Ja BpaTd HapeIHU CJIOOOIHU
penHu Opoj (a moryhe je peaHu Opoj 4yBaTu M Kao MI0OaJHY IPOMEHJBUBY ).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

static void dfs(Dictionary<string, List<string>> deca, string kralj,



I/IABA 1. TPA®OBH
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}

Dictionary<string, int> redosled)

// redni broj tokom obilaska
int r = 0;
// stek
var st = new Stack<string>();
// obilazak krecemo od kralja
st.Push(kralj);
while (st.Count > 0) {
// cvor koji je na vrhu steka je naredni u redosledu nasledstva
string s = st.Pop();
redosled[s] = r++;
// ako cvor s ima decu, postavljamo ih na stek u obratnom
// redosledu (da bi se najstariji sin nasao na vrhu steka)
List<string> s_deca;
if (deca.TryGetValue(s, out s_deca)) {
for (int 1 = s_deca.Count - 1; 1 >= 0; i--)
st.Push(s_deca[i]);

static voild Main(string[] args)

{

// da 11 osoba ima roditelja
var ima_roditelja = new Dictionary<string, bool>();
// ko su sve deca osobe (poredjani po starosti)
var deca = new Dictionary<string, List<string>>();
// broj cvorova
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
// u drvetu postoji n-1 grana
for (int 1 = 0; 1 <n - 1; 1++) {
// ucitavamo granu
string[] delovi = Console.ReadLine().Split();
string roditelj = delovi[0];
string dete = delovi[1];
// nasli smo roditelja za ucitano dete
ima_roditelja[dete] = true;
// ako roditelja ucitavamo prvi put, upisujemo da on za
// sada nema roditelja
if (!ima_roditelja.ContainsKey(roditelj))
ima_roditelja[roditelj] = false;
// dodajemo dete u listu dece, na kraj
if (!deca.ContainsKey(roditelj))
deca[roditelj] = new List<string>();
deca[roditelj].Add(dete);
}

// odredjujemo kralja, kao jedinu osobu koja nema roditelja
string kralj = 7”;
foreach (var it in ima_roditelja)

if (!it.value)

kralj = it.Key;

// obilaskom u dubinu odredjujemo redosled nasledstva svakom
// imenu pridruzujemo njegov redni broj

var redosled = new Dictionary<string, int>();

dfs(deca, kralj, redosled);
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// obradjujemo pojedinacne upite

string ime;

while ((ime = Console.ReadlLine()) != null)
Console.WriteLine(ime + ” ” + redosled[ime]);

}

IMperpary y oyouHy MOXEMO UMIUIEMEHTHUPATH U PeKyp3uBHO. PyHKIMja IpHMa TPEHYTHOI POAMTE/bAa U FHETrOB
penHy Opoj y JIMHMjU HACNe[CTBA, PeKyp3WBHO oOpaljyje cBe merore MoToMKe (Hojesbyjyhin MM Kpo3 pekyp3ujy
IUXOBE peHe OpojeBe) U Ha Kpajy Bpaha mpBU pefHU Opoj KOjU je clodoAaH HaKOH odpajie CBUX MOTOMaKa ToT
poauTesba.

using Systenm;
using System.Collections.Generic;

class Program
{
// rekurzivno implementirana pretraga u dubinu funkcija dodeljuje
// roditelju redni broj r, obradjuje sve njegove potomke i vraca
// naredni slobodan redni broj
static int dfs(Dictionary<string, List<string>> deca, string roditelj,
Dictionary<string, int> redosled, int r)
{
// roditelju pridruzujemo trenutni redni broj
redosled[roditelj] = r;
// ako roditelj ima decu, postavljamo ih na stek u obratnom
// redosledu (da bi se najstariji sin nasao na vrhu steka)
// ako cvor s ima decu, postavljamo ih na stek u obratnom
// redosledu (da bi se najstariji sin nasao na vrhu steka)
List<string> roditelj_deca;
if (deca.TryGetValue(roditelj, out roditelj_deca))
foreach (string dete in roditelj_deca)
r = dfs(deca, dete, redosled, r+1);
return r;

}

// rekurzivno implementirana pretraga u dubinu - funkcija omotac
static voild dfs(Dictionary<string, List<string>> deca, string kralj,
Dictionary<string, int> redosled)

{
}

dfs(deca, kralj, redosled, 0);

static vold Main(string[] args)
{
// da li osoba ima roditelja
var ima_roditelja = new Dictionary<string, bool>();
// ko su sve deca osobe (poredjani po starosti)
var deca = new Dictionary<string, List<string>>();
// broj cvorova
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
// u drvetu postoji n-1 grana
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++) {
// ucitavamo granu
string[] delovi = Console.ReadLine().Split();
string roditelj = delovi[0];
string dete = delovi[1];
// nasli smo roditelja za ucitano dete

11
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ima_roditelja[dete] = true;

// ako roditelja ucitavamo prvi put, upisujemo da on za

// sada nema roditelja

if (!ima_roditelja.ContainsKey(roditelj))
ima_roditelja[roditelj] = false;

// dodajemo dete u listu dece, na kraj

if (!deca.ContainsKey(roditelj))
deca[roditelj] = new List<string>();

deca[roditelj].Add(dete);

}

// odredjujemo kralja, kao jedinu osobu koja nema roditelja
string kralj = 77;
foreach (var it in ima_roditelja)

if (!it.value)

kralj = it.Key;

// obilaskom u dubinu odredjujemo redosled nasledstva svakom
// imenu pridruzujemo njegov redni broj

var redosled = new Dictionary<string, int>();

dfs(deca, kralj, redosled);

// obradjujemo pojedinacne upite

string ime;

while ((ime = Console.ReadlLine()) != null)
Console.WriteLine(ime + ” ” + redosled[ime]);

3anarak: Ilehune ca Tyneanma

Crneneoso3u ce Hamase y yla3Hoj JBopaHHM rehiHe, Ha BUCHHM T/Ia, YMja je HagMOpcKa BUCMHA nosHarta. [lehuna
rMa yKyITHO 1 JBOpaHa odesexeHnx dpojesuma o 0 1o n — 1 (yna3Ha JBopaHa je odesnexeHa Opojem 0) U 10 cBake
O]l BbUX Cce MOXe cTuhM KopuihemeM HEKOT O]l MHOTHX TyHesa KOju ux nose3yjy. CBU TyHEIM Cy JBOCMEPHU. AKO
ce 3a CBaKM TyHeJI 3Ha KOje JBe JBOpaHe MOBe3yje U KOJMKA je BUCUHCKA pa3JiiKa u3Mely mHX, HalliucaTy nporpam
KOju ofipelyje HajHMKY HaJMOPCKY BUCHHY Ha KOjy Ce CIIeNe0JI03U y EhMHU MOTY CITYCTUTH.

Vaa3: Ca cranpapaHor yjasa ce yuuTaBa BUCHMHA Tia (11e0 Opoj), a 3aTum, u3 ciiefehe JuHuje mpupoJHu Opoj n
(1 < n < 100) koju mpencraBba Opoj ABopaHa u 3atuM mpupoduu opoj m (1 < m < n - (n — 1)/2) koju
MIpeACTaBiba Opoj TyHea. Y HapeJHUX m JIMHHjA Hajla3e ce TI0 TPH Iesia Opoja pa3fBojeHa pa3Manmma, Koja Omucyjy
TYHEJI: peHU Opoj moJia3He ABOpaHe, peJHM Opoj JoJia3He ABOPaHEe W BICHHCKY pa3ivKy MMely Toa3He U Joya3He
JIBOpaHe.

N3na3: Ha cranmapaay U3/1a3 UCTIMCATH LIEO OpOj KOjU MPEeICTaBba Ha JHIDKY HAIMOPCKY BHCHHY Ha KOjOj ce Hajlas3u
HeKa JBOpaHa.

IIpumep
Vaaz Hznaz
696 679

-7

-10

11
10

WkRrPRPPRPOOONWU
A DhwpNWSAER

Pememe
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1.2. IIPETPATA Y IYBUHY U IINPUHY

Obwunackom rpacda TyHesIa KpeHYBILH O] YJIa3He ABOPaHEe MOKEMO OJIPEAUTU U Y HU3 YIUCATH HAIMOPCKY BUCHHY
cBake ABopaHe. HakoH Tora TpaxkeHy HajMamy BUCHHY onpeljyjeMo Kao MUHMMYM Tor Hu3a. OOmia3ak MOKeMo
MMIUIEMEHTHUPATH PEKyp3UBHOM IPETParoM y IyOuHY, IZie Y CBaKOM IO3MBY (pyHKIMje mpocielyjeMo TpeHyTHH
Opoj 1BOpaHe U leHy HAIMOPCKY BUCHHY. [la OucMo n3deriv nukiyce MopaMo NaMTUTH U HUA3 JIOTUYKUX BPETHOCTH
KOjUM ce perucTpyjy nocehene apopane. [Iprirkom MoHOBHOT yiacka y Beh noceheHy aBopaHy oamax MpeKuaaMo
Jajby TpeTpary.

using Systenm;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

class Program

{

struct Hodnik

{

}

public int dvoranaDo;
public int razlikaVisina;
public Hodnik(int dvoranaDo, int razlikaVisina)
{
this.dvoranaDo = dvoranaDo;
this.razlikaVisina = razlikaVisina;

static void visineDFS(int dvorana, int visina,

}

List<Hodnik>[] hodnicti,
bool[] posecena,
int[] visine)

if (posecena[dvorana])
return;
posecena[dvorana] = true;
visine[dvorana] = visina;
foreach (Hodnik h in hodnici[dvorana])
{
visineDFS(h.dvoranaDo, visina + h.razlikaVisina,
hodnici, posecena, visine);

static int minVisinaDFS(int dvorana, int visina,

{

List<Hodnik>[] hodnici)

int n = hodnici.Length;

bool[] posecena = new bool[n];

int[] visine = new int[n];

visineDFS(dvorana, visina, hodnici, posecena, visine);
return visine.Min();

static void Main(string[] args)

{

int visinaTla = int.Parse(Console.ReadLine());

int n = int.Parse(Console.ReadLine());
var hodnici = new List<Hodnik>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

hodnici[i] = new List<Hodnik>();

13
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int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < my 1++) {
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
string[] str = Console.ReadLine().Split();
dvoranaOd = int.Parse(str[0]);
dvoranaDo = int.Parse(str[1]);
razlikaVisina = int.Parse(str[2]);
hodnici[dvorana0Od].Add(new Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));
hodnici[dvoranaDo].Add(new Hodnik(dvoranaOd, -razlikaVisina));

}

Console.WriteLine(minVisinaDFS(0, visinaTla, hodnici));
}
Odunazak MOKeMO peaslu30BaTH U MPETPAroM y MIMPHUHY (y3 Kopuihewe peaa).
using System;
using System.Collections.Generic;

using System.Ling;

class Program

{
struct Hodnik
{
public int dvoranaDo;
public int razlikaVisina;
public Hodnik(int dvoranaDo, int razlikaVisina)
{
this.dvoranaDo = dvoranaDo;
this.razlikaVisina = razlikaVisina;
}
}

static int minVisinaBFS(int dvorana, int visina,
List<Hodnik>[] hodnicti)

{
int n = hodnici.Length;
bool[] posecena = new bool[n];
int[] visine = new int[n];
var red = new Queue<Tuple<int, int>>();
red.Enqueue(Tuple.Create(dvorana, visina));
while (red.Count > 0) {
var t = red.Dequeue();
dvorana = t.Iteml; visina = t.Item2;
posecena[dvorana] = true;
visine[dvorana] = visina;
foreach (Hodnik h in hodnici[dvorana])
if (!posecenal[h.dvoranabDo])
{
int visinaDo = visina + h.razlikaVisina;
red.Enqueue(Tuple.Create(h.dvoranaDo, visinaDo));
}
}
return visine.Min();
}

14



1.2. IIPETPATA Y IYBUHY U IINPUHY

static void Main(string[] args)

{

}

int
int
var
for

int
for

}

visinaTla = int.Parse(Console.ReadLine());

n = int.Parse(Console.ReadLine());
hodnici = new List<Hodnik>[n];
(int 1 = 0; 1 < n; 1++)

hodnici[i] = new List<Hodnik>();

m = int.Parse(Console.ReadlLine());

(int 1 = 0; 1 <m; i++) {

int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;

string[] str = Console.ReadLine().Split();

dvoranaOd = int.Parse(str[0]);

dvoranaDo = int.Parse(str[1]);

razlikaVisina = int.Parse(str[2]);

hodnici[dvorana0Od].Add(new Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));
hodnici[dvoranaDo].Add(new Hodnik(dvoranaOd, -razlikaVisina));

Console.WriteLine(minVisinaBFS(0®, visinaTla, hodnicil));

3anarak: KomMnoHeHTe moBe3aHOCTH

Hanumm nporpam koju oapelyje KOMIIOHEHTe MOBE3aHOCTH y HeycMepeHoM rpacdy. KommnoneHTa nosezaHocTu je
CKYIT YBOPOBA TaKBHX /Ia U3 CBAKOT YBOPA y KOMIIOHEHTH MIOCTOjHU ITyT JO CBAKOT JIPyror YBOpa y KOMIIOHEHTH U He

TIOCTOjH MyT HY A0 jeJHOT APYTOT YBOPa BaH KOMITOHEHTE.

Vaa3: V3 npBe sMHMje cTaHzapIHOT yia3a yuuTasa ce dpoj usoposa (1 < v < 100) m Opojrpana (0 < e <
HeycMepHor rpada. Y HapeIHHX e JMHHja HAJIa3| Ce OMMC IpaHa (Tap YBOPOBA, Pa3/IBOjEHUX Pa3MaKoM, IIPH YeMy

ce yBopoBH dpoje ox 0 mo v — 1).

WNzaa3: Ha cranpapaau usa3 3a CBakM YBOP UCIUCATU PEIHU OpOj KOMIIOHEHTE K0joj Mmpumnaaa (KOMIIOHEHTe ce
opoje ox 1). Penocnen komrnoneHTH ofipeheH je pelociaeJHOM HBUXOBUX HajMambUX eleMeHara (HIIp. ako YyBop 3 U
YBOp 7 HUCY y UCTOj KOMIIOHEHTH, PeIHM OpOj KOMIOHEHTE Koja caapxu 3 Tpeda Ja Oyae MamU o1 peqHor Opoja

KOMITOHEHTE KOja CampKu 7).

IIpumep
Yaaz
63

13

2 4

50

Pememe

3ajaTak pelaBaMo Tako IITO PEIOM, 3 CBAKOT HE0OEeIeKEHOT YBopa okpeheMo HeKu alropuram odusacka rpacda
(Ha IpuMep, npeTpary y AyouHy) u odesiexkaBaMo CBe YBOPOBE JOCTIKHE W3 ToJIa3HOT yBopa. [Iperpary y ayduny

Uznaz
123231

j€ HajJIaKIIe peaqn30BaTi peKyp3uBHO.

TMoruTo ce TokOM OOMJIACKa CBaKa rpaHa M CBAKH YBOp mocehyje camo jeqHOM, CIoxkeHoCT oBor aaropurma je O(v +

e).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
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static void DFS(List<int>[] A, int[] komponente, int cvor, int k)
{
komponente[cvor] = k;
foreach (int sused in A[cvor])
if (komponente[sused] == 0)
DFS(A, komponente, sused, k);
}

static void Main(string[] args)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int v = int.Parse(str[0]);
int e = int.Parse(str[1]);

var A = new List<int>[v];
for (int 1 = 0; 1 < v; 1++)
A[1] = new List<int>();

for (int 1 = 0; 1 < e; 1++) {
str = Console.ReadLine().Split();
int a = int.Parse(str[0]);
int b = int.Parse(str[1]);
A[a].Add(b);
A[b].Add(a);

}

int[] komponente = new int[v];
int k = 03
for (int 1 = 0; 1 < v; 1++)
if (komponente[i] == 0)
DFS(A, komponente, i1, ++k);

for (int 1 = 0; 1 < v; 1++)
Console.Write(komponente[i] + ” 7);
Console.WriteLine();

3anarak: UyaHna mpe:xa

VY jemHOM padyHapCKOM KaOMHETY HOTPeOHO je YCIOCTaBUTH HEOOMYHY padyHapcKy Mpexy. IloTpedHo je mocra-
BUTH pavyyHape Ha n CTOJIOBA, MPH Y€MY Ha HEKHMM CTOJIOBUMA MOTY Jia CTOje OOMYHHM padyHapH (BHX UMaMO Ha
pacroyiaramy y HEOrpaHUUEHOM OpOojy), a Ha HEKUM MOCedHU cepBepH (HBbUX MOCEOHO MOPaMO KYIHTH MO LIEHHU Off
¢s nuHapa). Heke crosose je Moryhe noe3ary AMPEKTHO MpEKHUM KaOloBUMa, a Heke HUje. LleHa ycrocraBibara
MpexHor Kadia u3Meljy dmio koja aBa cTona je ci muHapa. Hamwcatu mporpam koju oapehyje HajMamy IeHy KO-
Jy je TOTpedHO IUIAaTHTH Tako Ja je CBaKM padyHap WM CEpPBEp MM je MPEeXHHUM KadJIoM IMOBE3aH ca dap jeAHNM
cepBepoM (He 00aBEe3HO AUPEKTHO).

Vaa3: Ca cramapaHor ynasa ce y nmpeoM pexny yHoce 0pojeBn cs (0 < ¢ < 1000) u ¢ (0 < ¢ < 1000),
Pa3gBOjeHH pa3MakoM. Y HapeJHOM pely ce yHocH dpoj pauyHapa n (2 < n < 50000) u m Opoj maposa pauyHapa
m3Melly Kojux je Moryhe mocTaButH MpexHH Kadn 2 < m < © "271), pa3ziBOjeHH pa3MakoM. Y HapegHuxX m
penoBa yHoce ce mapoBu Opojesa m3melly O u n — 1, pa3aBojeHNX pa3MakoM Koju oapelyjy padyHape usmely kojux

je moryhe mocraButu KadJ1.

M3aa3: Ha cranpapasy n3na3 UCTcaTé TpakeHy HajMarby LIEHY.
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IIpumep
Vaaz Hznaz
850 350 3450

6

AWk, oo
vmuon AN DR

Pememe

AKO je LeHa cepBepa Mamwa WIM jeJHaKa LeHW jeJHOr Kadia, Taja je Hajje)TUHMje Ha CBAKHU CTO MOCTABUTH IO
jenmas cepeep. Hamme 3ameHa cBakor cepBepa OOMYHHM pavdyHapoM IOApa3yMeBa IOBE3WBambe TOT padyyHapa ca
HEKUM cepBepoM NoMoNy jemHor Kadia, mTo nmopehapa yKyImHy LIEHY.

VY CyNnpoTHOM je ONTHMAJIHO Yy CBAaKOj KOMIIOHEHTH IOBE3aHOCTH Tpaca MOCTABUTH TI0 jelaH CepBep U CBE OcTalle
CTOJIOBE Y TOj KOMITIOHEHTHU TMOIyHUTH OOWYHHM pauyHapuMa IOBE3aHNUM Ca THM CEpBEpOM. 3aucTa, aKo y HEKOj
KOMIIOHEHTH He O 1mocTojao dap jefaH cepBep, OHIA pauyHapH Y TOj KOMIIOHEHTH He OM MO OWTH MTOBE3aHU HU
ca jeIHIM CepBepoM, IIITO je CYIPOTHO YCJIOBUMA 33/1aTKa. YKOJIMKO OU mocTojajia dap ABa cepBepa y HEKOj KOMIIO-
HEHTH, lieHa He Ou Owla ontumainHa. Hanme jegas of Ta nBa cepBepa Ou ce MOTao 3aMEHUTH OOMYHUM pavyyHapoM
Koju Ou ce kabIoM MOBE3ao ca APyruM CEPBEPOM Yy TOj KOMIIOHEHTH, YMMe O1 ce yMeCTo IieHe cepBepa IUlaThiia lieHa
Kalna koja je Mama.

Bpoj xoMmoHeHaTa MOBe3aHOCTH MOKEMO jEAHOCTABHO OJIPEIUTH 0OUIACKOM Tpada (Ha pUMep, peKyp3UBHO MM-
IJIEMEHTUPAHUM OOMJIACKOM y AyOMHY), Kao y 3afaTKy KomnoHeHTe noezaHocTu.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

static void DFS(List<int>[] susedi,
int[] komponente, int cvor, int komponenta)

{
komponente[cvor] = komponenta;
foreach (int sused in susedi[cvor])
if (komponente[sused] == 0)
DFS(susedi, komponente, sused, komponenta);
}
static int BrojKomponenata(List<int>[] susedi, int brojCvorova)
{
int[] komponente = new int[brojCvoroval;
int komponenta = 0;
for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (komponente[cvor] == 0)
DFS(susedi, komponente, cvor, ++komponenta);
return komponenta;
}

static void Main(string[] args)

{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();

long cenaServera = int.Parse(str[0]);
long cenaKabla = int.Parse(str[1]);

str = Console.ReadLine().Split();

int brojRacunara = int.Parse(str[0]);
int brojKablova = int.Parse(str[1]);
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var susedi = new List<int>[brojRacunara]l;

for (int 1 = 0; 1 < brojRacunara; i++)
susedi[1] = new List<int>();

for (int 1 = 0; 1 < brojKablova; i++) {
str = Console.ReadLine().Split();
int racunarl = int.Parse(str[0]);
int racunar2 = int.Parse(str[1]);
susedi[racunari].Add(racunar2);
susedi[racunar2].Add(racunarl);

}

long minCena;
if (cenaServera <= cenaKabla)
minCena = brojRacunara * cenaServera;
else
{
int brojKomponenata = BrojKomponenata(susedi, brojRacunara);
int brojServera = brojKomponenata;
int brojobicnih = brojRacunara - brojServera;
minCena = brojServera * cenaServera + brojObicnih * cenaKabla;

}

Console.WriteLine(minCena);

}

3anarak: ABHOHCKA npecegama

JenHa aBMO-KOMIIaHM]ja 3aj€HO ca CBOjUM MapTHepUMa U3BOAM JIETOBE U3Mely MO3HATHX CBETCKUX aepoapoma. Ha-
MUIIY IporpaM Koju oapehyje na qu je moryhe aa ce kopuiihemeM THX JIETOBA CTUTHE Ca je[JHOT Ha JAPYId JIaTu
aepoIpOM U aKO jecTe, KOJIMKO je HajMame JIETOBA MOTPEOHO.

Vaa3: Ca crangapasor ynasa ce 3aaaje opoj m (1 < m < 100) neToBa Ko je KOMIaHW]ja U3BO/IY, 4 3aTUM Y HApeHUX
M Pe/ioBa OIMUC THX JieToBa (Imdpa MoJIa3HoT 1 mudpa A0Ia3HOT aepopoMa, pa3/iBojeH! pasMakoM). HakoH Tora
ce yHocu dpoj k (1 < k < 100) myTHMKA KO Cy 3aMHTEPECOBAHH 32 JIETOBE KOje Mpy’ka Ta KOMITaHH]ja, ¥ y HApeIHUX
k nvHWja omMCcH penandja Ha KOjUMa OHH IMyTY]y (mmdpa mosiasHor u mudpa A0Ja3HOT aepoapoMa, Pas3iaBojeHH
pa3makom).

M3na3: 3a cakor ox k MyTHWKA Ha CTAaHZAPIHU W3J1a3 MCIHCATH HAjMamH Opoj JIeToBa MOMONy KOjUX MOry jaa
OCTBape XKeJbEHO IyTOBAbE WM Ped Ne aKO TAaKBO IIyTOBame Hije Moryhe oCcTBapuUTH IOMORY JIeTOBa KOje KOMIaHuja
W3BOMN.

IIpumep

Vaaz Uznaz
7 2
BEG FRA ne
FRA MUC 3
FRA JFK

BEG MUC

MUC LAX

LAX JFK

LAX ORD

3

BEG JFK

MUC BEG

BEG ORD

Objawmrserve

On Beorpana (BEG) no Hbyjopka (JFK) moxe ce cruhin mpeko @pankdypra (FRA). Oq Munxena (MUC) no Beo-
rpana (BEG) muje moryhe opranmnsoBatu nyroBame. On Beorpana (BEG) mo Unkara (ORD) moryhe je myroBatu
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npeko Munxena (MUC) u Jloc Anbeneca (LAX).
Pememe

Hajkpahe nyTteBe y opujeHTHCAaHOM, HETEXKMHCKOM I'pady MOXKEMO Haj jeAHOCTaBHU]je MPOHahM MPeTparom y MIUpHHY.
by nMIuieMeHTIpaMo Tako IITO y peji CTaB/baMO YBOPOBE y peociely BMXOBOT pacTojama Off Moja3Hor yBopa. Ha
MOYETKY CTaB/baMO IOJIA3HHU YBOP, a 3aTHUM Y CBAKOM KOPaKy CKMAAMO YBOp Ca MOYeTKa peda W y pel JojajeMo
BEroBe cycefie KOju paHuje HUCy nmoceheHn. Y3 CBaky YBOP y pejl MOCTaBbaMO U HETOBO PaCTOjarbe Off TOJa3HOT
yBOpa. Y TpeHyTKy Kaja y pej Tpeda CTaBUTU AOJIA3HU YBOP, 3HAMO H-EroBO Hajkpahe pacTojame. AKO ce pej
WCIIPa3HH TIPe HEero IITO Ce JIONA3HU YBOP MOCTABH y Hhera, OH/la MOJIa3HU U JIOJIA3HHU YBOP HHCY ITOBE3aHHU.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

static int brojPresedanjaBFS(string aerodromOd, string aerodromDo,
Dictionary<string, List<string>> letovi)
{
var posecen = new HashSet<string>();
var red = new Queue<Tuple<string, int>>();
red.Enqueue(Tuple.Create(aerodrom0od, 0));
while (red.Count > 0) {
var p = red.Dequeue();
string aerodrom = p.Itemi;
int broj = p.Item2;
posecen.Add(aerodrom);

List<string> susedi;
if (letovi.TryGetValue(aerodrom, out susedi)) {
foreach (string s in susedi) {
if (posecen.Contains(s))
continue;
if (s == aerodromDo)
return broj+1;
red.Enqueue(Tuple.Create(s, broj+1));

}

return -1;

}

static void Main(string[] args)
{
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
var letovi = new Dictionary<string, List<string>>();
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
string aerodromOd = str[0], aerodromDo = str[1];
List<string> susedi;
if (letovi.TryGetValue(aerodromOd, out susedi))
susedi.Add(aerodromDo);
else {
letovi[aerodrom0d] = new List<string>();
letovi[aerodrom0d].Add(aerodromDo);

}

int k = int.Parse(Console.ReadlLine());
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for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
string aerodromOd = str[0], aerodromDo = str[1];
int broj = brojPresedanjaBFS(aerodromOd, aerodromDo, letovi);
if (broj == -1)
Console.WriteLine(”ne”);
else
Console.WriteLine(broj);
}

1.3 TomnoJomko copTupame

3anarak: Pengocien mocjiosa

Ha du ce u3rpagro ayToMoOwI, MOTPEOHO je YpaauTH HU3 NocjoBa. Heku mocioBy 3aBuce Of Apyrux (Ha mpumep,
IIpe Hero IIITO ce yrpaje TOUYKOBH, MOTPedHO je aa ce yrpajae ocoBuHe). Hamuim nporpam koju oapelyje moryhu
penociie] U3BpalllaBamka OBHUX MOCJIOBA Y KOME Cy CBa OrpaHHUEHa 3a/10BOJbEHA.

Vaa3: Ca cranpapasor ynasza ce yuutasa 0poj n (1 < n < 50000), 3atum 0poj m (1 < m < 10n) 1 HaKOH Tora
m mapoBa dpojeBa z;, ¥; (0 < x;,y; < n), pa3ABOjeHUX pa3MakoM, KOjHU O3HauyaBajy Ja je Mocao y; HEOIXOIHO
YPaauTH TIpe Tocna ;.

M3aa3: Ha cranpapaau msnas ucrcatd n OpojeBa MocioBa y HEKOM pelociely Y KOM UX je Moryhie U3BpLIMTH
(takaB penocnen he rapantoBaHo Outu moryhe HarpaButr). CBaku Opoj UCIHCATH Y TOCEOHOM pefy.

IIpumep
Vaaz Uznaz
6

P UWERLROUDN
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Pememe

3asucHocTH n3Mely mocoBa ce Mory orcaty rpacoM y KOMe IIOCTOjU TpaHa 0J] YBOpa T JO YBOpa Y aKO M CaMo aKo
10Ca0 & 3aBUCH Off YBOpa y. MeljyTum, 3a HeKke anropuTMe je 3roHO MOCMAaTpaTH 1 odpaTtaH rpad y KOMe MocToju
rpaja of 4Bopa & IO YBOpPa Y aKO U CaMo aKo 110cao ¥ 3aBUCH OJ YBOpa T.

3ajartak ce jeAHOCTaBHO MOXE PEIIUTH TaKo IITO ce MpoHalje HeKH 0f] OCIOBa KOjU C& MOTY OZIPAIUTH, YPAaH ce ’
TaKo ce MpodJjeM pelyKyje Ha MpodjieM UCTOT 00IMKa U Mame JuMeH3uje. OBa MHIYKTUBHO-PEKYpP3MBHA KOHCTPYK-
Lja ce 3aBplllaBa Kaja ce He OCTaHe BUILE HU jeJaH Mocao Koju Tpeda ypamut. Ilocao ce Moxke ypaauTu ako U
€aMo aKo He MOCTOje MOCJIOBU OJ] KOjUX OH 3aBHUCH (Tj. ako y rpady He MocToje rpaHe udmely Tor nociia u nocnia of
Kor oH 3aBucH). Kama ce mocao odpaau, oH ce nzdairyje (03HauaBa ce Kao ypaljeH) 3ajesHo ca CBUM rpaHaMa u3Melhy
IbEra 1 MOCJIOBa KOjU OJ1 Fbera 3aBUCe U MIOCTYIAK Ce HACTaBJba, CBE JIOK CE CBUX MOCIIOBH He ypazge. OBaj atroputam
je mo3Hart noja umeHom Karoe anriopuitiam.

[MomTo je y cBakoM kopaky KaHoBor ajiropuTma noTpedHO OJIpeJUTH MOCIOBE KOjHU 3aBUCE O IOCTIa KO Ce YIIPaBO
paau, rpac hemo perpeseHTOBaTH 0OPATHO M 3a CBaKM YBOP = fieMo 4yBaTH HU3 UBOPOBA KOjH 3aBHCE OJ] TIoca x. Y
TaKBOM rpady Tocao ce Moke U3BPIIUTH aKO MY je yia3Hu cterieH 0 1 ofipikaBahieMo HU3 yJIa3HUX CTelleHa YBOPOBA.
Kapa ce Heku 1mocao ypaju, yia3HH CTelleH! CBUX CBUX HeTOBHX Cycela ce cMamyjy 3a 1.

V HaMBHOj MMIUIEMEHTALMj! TIPETpary 3a HeKMM Heypa)eHUM TOCJIOM YHjH je M3Ja3Hu cTeneH () BpIIMMo JrHeap-
HOM nperparom Tor Hu3a. CiioxkeHocT Te imHeapHe nperpare je O(n) U mOIITO ce OHa CIPOBOIM 3a CBAKU YBOD,
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1.3. TOINOJIOIIKO COPTUPAILE

CJI0KEHOCT TIPOHANIAKE A T10CIa KOjU ce Moske u3BpuTH je O(n?). CoKeHOCT NONa3HOT yUMTaBakha YIa3HUX CTe-
nena uBoposa je O(n + m) (rpagu ce HU3 Of n eleMeHarta U odpalyje ce cBaka ox m rpana). Takobe, ynasuu
CTENEHH Ce aXypHpajy MPIJIMKOM CBAKOT N3dallBama rpane u3 rpada, na he axypupame yiaa3HUX CTelleHa YBOPOBa
duru cnoxernocru O(m). Hapaero, motpeduo je O(n +m) Kopaka jia ce yuuTa v CKIaaumy rpad. akmie, yKynHa
CJI0%eHOCT OBaKBe umIuiemMenTammje je O(n? +m).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] stepen = new int[n];
List<int>[] preci = new List<int>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
preci[i] = new List<int>();
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
stepen[x]++;
preci[y].Add(x);
}
bool[] resen = new bool[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
int cvor;
for (cvor = 0; cvor < n; cvor++) {
if (!resen[cvor] && stepen[cvor] == 0)
break;
}
if (cvor == n)
return;
Console.WriteLine(cvor);
resen[cvor] = true;
foreach (int predak in preci[cvor])
stepen[predak]--;
}
}
}

NmmnemenTanyja ce 3Ha4ajHO MOe yOp3aTH ako CBe IMOCIIOBE 3a KOje 3HaMO Ja cy creneHa 0 1 1a ce MOTy YpaauTH
4yBajy y pajHoj juctH (peny). HakoH u3pauyHaBara MOYETHHMX YJIA3HUX CTEeleHA YBOPOBA, Y PeJl CTAB/baMO CBE
OHe YBOpOBE Koju MMajy crernieH 0. Y3umamo jenaH o jenaH yBoOp U3 pella, yMarbyjeMo yla3zHe CTereHe MoCIOBIMa
KOjU OfI ’bHX 3aBUCE M aKO JIETEKTY]eMO Ja Ce HEKU CTelleH TMMe peyKyje Ha 0, Taj mocao ogMax J0JajeMo Ha Kpaj
pena. CBaky mocao HajBHIIE jeJHOM OMBa CTaB/bEH M CKMHYT M3 pela, Ma je YKyIHa CI0KEHOCT MASHTH(HKaIMje
nocoBa Koju ce Hapeauu page O(n). W'y oBom ciy4ajy, morpeduo je O(n + m) Kopaka a ce yuruTa ¥ CKJIaIUIITH
rpad, Kao 1 Ja ce U3pauyHajy yJIa3HH CTeleHH nosasHor rpada, kao u O(m) Kopaka jia ce axypupajy BpeAHOCTH
CTelneHa YBOPOBA TOKOM M30allMBatba CBUX rpaHa. YKyIHa CJIOKEHOCT je, gakie, O(n + m).

using System;
using System.Collections.Generic;
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class Program

{

}

static void Main(string[] args)

{

int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] stepen = new int[n];
var preci = new List<int>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
preci[i] = new List<int>();

int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; i++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
stepen[x]++;
preci[y].Add(x);
}

var cvoroviStepena® = new Queue<int>();
for (int cvor = 0; cvor < n; cvor++)
if (stepen[cvor] == 0)
cvoroviStepena0.Enqueue(cvor);

while (cvoroviStepena@.Count > 0)

{
int cvor = cvoroviStepena®.Dequeue();
Console.WritelLine(cvor);
foreach (int predak in preci[cvor])
if (--stepen[predak] == 0)
cvoroviStepena0.Enqueue(predak);
}

Jpyrauuju arropuram Moxe OUTH 3aCHOBaH Ha IpeTpas3u y JyOuHy. 3HaMo Aa mocao Mopa dutH ypaheH nocie cBUX
MOCJIOBA OJ1 KOjHUX 3aBUCHU. 3aTO MPUJIMKOM MOCETE CBAKOM YBOpPY 00paljyjeMo CBe CBe BberoBe HaclieJHUKe (Y rpady
y KOjOj TpaHa of1 * Ka Y MpeJCTaB/ba TO /1a 10Ca0 T 3aBUCH OJ1 TTOCIA i) ¥ Ha KPajy cepyje peKyp3MBHUX M0o3KBa TeKyhu
YBOP JI0/1ajeMO Ha BpX cTeka. [Iperpary mo3mBamo n3 cBaKkor 4YBOpa, ¥ MPEKUJAMO jé MOMEHTAJIHO aKO yCTaHOBUMO
Jia je HeKu YBOp paHuje Ouo noceheH. HakoH cBuX mo3uBa no3uBa Ha cTeKy he ce Hahu OCIoBH Koje Tpeda ypaauTa y
00pHYTOM pefocieny (rocao Koju Tpeda ypaautu nociieiiu Hahu he ce Ha Bpxy cteka). CI0KeHOCT OBOT MPUCTYIA
je O(n +m).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
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static void DFS(int cvor, bool[] posecen, Stack<int> stek,

{

List<int>[] susedi)

// preskacemo sve ranije posecene cvorove
if (posecen[cvor])

return;
posecen[cvor] = true;

// pre tekuceg cvora moramo obraditi sve poslove od kojih on zavisi

foreach (int sused in susedi[cvor])



1.4. HAJKPARU IIYTEBU O] JETHOT YBOPA

DFS(sused, posecen, stek, susedi);
// sada mozemo obraditi i1 tekuci posao
stek.Push(cvor);

}

// topolosko sortiranje
static int[] TopoloskiSort(List<int>[] susedi)
{
int n = susedi.Length;
// pokrecemo pretragu u dubinu iz svakog cvora
bool[] posecen = new bool[n];
var stek = new Stack<int>();
for (int cvor = 0; cvor < n; cvor++)
DFS(cvor, posecen, stek, susedi);

// obrcemo redosled poslova sa steka

int[] redosled = new int[n];

for (int 1 = n-1; stek.Count > 0; i--)
redosled[i] = stek.Pop();

return redosled;

static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
var susedi = new List<int>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
susedi[1] = new List<int>();

int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

string[] str = Console.ReadlLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
susedi[x].Add(y);

}

var redosled = TopoloskiSort(susedi);
foreach (int x in redosled)
Console.WritelLine(x);

1.4 Hajkpahu nyreBu o1 jeJHOT YBOpa

V HacraBky heMo MpeTHOCTABUTH [a PaAMMO ca TeKUHCKHUM rpadoBHMa Tj. Ja je CBaKOj rpaHu rpada npuapyxkeHa
HeKa TeXrHa (TO 0OMYHO MOXe OMTH TyKHUHA TpaHe Tj. pacTojame u3Mely 1Ba cyceqHa uBopa).
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Cnuka 1.2: Texuncku rpagp

Texuncku rpad hemo 0dMYHO MpeACTaB/bATH I MAaTPHULIOM MOBE3aHOCTH Y KOjOj C€ YMECTO JIOTUYKHUX BPEIHOCTH
YyyBajy TeXUHe IpaHa (y3 HEKy CHelHjaJHy HyMepU4Ky BPeAHOCT KOja O3HayaBa jia YBOPOBH HUCY TOBE3aHU) WK
JICTaMa MOBE3aHOCTH T7Ie CE y CBAaKOM €JIEMEHTY JIMCTE TTOBE3aHOCTH UyBa MHAEKC KPajiber YBOpa M TeXKUHA I'PaHe.

V jesuky C++ perpe3eHTaryja rpada Moxke OUTH MaTpHUIla OOJIHKA
Tezina[,] A = new Tezina[MAX, MAX];
AKO KOPUCTHMO JIUCTE MOBE3aHOCTH, OHJIa MOXEMO YIIOTPeOUTH CTPYKTYpY MoAaTaka o0OJIUKa

var A = new List<Tuple<Cvor, Tezina>>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
A[i1] = new List<Tuple<Cvor, Tezina>>();

Koja HaMm oMoryhaBa Jja Beoma je[JHOCTaBHO JI0JIajeMO HOBE rpaHe.
A[cvor0d].Add(Tuple.Create(cvorDo, tezina));

IIpu Tom Tun Tezina o3HavaBa TeKHMHE rpaHa (OHEe MOTY OUTH LIeJIM WM peaiHu OpojeBH), AoK Tul Cvor o3HauyaBa
HHJIEKCE YBOPOBA (M OHU CY IO MPAaBITY LIEJIOOPOjHH).

JajKCTpUH alropuTaM je alropuraM Koju Ham omoryhaBa Ja edukacHO mpoHahiemo Hajkpahe myTeBe of jefgHOT
(puKcrpaHOT YBOPA, O CBUX OCTAIUX YBOpoBa y rpady. [TocedHo, mume moxemo Hahu Hajkpahe pacTojambe nzmehy
JIBa YHAIpe] AaTa YBopa. Y HacTaBKy hemMo NpeTHOCTaBUTH Ja Cy JIy)KUHE CBUX I'paHa y rpady HeHeraTuBHe.

WuBapujaHTa OBOT alrOpuTMa je TO 1a HAaKOH k KOpaka M3BpllaBama aJropuTMa yMeMmo Ja rnpoHaljemo & uBopoBa
NajoNMKUX TIOYETHOM YBOPY ¥ M Ay’KHMHE HajKpahux MmyTeBa A0 BHX. Y MOYETKY 3HAMO CaMo 4 je YBOp v Ha jOIIKH
cam cedu U J1a je AyKuHA MyTa oj1 v A0 v jeaHa Hynud. O3Hauumo ca Vi CKyn KOju ce cacToju o1 k HajONnKuX
YBOPOBA YBOPY v, yKibyuyjyhu u v. [Ipodiem je nponahu yBop w Koju je HajOIMXKU YBOpY v Mel)y UBOpOBUMA BaH
Vi, u nponahu nyxuHy Hajkpaher myta og v mo w. Hajkpahu myT om v 10 w MOxe J1a cagpXKu caMO YBOPOBE U3
V. OH He MOXe 1a caipku HEKH YBOp y BaH Vi, jep du uBop y dno dmmxu uBopy v ox w. Ilpema Tome, 1a drucmo
MIPOHAILIA YBOP W, IOBOJBHO je [1a IPOBEPHUMO I'paHe KOje Crajajy YBopoBe u3 V), ca YBOpOBHUMA KOju HUCY ¥ Vi;
CBe Jpyre rpaHe ce 3a cajga Mory urHopucatu. Heka je (u, z) rpana takea ga je u € Vi u z ¢ V). Taksa rpaHa
ozipelyje myT o/ v JI0 z KOjH ce cacToju o Hajkpaher myTa o v 10 u (koju je Beh nosHar) u rpase (u, z). JJoBO/BHO
jé ynopeauTu cBe TakBe IyTeBe U n3adparu Hajkpahu mehy wuma. Jlakie, 4BOop w je YBOp 3a KOjU je HajMarmba
IyKMHA

min{d(v,u) + d(u,w) | u € Vi }.

IMpu toMm, d(v, u) Ham je Beh MO3HATO MUHMMAITHO PACTOjarbe Off ¥ 10 U, JOK je d(u,w) MykKuHa rpaHe usMmely u u
w.

VY uMIuieMeHTaju MOXKEMO y jeJHOM HU3Yy OjpkaBaTu Tekyhe mpolieHe Hajkpahux pacTojama ojl v J0 CBaKor
JPyror 4Bopa. Y MoYeTKy y HU3 Ha MecTo 4Bopa v ynucyjemo 0, oK je IyKMHa CBUX JPYIUX ITyTeBa HENo3HaTa U Y
HU3 yIUCy jeMo +00. YBOPOBH KOjU Ce Hajla3e y TPEHYTHOM CKyIly V}, heMo Ha HEKM HauMH O3Ha4aBaTH (Ha IIpUMep,
OJpKaBarkeM IMOMONHOT HU3a y KOME JIOTHYKUM BpeJHOCTAMA 0OeieskaBaMo O3HauUeHe YBOPOBE). Y CBAKOM KOPaKy
13 HU3a OMpaMo OHaj HEO3HAUCHHU YBOP w KOjU UMa TPEHYTHO HajMamke PacTojarke U MPUA0IAjeMO ra y CKyI V, Tako
IITO ra 03HauaBamo. HberoBo TpeHyTHO pacTojame ol YBopa v (Koje je yUcaHO y HU3y Ha MECTY YBOpa w) je YjeqHO
1 Hajkpahe pacTojarme oJ] YBOpa v JI0 CBUX YBOpPOBa BaH V. 3aTo je w YBOp KOju je k + 1 u mwrMe IpolmpyjeMo
ckyn Vj,. YV TOM TpeHyTKY a’kypupaMo ocTasa pacTojama y Hu3y. Harmacumo 1a mpuiMkoM npolimpuBara ckyna Vi,
YBOPOM W HEMa MOTpede aXypHpaTH MyTamke U3 YBOPOBa Koju ce Beh Hanasze y Vj, Beh je 10BOJbHO axXypHpaTi caMmo
MyTame Koje Bofie Mpeko w. To paauMo Tako HITO 3a cycee YBOpa w IMpoBepaBaMo 1a JH je 30up Hajkpaher myTta
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1.4. HAJKPARU IIYTEBU O] JETHOT YBOPA

01 v 10 w (TpeHyTHa BPEIHOCT Y HU3Y Ha MECTy YBOpa w) M AyKMHE I'paHe OJ w 1O TOT YBOpa Mamba Off TPEHYTHE
MIPOLIEHE HajMarbe dyKMHE ITyTa JAOT TOT YBOpa (Tj. TPEHyTHE BPEJHOCTH Y HU3Y Ha MECTY TOT YBODA).

IMpumep n3BpruaBama [lajKCTpHHOT aIrOpuTMa 32 Hajlakere Hajkpahux myTeBa o uBopa v y rpady Jart je Ha CIUIIY.
[IpBa BpcTa oHOCH ce caMO Ha MyTeBe OJ] jelHe rpaHe u3 v. bupa ce Hajkpahu MyT, y OBOM cCilyyajy OH BOIU Ka
4yBopy a. Jpyra Bpcra nokasyje nonpaBke Iy XHHa MyTeBa YK/bydyjyhn caga cBe myTeBe of jeJHe rpaHe u3 v Wi a,
1 HajKpahu MmyT caga BOIM /10 ¢. Y CBaKOj IMHUjU OHpa ce HOBH YBOP, M IIPUKA3y]jy ce AyKUHE TPEHYTHUX HajKpahnx
myTeBa of v 0 cBUX uBopoBa. [lonedspaHa cy pactojama 3a Koja ce Moy3JaHo 3Ha Aa ¢y Hajkpaha (Tu YBOpOBH Cy
O3HauYeHMN).

oL 5 5 0
vial|lb|c|d|e| f]|l glh
9 9 3 al|l0O]1]5]o0|9]|c0|00]| 00|
c|l0]1]5| 3 ]9 |oc0|oo| 0|0
4 d 2 b0 1|5 |3 |7|o0]|12] 00|
¢ 7€ dlfo[1[5[3 |78 [12] 00 | o
ell0O|1 5] 3 |7]| 8 |12]| 11 | 0
9 4 1 hiflO|1|5 |3 |7| 8 |12]|11 | 9
gllO|1|53|7| 8 |12|11 | 9
Lo 2 X 3 X flfolxi[s[3[7[8 1211 9
f g h

Cnuka 1.3: Ilpumep npumeHe JJajKCTPUHOT aJITOPUTMA.

IMomTo je y cBakoM KOpaky MOTPedHO MPOHATIA3UTH MUHUMYM CKyIa OpojeBa M HaKOH Tora YKJIamhaTh MUHUMYM M3
CKyTIa, yMeCTO HH3a, MOKEMO KOPHCTHUTH Peji ca PHOPUTETOM Y KOjeM J4yBaMo CKYIT HEO3HAUECHUX YBOPOBa, ypeheH
Ha OCHOBY TpPEHYTHE IPOIICHe pacTojama Ol YBopa v. 3a TO MOKEMO KOPHCTHTH pel ca IPHUOPUTETOM (Tj. XHII).
Kipyunu mpoOiem oBe MMITIEMEHTalHje je TO MITO ce HAKOH MPOIIMpPUBAama CKyHa Vj, HeKe MpoIeHe TyXKUHe IyTa
cMamyjy, ma je MoTpedHO aXypupaTu BPeTHOCTH Y pely ca MpUOpUTETOM. PeloBu ca mpuopuTeToM OOWYHO He
MoJAp:KaBajy AMPEKTHO TaKBe ornepalyje. JeqaH HAuMH je Ja ce Kperpa clelyjai30BaHa UMIIEMEeHTalldja Koja ou
MoJpKajia MOTYRHOCT CMamUBamka BPETHOCTH Y pely, a Apyra je Jla ce YIoTpedH T3B. TEXHUKA JICHOT OpHhCcamba.
VY ToM ciydajy ce HAKOH CMamHBara IMPOLICHE pacTojarka HEeKOT YBOpa y pejfl MPOCTO A0aje HOBU eJIeMEeHT KOju
MIpeACTaB/ba CMAHCHO pacTojame. THMe ce 3a UICTH YBOP y pe/ly ICTOBPEMEHO UyBa BHUIIIE pa3HHX MTPOIIEHA PacTOjarba.
YV TpeHyTKy Kana ce yBop w ydanyje y Vi u3 pena he dutu nsBaheHO HeroBo HajMame pacTojame of v (aKo 3a YBOP
w TMOCTOje HeKe paHuje mpolieHe, oHe he curypHo dutu Behe u jomr he ce Hanma3uTu y peay). AKo ce KacHHje Jecu
Jla ce U3 pella M3BajJd YBOP w HAa OCHOBY HEKe paHWje MpolleHe, TO ieMo JIaKo Mperno3HaTH Ha OCHOBY TOTa IITO je
w Beh panuje Omo ydaueH y uBop V), 1 03HaueH, Tako Ja hemo Taj eneMeHT u3BahieH U3 pesa MpocTo 3aHEMapHUTH 1
npehn hemo Ha HapeHM eleMeHT U3 pela.

3aparak: Hajkpahu nmyt u3mel)y nBa rpana

I'panoBu cy MOBe3aHM MyTeBUMA U 3a CBAKH IIyT je MO3HATO BpeMe NMOoTpedHO Jia ce npolje khume (BpeMe MoTpedHo aa
ce mpohe y jemHoOM U y JpyroMm cMepy He Mopa dutH ucto). Hammmm nporpam koju ogpelyje Hajkpahu myT u3melhy
IBa JaTa rpaja.

VYaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yHocu 0poj rpagosa n (1 < n < 1000), y HapegHoM pexny dpoj myteBa m (1 <
m < n? — n) ¥ 3aTUM y HAPEJHUX M pejloBa ONKMCK MyTeBa (1Ba 1ea Opoja Koju MpejcTaBbajy peaHe dpojese
rpazoBa, Koju ce Opoje of HyJie 1 HaKOH TOTra MO3UTHBAH peasiaH Opoj KOju Ipe/icTaB/ba BpeMe J1a ce myT mpehe). ¥V
nocyeha ABa pejia ce Hajlaze peaHU OpOoj CTAPTHOT U PeIHH OpOj IIMJBHOT rpaja.

M3na3: Ha crangapaam nsias MCnycaTi MUHAMAJIHO BpeMe MOTpedHO Jja ce CTMTHE Of] CTApTHOT JI0 IIMJBHOT rpaja,
320KPYKEHO Ha TIeT JIelMaIa, a 3aTHM, y HapelHOM pelly, pelHe OpojeBe rpajoBa Ha MyTy OJ1 CTapTa J0 I1jba. AKO
ce of CTapTa J0 Li/ba HE MOKe CTHNM YYUTAHNUM IyTeBUMa, CAaMO HCITHCATH Ne.
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IIpumep

Vaaz Hznaz
4 4.10000
6 023
011.2

121.3

022.0

0 3 5.7

134.6

2 32.1

0

3

Pememe

Baparak ce pemasa JajKCTPUHUM aJITOPUTMOM. AKO y CBAKOM KOpPaKy aJIrOpUTMa HajOIMKK YBOP MPOHANIA3UMO
oDMJIacKa HU3a TPEHYTHUX PAcTojarba, ClokeHoCT anroputma je O(n?).

using
using
using

using
using
using

class

{

System;
System.Collections.Generic;
System.Ling;

Cvor = System.Int32;
Duzina = System.Double;

Par = System.Tuple<System.Double, System.Int32>;

Program

static void Main(string[] args)

{
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const Duzina INF = double.PositiveInfinity;
// ucitavamo graf - koristimo liste suseda
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
List<Par>[] susedi = new List<Par>[n];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

susedi[i] = new List<Par>();
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
Cvor cvorOd = Cvor.Parse(str[0]);
Cvor cvorDo = Cvor.Parse(str[1]);
Duzina duzina = Duzina.Parse(str[2]);
susedi[cvor0Od].Add(Tuple.Create(duzina, cvorDo));
}

// ucitavamo startni 1 ciljni cvor
int start = int.Parse(Console.ReadLine());
int cilj = int.Parse(Console.ReadlLine());

// za svaki cvor cuvamo duzinu najkraceg poznatog puta od startnog cvora
Duzina[] duzinaPuta = Enumerable.Repeat(INF, n).ToArray();

// zatim da li ta procena predstavlja upravo najkraci moguci put
bool[] resen = new bool[n];

// kao i prethodni cvor na tom trenutno procenjenom najkracem putu
Cvor[] roditelji = Enumerable.Repeat(-1, n).ToArray();

// u pocetku jedino znamo rastojanje do startnog cvora
duzinaPuta[start] = 0.0;

// dok ne odredimo najkraci put za sve cvorove

int brojResenih = 0;

while (brojResenih < n)
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// odredjujemo nereseni cvor koji je trenutno najblizi startnom
Cvor cvorMin = 0; Duzina minDuzina = INF;
for (Cvor cvor = 0; cvor < n; cvor++)
if (!resen[cvor] && duzinaPuta[cvor] < minDuzina)
{
cvorMin = cvor;
minDuzina = duzinaPuta[cvor];

}

// nije moguce da postoji bolji put do cvoraMin - belezimo da je on
// resen 1 povecavamo broj resenih cvorova
resen[cvorMin] = true;
brojResenih++;
// ako je za ciljni cvor odredjeno rastojanje, nema potrebe vrsiti
// dalju pretragu
if (cvorMin == cilj)
break;
// analiziramo susede cvoraMin
foreach (Par p in susedi[cvorMin])
{
Cvor cvor = p.Item2;
Duzina duzina = p.Itemi;
// ako je potrebno, azuriramo duzine puta do njegovih suseda
if (!'resen[cvor] && minDuzina + duzina < duzinaPuta[cvor])
{
duzinaPuta[cvor] = minDuzina + duzina;
roditelji[cvor] = cvorMin;

}

// ako put do cilja postoji
if (duzinaPuta[cilj] < INF)
{
// ispisujemo duzinu najkraceg puta
Console.WriteLine(duzinaPuta[cilj].ToString(”0.00000”));
// pratimo put od cilja do starta, unatrag
// da bismo obrnuli put, koristimo stek
var put = new Stack<Cvor>();
put.Push(cilj);
while (roditelji[cilj] != -1)
{
cilj = roditelji[cilj];
put.Push(cilj);
}
// ispisujemo put od starta do cilja
while (put.Count > 0)
Console.Write(put.Pop() + ” 7);
Console.WriteLine();
} else
// prijavljujemo da put do cilja ne postoji
Console.WriteLine(”ne”);

}

EdukacHocT je dosba (ocuM y ciaydajy BeoMma I'ycTux rpacoBa) ako KOPUCTUMO pef ca npuopureroM. Ilomro y Ou-
dIMOTEYKOM pesly He MOXEMO jeAHOCTAaBHO aXKypUpaTH BPEAHOCTH eJieMeHaTa, KOpUCTUheMO BeoMa jeIHOCTaBHY
TEXHUKY JICHOT OpHrcara (JoIajeMo eJeMEeHT ca MamboM BpeAHoIhy, a cTapH eJleMeHT, ca Behom BpeaHomthy opu-
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IIeMO 13 pefia TeK KaJia MCIUIMBA Kao HAjMamH eJIEMEHT pesia - TaJa ra IpocTo HTHOPUIIEMO, jep 3HaMo Ja je YBOp
KOMe Taj eJIeMeHT oAroBapa Beh perieH).

Bpemencka ciioxeHoct oBaksor pemieta je O((n + m)logm), rue je n 6poj uBoposa, a m dpoj rpaHa y rpady.
Hauwme, ako je un/bHM YBOp Hajlabu, Tajla je NOTPedHO M3BPIIUTH Oap n onepailydja Bahewa YBOpOBa U3 pela, 3a
mTa HaMm je motpeduo dap O(n log m) onepaumja (jep je Balierbe MUHUMATHOT YBOpA ONepalinja Koja JIOraphTaM-
CKM 3aBHCH Off Opoja eeMeHaTta y pedy, a y pedy, 300T Jemhor Oprcama MOXe IOCTOjaTH m eleMeHara). 300r
JIeOT dpucama MoXke OUTH Yak m orepaipja Bafjerma eJeMeHara u3 pefa ce Moxke IIOHOBUTH M IyTa, IITO JOHOCH
O(mlogm) onepaumja. Takobe, je 350r nemor Oprcarba Moryhe Jia ce W3BpIIM 1 yMeTama y pell MTo je Takohe
O(mlog m) onepanmja. dakie, ykynat opoj onepamnmja je O((n + m) logm). Kana 6u ce ymecro sewor dpucarma
MemaJle BpeTHOCTH Y peay (LITO TpaXH PydHY MMIUIEMEHTAIM]y peaa), y pely Ou yBek OWIo HajBHIe 1 eJleMeHara,
na 6u cnokenoct duma O((n + m)logn). Tomro je y rpady ysek m = O(n?) (ycMepenu rpad uma Hajpuiie
n2 rpaHa), aCUMIITOTCKa CJIOKEHOCT OM OMJIa MCTa Kao U ca JielhnM OpucameM. bes remor dpucama, ca crerugny-
HUM MMIUIEMEHTaLjaMa peJa ca mpruopureToM (momohy 138. PudoHauujeBor xumna) Moryhe je moctuhu cioxeHoCT
O(m + nlogn), mTo Huje 3Ha4ajHO dosbe. CloxkeHOCT je Hajropa y ryctom rpady O(n?)logn, mro je acumMnToT-
CKH JIOLIMje HeTo y cilyvajy UMILUIEMEHTaluje 0e3 pefa ca mMpuopureToM. AKO je rpad peaak Tj. ako mocMaTpamo
Kiacy rpacdoBa y kojoj je m = O(n), Taga je cnoxenoct nososHuja 1 m3HocH O (nlog n).

IIITo ce THYe MEMOPH]jCKE CJIOKEHOCTH, Ca JISHUM OprcarbeM pejl ca proputetoM 3ay3uma O (m) JofaTHe MeMopuje.
C 003upom za je 3a mpencraBmbame rpada norpedHo dap O(n + m) Memopuje, 0Bo He noBehaBa acHMITTOTCKU
MEMOPH]CKY CJIOKEHOCT.

using System;
using System.Ling;
using System.Collections.Generic;

using Cvor = System.Int32;

using Duzina = System.Double;

using Par = System.Tuple<System.Double, System.Int32>;

using Trojka = System.Tuple<System.Double, System.Int32, System.Int32>;

class Program
{

const Duzina INF = double.PositiveInfinity;

// Implementiramo strukturu podataka hip u kome se cuvaju elementi
// tako da se lako odredi i ukloni minimalni element

// pomocne funkcije za implementaciju hipa

static int roditelj(int 1)

{
return (i1-1) / 2;
}
static int levoDete(int 1)
{
return 2*1 + 1;
}
static int desnoDete(int 1)
{
return 2*{1 + 2;
}

static void Razmeni(List<Trojka> pq, int x, int y)

{
Trojka tmp = pq[x]; pa[x] = paly]l; pqly] = tmp;
}
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static bool veci(Trojka p1l, Trojka p2)

{
return ((IComparable)pl).CompareTo(p2) < 0;
}
static voild PQSiftUp(List<Trojka> pg, int k)
{
int r = roditelj(k);
while (k > 0 && veci(pq[k], pql[rl))
{
Razmeni(pg, k, r);
k=r;
r = roditelj(k);
}
}

static voild PQSiftDown(List<Trojka> pg, int k)
{
while (true)
{
// pozicija najveceg cvora
// (razmatrajuc¢i roditelja 1 njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < pq.Count && veci(pq[levo], pg[najveci]))
najveci = levo;
if (desno < pg.Count && veci(pq[desno], pg[najveci]))
najveci = desno;
// ako je roditelj najveli, uslov hipa je zadovoljen
if (najveci == k)
break;
// menjamo roditelja i vele dete
Razmeni(pq, najveci, k);
// obradujemo vecle dete
k = najveci;

}

// najmanji element trenutno u hipu
static Trojka PQTop(List<Trojka> pq)

{
return pq[0];

}

// uklanjamo najmanji element iz hipa
static voild PQPop(List<Trojka> pq)

{
pq[0] = pq[pg.Count - 1];
pg.RemoveAt(pg.Count - 1);
PQSiftDown(pg, 0);

}

// ubacujemo novi element u hip
static voild PQPush(List<Trojka> pq, Trojka p)
{

Pg.Add(p);

PQSiftUp(pq, pq.Count - 1);
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// provera da li1 je hip prazan
static bool PQEmpty(List<Trojka> pq)

{
}

return pq.Count == 0;

static vold Main(string[] args)

{

// ucitavamo graf - koristimo liste suseda
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
List<Par>[] susedi = new List<Par>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

susedi[1] = new List<Par>();
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
Cvor cvor0Od = Cvor.Parse(str[0]);
Cvor cvorDo = Cvor.Parse(str[1]);
Duzina duzina = Duzina.Parse(str[2]);
susedi[cvor0d].Add(Tuple.Create(duzina, cvorDo));
}

// ucitavamo startni i ciljni cvor
int start = int.Parse(Console.ReadLine());
int cilj = int.Parse(Console.ReadLine());

// za svaki cvor cuvamo duzinu najkraceg poznatog puta od startnog cvora
Duzina[] duzinaPuta = Enumerable.Repeat(INF, n).ToArray();

// zatim da 1i ta procena predstavlja upravo najkraci moguci put

bool[] resen = new bool[n];

// kao 1 prethodni cvor na tom trenutno procenjenom najkracem putu
Cvor[] roditelji = Enumerable.Repeat(-1, n).ToArray();

// u pocetku jedino znamo rastojanje do startnog cvora

duzinaPuta[start] = 0.0;

// da bismo brze odredjivali trenutno najblizi cvor, cvorove cuvamo u
// redu sa prioritetom - za svaki cvor znamo procenu najkraceg puta od
// starta 1 prethodni cvor na tom najkracem putu

var pq = new List<Trojka>();

PQPush(pq, Tuple.Create(0.0, start, -1));

// dok ima jos cvorova do kojih se moze stici
while (!PQEmpty(pq))
{
// vadimo i1z reda cvor koji je trenutno najblizi startnom
Trojka top = PQTop(pq); PQPop(pq);
Duzina duzinaMin = top.Itemi;
Cvor cvorMin = top.Item2;
Cvor roditelj = top.Item3;

// zbog lenjog brisanja je moguce da je za taj cvor jos ranije
// pronadjeno krace rastojanje - u tom slucaju je ovo zastareo
// podatak i prosto ga ignorisemo

if (resen[cvorMin])
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continue;
// nije moguce da postoji bolji put do cvoraMin - belezimo da je on
// resen, 1 u niz roditelja pamtimo prethodni cvor na najkracem putu
resen[cvorMin] = true;
roditelji[cvorMin] = roditelj;
// ako je za ciljni cvor odredjeno rastojanje, nema potrebe vrsiti
// dalju pretragu
if (cvorMin == cilj)

break;

// analiziramo susede cvoraMin
foreach (Par p in susedi[cvorMin])

{
Cvor cvor = p.Item2;
Duzina duzina = p.Itemi;
// ako je potrebno, azuriramo duzine puta do njegovih suseda
if (!resen[cvor] && duzinaMin + duzina < duzinaPuta[cvor])
{
duzinaPuta[cvor] = duzinaMin + duzina;
PQPush(pq, Tuple.Create(duzinaPuta[cvor], cvor, cvorMin));
}
}

}

// ako put do cilja postoji
if (duzinaPuta[cilj] < INF)
{
// ispisujemo duzinu najkraceg puta
Console.WriteLine(duzinaPuta[cilj].ToString(’0.00000”));
// pratimo put od cilja do starta, unatrag
// da bismo obrnuli put, koristimo stek
var put = new Stack<Cvor>();
put.Push(cilj);
while (roditelji[cilj] !'= -1)
{
cilj = roditelji[cilj];
put.Push(cilj);
}
// ispisujemo put od starta do cilja
while (put.Count > 0)
Console.Write(put.Pop() + 7 7);
Console.WriteLine();
} else
// prijavljujemo da put do cilja ne postoji
Console.WriteLine(”ne”);

1.5 Hajkpahu nyteBu u3mehy cBux nmapona 4yBopoBa

VKOJIMKO KeJIUMO Aa ofpeaumo Hajkpahe myteBe m3mel)y CBHX MapoBa YBOPOBA MOKEMO MOKpPEeHYTH [ajkcTpuH
ITOPUTaM M3 CBAaKOT YBOpa y rpady, a MOKEMO yHOTpeOUTH M HEKH Off CTICLIMjIM30BaHUX arOpUTAMa 3a ITPOHa-
JIaKere CBUX Hajkpahux myTeBa. JeqaH of HajloO3HATHjHUX MyTeBa Tor Tuna je Pioja-Bapmainos anropuram. HakoH
k xopaka anroputma npernocraBuheMo Jia cy mo3Hare Hajkpahe qyxuHe myTeBa u3Mel)y CBMX 4BOpOBa, U YeMy
ce Ha TUM IyTeBUMa Kao MeljyYBOpPOBH MOT'y KOPUCTHTH caMo 4BopoBH u3 ckyna Vi, = {0,1,...k — 1}. V cBakom
HapeHOM KOpaky JoJajeMo YBOp A ¥ MOIITO cajia aHAIM3UPAMO MyTeBe u3Mely YBOPOBA ¢ M j KOjU MOTY BOJUTH
npeko uBopoBa Vi1 = {0,1,...,k}, ynopehyjemo nyxuHy rmyta u3Meljy Ta 1Ba 4BOpa KOjH HE Hie MPEKO YBOpa
k Beh camo mpeko uBoposa u3 Vj, (Ty myxuHy Beh 3HaMO) U Iy’XKHHY KOja njie IPEKo YBopa k Koja je jeqHaka 30upy
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IyxuHa Hajkpaher myTa ox ¢ 1o k mpeko Vi, m Hajkpaher myTa o k 1o j npeko Vj, (obe oBe myxuHe Beh 3HaMo).
V cayyajy ma ce oykuHe cBHX Hajkpahmx myteBa 4yBajy y mMartpruu, Proja-Bapimanos anroputam ce Beoma jen-
HOCTAaBHO MMILIEMeHTHpa (MoMohy Tpu yrHexheHa 1uKiTyca) u coxkenoct My je O(n?), rie je n dpoj yBoposa y
rpady.

@0 ja-Bapmanos anropuraM MOXeMO YIOTPEOHUTH U 3a ofpeBambe TPaH3UTUBHOT 3aTBOpEHa Jate penanmje (Taga
Hac He 3aHMMajy TyXKUHE IyTa, Beh camo rocTojame myTa u3melhy asa uBopa).

3aparak: CBu Hajkpahu myTeBH y ryctom rpady

Ha jennoj Teputopuju m3mehy cBaka /Ba rpajga IOCTOjU AMPEKTaH IMyT. Heku myTeBH cy JOIIer KBAIUTETA, Ma je
Hekaj Opxke cTuhu o rpaja o rpaja ako ce Uje HEKUM O] OKOJIHUX IMyTeBa. AKO je MOo3HaTo Bpeme jia ce mpehe
CBaKM OJ] JUPEKTHUX ITyTeBa (OHO MOXe 3aBUCUTH U OJ] CMepa y KOjeM ce IyT Ipesia3n), HaIlMIIY Iporpam Koju 3a
CBaKM Map rpajgoBa oxpehyje KOJIMKO ce BpeMeHa MOXKe YIITeETH aKO ce He Hjle AUPEKTHUM ITyTeM.

Vna3: Ca crangapaHor ynasza ce yuutaBa Opoj rpagosa n (1 < n < 100), a HAaKOH Tora KBajipaTHa MaTpuIla
JIMMEH3Mje 1 X 1 Koja caJipXku BpeMeHa y CeKyH/lama 1oTpedHa Jia ce AMPEeKTHUM ITyTeM CTHTHE OJ rpaja /10 Tpaja
(Ha IUjaroHaIy ce Hajase HyJle, a OcTajla BpeMeHa cy 1enn opojesu usmely 60 u 3600).

HN3na3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCIIMCATH KBAaApaTHY MaTpUuly KOja CaIpKU yIITeae 3a CBaKU Iap rpaaoBa.

IIpumep
Vaaz Hznaz
4 00900

0 190 300 120 000 50
180 0 240 350 90 180 0 O
290 430 0 80 0000
120 170 90 0

Objauroerve

Opn rpana 1 go rpaga 3 dosbe je uhu npeko rpana 4 (ymecro 300 cexkynau nytyje ce 120 + 90 = 210 cekynau). 1 on
rpaja 3 go rpaga 1 dose je uhu npeko rpaga 4 (ymecro 290 cexynau mytyje ce 80 + 120 = 200 cexynau). O rpaga
2 no rpana 4 Hajdospe je uhu mpeko rpaga 1 (ymecto 350 cekynmm mytyje ce 120 + 180 = 300 cexynmu). On rpana
3 1o rpana 2 Hajoosme je nhm mpeko rpaga 4 (ymecto 430 cexynmu mytyje ce 80 + 170 = 250 cekynam).

Pememe

Kana je mpesa myTeBa rycra Kao y OBOM 3a/1aTKy, HajOOJbM HAUMH JIa ce Hally Hajkpahu myTeBu u3mely cBux mapona
rpajioBa je aa ce ynorpedu ®oja-Bapmanos anroputam, unja je ciokeroct O(n?). TlomTo ce v ya3Hu U U31a3HU
ToJjalM YyBajy y MaTpUIM JUMEH3Hje 1 X 1, MEMOPH]jcKa ciokeHocT je O(n?).

using System;

class Program

{

// Flojd-Varsalovim algoritmom izracunavamo duzine najkracih
// puteva izmedju svaka dva cvora u grafu
static int[,] SviNajkraciPutevi(int[,] D, int n)

{
int[,] minD = (int[,])D.Clone();
for (int k = 0; k < n; k++) {
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (minD[1, k] + minD[k, j] < minD[i, j])
minD[1, j] = minD[i, k] + minD[k, j];
}
return minD;
}

static void Main(string[] args)
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{

// ucitavamo vremena za direktne puteve

int n = int.Parse(Console.ReadlLine());

int[,] D = new int[n, n];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
for (int j = 0; j < n; j++)

D[1, j] = int.Parse(str[j]);

}

// racunamo najkraca vremena

int[,] minD = SviNajkraciPutevi(D, n);

// ispisujemo rezultat

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
for (int j = 0; j < n; j++)

Console.Write((D[1, j] - minD[i, j]) + ~ 7);

Console.WritelLine();

}

}

}

Jom jemHO Moryhe pereme je fa ce ynorpedu MHIYKTHUBHO-PEKyp3MBHA KOHCTPYKIIHja MO YBOPOBHMA Ipada (rpa-
JnoBuMa). IHOYKTUBHA MPETIIOCTAaBKA je 1a YMEMO Ja OJIpeJuMO CBe Hajkpahe myTeBe y rpady o1 1 YBOpOBa.

ITpunukoM nogaBarwa HOBOT 4BOpa ¢ y Tpad oxpelhyjemo Hajkpahe myTeBe o cBakor of n Beh odpaheHux YBopoBa
J o wera. Tv myTeBU Cy WM AMPEKTHH WM Ce TOCJIe/ba JEOHHIIA Y HhHMa OCTBapyje TaKo IITO ce of Hekor Beh
oOpaljeHor uBopa k cturHe mo yBopa <. JdyxuHa of ¢ 10 j TpeKo uBopa k jeqHaka je 30upy oyxuHe Hajkpaher myTta
0J] YBOpa j [0 YBOpa k M AyKUHU TpaHe of 4Bopa k 10 uBopa 7. IIpuTom, HOIMITO Cy CBE TEXKMHE TPaHa MO3UTHBHE,
IyT O YBOpa j 10 4BOpa k He caapxku 4YBOp 4 (jep OM oHza yHyTap bera ouo Beh campkan kpahu myT of j 10 7).
Hajkpahu iyt on j 10 k Koju He ykibyuyje ¢ Beh 3HaMO Ha OCHOBY MHAYKTUBHE XHIIOTe3e. [lakie, HopearMo TyKUHY
JIUPEeKTHE rpaHe Of j JI0 ¢ ¥ 30UpoBe MyKUHA MyTeBa Of j 1o k u rpaHe of k 1o ¢ 3a cBako Moryhe k u3 ckyma Beh
oOpaljeHrx YBOpOBa U MUHIMYM THX pacTOjarsa MpeAcTaBiba HajKkpahul mMyT o j 1O ©.

HyxuHy HajKpahux ImyTeBa of ¢ 10 OCTAIMX YBOPOBa y rpady oxpelyjemMo aHAIOTHO.

Ha xpajy, ntonaBame HOBOT 4BOpa ¢ y rpad Moxaa ckpahyje ayXuHy HEKOr IyTa oJ] paHuje odpaleHor uBopa j 10
panuje odpahenor uBopa k. [loTpedHo je 3a cBe TakBe MapoBe YIOPEAUTH JIy)KHHY TPEHYTHO Hajkpaher myTa (koju
He YKJby4yje YBOp ) ¥ 30Up Iy’)KWHA HajKpahuX ImyTeBa of1 j 10 ¢ ¥ o[ ¢ 10 k (Koje cMo y pBOj (pa3u HAKOH JI0JaBarbha
YBOpA 7 OJIPEIUIIN).

Jlonasame cBakor HoBor ypopa 3axTea O (n?) Kopaka, T1a je yKylHa BpeMeHcka cioxkeHoct O(n?) u nokasyje ce na
jé BpeMe M3BpIlaBama BEOMa CIMYHO Kao U Kaja ce Kopuctu Psioja-Bapianos anropuram, ajim je IMIUIEMEHTALja
KOMIUIMKOBaHUja.

using System;

class Program

{

// Flojd-Varsalovim algoritmom izracunavamo duzine najkracih
// puteva izmedju svaka dva cvora u grafu

static int[,] SviNajkraciPutevi(int[,] D, int n)

{

int[,] minD = new int[n, n];
// dodajemo jedan po jedan cvor

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
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minD[1, 1] = 0;

// odredjujemo najkrace puteve od cvora 1 do svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++)

{
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
minD[i, j] = D[i, jI;
// proveravamo da li je mozda bolji put od i do j koji
// vodi preko nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (D[1, k] + minD[k, j] < minD[i, j])
minD[1, j] = D[i, k] + minD[k, jI;
}

// odredjujemo najkrace puteve do cvora i od svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++)

{
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
minD[j, i] = D[J, iI;
// proveravamo da li je mozda bolji put od cvora j do 1 koji
// vodi preko nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[j, k] + D[k, 1] < minD[]j, i1)
minD[j, 1] = minD[j, k] + D[k, i];
}

// popravljamo rastojanja od prethodnih cvorova j do prethodnih
// cvorova k, analizirajuci puteve koji vode preko cvora i
for (int j = 0; j < 1; j++)
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[j, 1] + minD[1, k] < minD[j, k])
minD[j, k] = minD[j, 1] + minD[1i, k];
}

return minD;

static void Main(string[] args)

{

// ucitavamo vremena za direktne puteve
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[,] D = new int[n, n];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int j = 0; j < n; j++)
D[i, j] = int.Parse(str[j]);
}

// racunamo najkraca vremena
int[,] minD = SviNajkraciPutevi(D, n);

// ispisujemo rezultat
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)

{
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}

for (int j = 0; J < n; j++)
Console.Write((D[1, j] - minD[1l, 1) + ” 7);
Console.WritelLine();

JenHa antepHaTHBa MOXE OMTHM Ja ce U3 CBAKOI rpaja ojpene Hajkpaha pactojama IO CBHX JPYTHX IpajoBa Io-
KpeTameM JlajKcTpuHOT anroputMa u3 Tor rpaga. [lomro je rpad rycr (3ampaBo MOTITYH), UMIUIEMEHTAIja ce
MO’ HaPaBUTH U €IeMEHTapHO, oApeliBarbeM MIHUMYMa OOMIACKOM HU3a PacTojarka, Y IMHEapHO] CIOKEHOCTH.
CnoxeHocT TakBe uMILIeMenTanyje lajkctpunor anropurMa je O(n?), a momro ce oHa nokpehe U3 CBaKOT YBOPA,
YKYIIHa CJIOKEHOCT pelerba 3a1atka je O(n?).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

// Flojd-Varsalovim algoritmom izracunavamo duzine najkracih
// puteva izmedju svaka dva cvora u grafu
static int[,] SviNajkraciPutevi(int[,] D, int n)

{

const int INF = int.MaxValue;
int[,] minD = new int[n, n];

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova
for (int cvorl = 0; cvorl < n; cvorl++)

{

var resen = new bool[n];
// minD[cvorI] sadrzi najkraca rastojanja od cvora I do
// ostalih cvorova u pocetku ne znamo do kojih sve cvorova
// se moze stici
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

minD[cvorI, 1] = INF;
// Jjedino znamo da je rastojanje od cvora do samog sebe @
minD[cvorI, cvorI] = 0;

// radimo dok nisu odredjene duzine svih najkracih puteva od I
for (int brojResenih = 0; brojResenih < n; brojResenih++)

{
// trazimo najkraci put od cvoral do nekog cvora za koji se jos
// nije definitivno odredio najkraci put
int odIDoMin = INF;
int cvorMin = cvorlI;
for (int cvor] = 0; cvor] < n; cvorJ++)
if (!resen[cvor]] && minD[cvorI, cvorJ] < odIDoMin) {
cvorMin = cvorlJ;
odIDoMin = minD[cvorI, cvorl];
}
// trenutni put do tog cvora je sigurno najmanji
resen[cvorMin] = true;
// analiziramo susede cvoraMin
for (int cvord = 0; cvorJ < n; cvorJ++)
// azuriramo vremena do njih ako se do njih putuje
// preko cvoraMin
if (!resen[cvor]] &&
minD[cvorI, cvorJ] > odIDoMin + D[cvorMin, cvorl])
minD[cvorI, cvorJ] = odIDoMin + D[cvorMin, cvorl];
}
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}

return minD;

static void Main(string[] args)
{
// ucitavamo vremena za direktne puteve
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[,] D = new int[n, n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int j = 0; j < n; j++)
D[1, j] = int.Parse(str[j]);
}

// racunamo najkraca vremena
int[,] minD = SviNajkraciPutevi(D, n);

// ispisujemo rezultat
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)

Console.Write((D[1, j] - minD[i, j]) +

Console.WriteLine();

}

ITomTo je rpacd ryct u Baxu ja Opoj rpaHa OKoO MOJIOBUHE KBajpaTa dpoja YBOpoBa, UMILIeMeHTaluja [lajkcTpuHor
JITOpUTMA TIPEKO pelia ca NPHOPUTETOM (ca JielhuM OpHcameM) caMo ycriopasa airopuraM. HbeHa ciioxeHoct je
O((n + m)logm), rue je m dpoj rpana, mro je O((n + n?)logn?) 1j. O(n?logn), kana je rpad ryct (jep je
m = ©(n?)), na je ykynua cnokenoct O(n3 logn). 3a ckiaauIITemhe pejia ca PUOPUTETOM KOPUCTH Ce JIOIATHUX
O(m) memopuje (1To He MOBehaBa YKYIHY CJIOKEHOCT, jep je 3a OMIo Koje CKIaauInTerbe rpaca norpedbHo dap
O(n + m) memopuje).

using System;
using System.Collections.Generic;
using Par = System.Tuple<int, int>;

class Program

{
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// Implementiramo strukturu podataka hip u kome se cuvaju elementi

// tako da se lako odredi i ukloni minimalni element
// pomocne funkcije za implementaciju hipa

static int roditelj(int 1)

{
return (i1-1) / 2;
}
static int levoDete(int 1)
{
return 2*1 + 1;
}
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static int desnoDete(int 1)

{
}

return 2*1 + 2;

static voild Razmeni(List<Par> pq, int x, int y)
{

Par tmp = pq[x]; pa[x] = pqly]; paly] = tmp;
}

static bool veci(Par p1l, Par p2)
{

return ((IComparable)pl).CompareTo(p2) < 0;
}

static voild PQSiftUp(List<Par> pq, int k)
{
int r = roditelj(k);
while (k > 0 && veci(pq[k], pa[r]))
{
Razmeni(pg, k, r);
k=r;
r = roditelj(k);

}

static void PQSiftDown(List<Par> pq, int k)
{
while (true)
{
// pozicija najveceg cvora
// (razmatrajuc¢i roditelja i1 njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < pq.Count && veci(pq[levo], pqg[najveci]))
najveci = levo;
if (desno < pg.Count && veci(pq[desno], pg[najveci]))
najveci = desno;
// ako je roditelj najveci, uslov hipa je zadovoljen
if (najveci == k)
break;
// menjamo roditelja 1 vece dete
Razmeni(pq, najveci, k);
// obradujemo vecle dete
k = najveci;

}

// najmanji element trenutno u hipu
static Par PQTop(List<Par> pq)

{
return pq[0];

}

// uklanjamo najmanji element i1z hipa
static void PQPop(List<Par> pq)
{
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}

pq[0] = pq[pg.Count - 1];
pq.RemoveAt(pg.Count - 1);

PQSiftDown(pg, 0);

// ubacujemo novi element u hip
static void PQPush(List<Par> pq, Par p)

{

Pq.Add(p);
PQSiftUp(pg, pq.Count - 1);

// provera da li1 je hip prazan
static bool PQEmpty(List<Par> pq)

{
}

return pq.Count == 0;

// Dajkstrinim algoritmom izracunavamo duzine najkracih
// puteva izmedju svaka dva cvora u grafu
static int[,] SviNajkraciPutevi(int[,] D, int n)

{

const int INF = int.MaxValue;
int[,] minD = new int[n, n];

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova
for (int cvorl = 0; cvorl < n; cvorI++)

{

var resen = new bool[n];
var pq = new List<Par>();
// minD[cvorI] sadrzi najkraca rastojanja od cvora
// ostalih cvorova u pocetku ne znamo do kojih sve
// se moze stici
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

minD[cvorI, 1] = INF;
// Jjedino znamo da je rastojanje od cvora do samog
PQPush(pq, Tuple.Create(0, cvorI));
minD[cvorI, cvorI] = 0;

// obradjujemo jedan po jedan cvor, sve dok svi ne
while (!PQEmpty(pq))
{
// cvor koji je najblizi cvorul (ako se izuzmu
// reseni)
Par p = PQTop(pq); PQPop(pq);
int cvorMin = p.Item2;
int odIDoMin = p.Itemi;

I do
cvorova

sebe 0

budu resent

oni koji su

// ako je cvorMin vec resen, ovo je zaostali podatak

// (zbog lenjog brisanja), pa ga ignorisemo
if (resen[cvorMin])
continue;

// do cvoraMin ne moze postojati brzi put od cvora I, pa je on

// postaje resen

resen[cvorMin] = true;

// analiziramo susede cvoraMin

for (int cvord = 0; cvor] < n; cvorJ++)
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// azuriramo vremena do njih ako se do njih putuje
// preko cvoraMin
if (!resen[cvor]] &&
minD[cvorI, cvorJd] > odIDoMin + D[cvorMin, cvorl]])

{

minD[cvorI, cvorJ] = odIDoMin + D[cvorMin, cvorl]];
PQPush(pq, Tuple.Create(minD[cvorI, cvorl], cvorl));

}

return minD;

static void Main(string[] args)

{

// ucitavamo vremena za direktne puteve

int n = int.Parse(Console.ReadlLine());

int[,] D = new int[n, n];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int j = 0; j < n; j++)

D[1, j] = int.Parse(str[j]);

}

// racunamo najkraca vremena

int[,] minD = SviNajkraciPutevi(D, n);

// ispisujemo rezultat

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
for (int j = 0; j < n; j++)

Console.Write((D[1, j] - minD[i, j]) + ~ 7);

Console.WritelLine();

}

}

3aparak: CBu Hajkpahu myTeBu y peTkom rpady

CBaku pyTep y jeJHOj MpeXH ITOBE3aH je ca Hajuiue 4 Apyra pyrepa. 3a cBaka /iBa II0OBE3aHa pyTepa MO3HaTo je
BpeMe MoTpedHO J1a ce MolIabe MopyKa of TIPBOT [0 ApYyror pyTepa. Bese cy Takse /1a je Hekaga Oosbe caTi OPyKy
OKOJIO, TIPEKO HU3a pyTepa, Hero AupekTHo. Hamuimm nporpam koju ofpelhyje KOJMKo ce HajBHIIe MOXE CKPAaTUTH
BpeMe KOMyHHMKalvje n3Mehy Heka jBa pyTepa ako ce NOopyKa He Iiabe JUPEeKTHO (y 0O3Mp y3eTd camMo napoBe
pyTepa Koju ¢y JUPEKTHO TIOBE3aHu).

Vna3: Ca cranpapaHor yiasza ce yuutaBa O0poj pyrepa n (1 < n < 100), HakoH Tora yKkymnaH Opoj Be3a usmehy
pyrepam (n — 1 < m < 4n), a HAKOH TOra y HapeIHUX M PelloBa OMNKC CBaKe Be3e: CBaKa JIMHHUja caip:Ku Opoj
MOJIA3HOT PyTepa, Opoj 0Ia3HOT pyTepa 1 Bpeme MOTPedHO /1a Ce Mollabe MOPyKa Off MOJIA3HOT JI0 I0JIA3HOT pyTepa,
pa3aBojeHe ca Mo jeqHUM pasMakoM (dpojeBu pyTtepa cy dpojesu og 0 1o n — 1, a Bpeme KOMyHHKaIHje je 11e0 Opoj
m3mehy 1 u 1000).

M3zaa3: Ha cranmapaHuy w3s1a3 UCIHICATy 11e0 Opoj KO ju IpecTaBba HajBehe ckpaheme KoMyHHKaIje KoprIheheM
MOCPEeIHUX pyTepa.

IIpumep
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Hajkpahu nyt on pytepa O mo pyrepa 2 ce ckpahyje ca 4 Ha 3 (ako ce mopyka Inajee Mpeko pyTrepa 1), Jok ce
Hajkpahu myT o pytepa O mo pytepa 5 ckpahyje ca 10 Ha 8 (ako ce mopyka mame npeko pyrepa 3 u 4). 3aro je
HajBehe ckpahemwe jeqHako 2.

Pememe

3amaTak MOXe Jja ce pelliaBa Ha IIOTIYHO UCTe HauKHe Kao U 3aaaTtak Ceu Hajkpahu mytesu y ryctom rpady. Kipyuna
pasimKa je To mTo je oBaj myt rpad pemak (Baxwu ga je m HajBuiue 4n, ma je m = O(n)). 3a10 je peerbe y KoM
ce JlajkcTpuH anroputam nokpehe u3 cBakor yBopa edpukacHuje of anropurama nonyt Puoja-BapmanoBor koju
UCcTOBpeMeHO ofpelyjy cBe Hajkpahe myTeBe.

AKO ce KOPUCTH pejl ca IPUOPUTETOM Ca JICHHM OpHCabeM, BpeMEHCKa CII0KEHOCT UMILTeMeHTanuje Jlajkcrputor
anroput™a je O((n+m)logm). Tourro je rpacd pesak, ykynHa Bpemencka cioxenoct je O(n? logn). 3a ckiaam-
IITere pefa ca npuoputetoM ce Kopucti O(m) noaatHe Memopuje (IITo He MoBehaBa aCUMIITOTCKM MEMODPH)CKY
CJIOKEHOCT, jep je 3a CKJIaMIITe e JIncTa nosesaHoctu norpedHo O(n 4+ m) Memopuje). Ako oapeluBatbe HajBe-
her cMambera 3a YBOPOBE KOjU CY CYCETHU HEKOM YBOPY BPIIMMO HEMOCPEIHO HAKOH IITO 3aBpiumMo JlajkcTpuH
aJIrOPUTaM M3 TOT YBOPA, TaJa je JOBOJBHO Jla YyBaMO caMO HM3 Hajkpahux pacTtojara (a He MaTpuily), 3a HITa je
nosorbHO O(n) AomaTHE MeMopHje.

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using Cvor = System.Int32;

using Vreme = System.Int32;

using Par = System.Tuple<System.Int32, System.Int32>;
class Program

{

const int INF = int.MaxValue;

// Implementiramo strukturu podataka hip u kome se cuvaju elementi
// tako da se lako odredi i ukloni minimalni element

// pomocne funkcije za implementaciju hipa

static int roditelj(int 1)

{
return (i-1) / 2;
}
static int levoDete(int 1)
{
return 2*1 + 1;
}

static int desnoDete(int 1)

{

return 2*1 + 2;
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static void Razmeni(List<Par> pg, int x, int y)
{

Par tmp = pq[x]; pal[x] = palyl; paly] = tmp;
}

static bool veci(Par p1, Par p2)
{

return ((IComparable)pl).CompareTo(p2) < 0;
}

static void PQSiftUp(List<Par> pq, int k)
{
int r = roditelj(k);
while (k > 0 && veci(pq[k], pa[r]))
{
Razmeni(pq, k, r);
k =r;
r = roditelj(k);

}

static voild PQSiftDown(List<Par> pq, int k)
{
while (true)
{
// pozicija najveceg cvora
// (razmatrajuci roditelja i1 njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < pq.Count && veci(pq[levo], pqg[najveci]))
najveci = levo;
if (desno < pq.Count && veci(pq[desno], pq[najveci]))
najveci = desno;
// ako je roditelj najvecéi, uslov hipa je zadovoljen
if (najveci == k)
break;
// menjamo roditelja 1 vele dete
Razmeni(pq, najveci, k);
// obradujemo vecle dete
k = najveci;

}

// najmanji element trenutno u hipu
static Par PQTop(List<Par> pq)
{

}

return pq[0];

// uklanjamo najmanji element iz hipa

static void PQPop(List<Par> pq)

{
pq[0] = pa[pg.Count - 1];
pq.RemoveAt(pg.Count - 1);
PQSiftDown(pq, 0);
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}

// ubacujemo novi element u hip
static voild PQPush(List<Par> pq, Par p)

{

Pq.Add(p);
PQSiftUp(pg, pq.Count - 1);

// provera da li je hip prazan
static bool PQEmpty(List<Par> pq)

{
}

return pg.Count == 0;

static void Main(string[] args)

{

// ucitavamo vremena za direktne puteve

int

n = int.Parse(Console.ReadLine());

// gradimo listu suseda svakog cvora
List<Par>[] susedi = new List<Par>[n];

for

int
for

}

(Cvor 1 = 0; 1 < n; 1++)

susedi[i] = new List<Par>();

k = int.Parse(Console.ReadLine());

(int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

string[] str = Console.ReadLine().Split();

Cvor cvorOd = Cvor.Parse(str[0]);

Cvor cvorDo = Cvor.Parse(str[1]);

Vreme vreme = Vreme.Parse(str[2]);
susedi[cvor0d].Add(Tuple.Create(vreme, cvorDo));

// najvece skracenje puta - trazeni rezultat
Vreme maxSkracenje = 0;

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova

for

{

(Cvor cvorI = 0; cvorl < n; cvorI++)

// najmanje vreme od cvora i do svih ostalih cvora

Vreme[] minVremeOdI = Enumerable.Repeat(INF, n).ToArray();
// da li je za dati cvor odredjeno najmanje vreme od cvora i
bool[] resen = new bool[n];

// red sa prioritetom kojim odredjujemo cvor za koji nije
// trenutno zasigurno odredjeno najmanje vreme, a koji je trenutno
// najblizi cvoru 1
List<Par> pq = new List<Par>();
// cvor 1 sam sebi poruku salje momentalno
PQPush(pq, Tuple.Create(0, cvorI));
minVremeOdI[cvorI] = 0;
// obradjujemo jedan po jedan cvor, sve dok svi ne budu resent
while (!PQEmpty(pq))
{
// cvor do kog poruka najbrze stize od cvora i (ako se izuzmu
// onil koji su reseni)
Par minP = PQTop(pq);
PQPop(pq);
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Cvor cvorMin = minP.Item2;
Vreme vremeOdIDoMin = minP.Item1;
// ako je cvorMin vec resen, ovo je zaostali podatak
// (zbog lenjog brisanja), pa ga ignorisemo
if (resen[cvorMin])
continue;
// do cvoraMin ne moze postojati brzi put od cvora I,
// pa je on postaje resen
resen[cvorMin] = true;
// analiziramo susede cvoraMin
foreach (Par p in susedi[cvorMin])

{
// azuriramo vremena do njih ako poruka putuje
// preko cvoraMin
Cvor cvor] = p.Item2;
Vreme vremeOdMinDoJ = p.Iteml;
if (!resen[cvor]] &&
minVremeOdI[cvorJ] > vremeOdIDoMin + vremeOdMinDoJl)
{
minVremeOdI[cvorJ] = vremeOdIDoMin + vremeOdMinDoJl;
PQPush(pq, Tuple.Create(minVremeOdI[cvorl], cvorl));
}
}

}

// analiziramo skracenja vremena za sve susede cvora I
foreach (Par p in susedi[cvorI])

{
Cvor cvor] = p.Item2;
Vreme vremeOdIdo] = p.Itemi;
maxSkracenje = Math.Max(maxSkracenje,
vremeOdIdo] - minVremeOdI[cvorl]);
}

}

Console.WritelLine(maxSkracenje);

}

AKO ce He KOPHCTH pejl ca TIPHOPUTETOM, cilokeHocT ajkctpuror anmroputma je O(n?), ma je yKynHa BpeMeHcKa
cnoxenoct O(n3). MeMopujcka ClIOKEHOCT je aCMMIITOTCKM MCTa Kao Uy Cllyyajy UMILIeMeHTaimje nomohy pena
ca MpUOPHUTETOM (jeAMHO IITO Ce He KOPUCTH MOMONHHU pej).

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using Cvor = System.Int32;
using Vreme = System.Int32;
using Par = System.Tuple<System.Int32, System.Int32>;

class Program

{

const int INF = int.MaxValue;

static void Main(string[] args)

{
// ucitavamo vremena za direktne puteve
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
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// gradimo listu suseda svakog cvora
List<Par>[] susedi = new List<Par>[n];
for (Cvor 1 = 0; 1 < n; i++)
susedi[1] = new List<Par>();
int k = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
Cvor cvorOd = Cvor.Parse(str[0]);
Cvor cvorDo = Cvor.Parse(str[1]);
Vreme vreme = Vreme.Parse(str[2]);
susedi[cvor0Od].Add(Tuple.Create(vreme, cvorDo));

}

// najvece skracenje puta - trazeni rezultat
Vreme maxSkracenje = 0;

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova

for (Cvor cvorl = 0; cvorl < n; cvorI++)

{
// najmanje vreme od cvora 1 do svih ostalih cvora
Vreme[] minVremeOdI = Enumerable.Repeat(INF, n).ToArray();
// da li je za dati cvor odredjeno najmanje vreme od cvora 1
bool[] resen = new bool[n];

// cvor 1 sam sebi poruku salje momentalno
minVremeOdI[cvorI] = 0;
for (int brojResenih = 0; brojResenih < n; brojResenih++)
{
// trazimo najkraci put od cvora 1 do nekog cvora za koji se jos
// nije definitivno odredio najkraci put
Vreme minVreme = INF;
Cvor minCvor = cvorl;
for (Cvor cvord = 0; cvord < n; cvorJ++)
if (!resen[cvor]] && minVremeOdI[cvorJ] < minVreme)
{
minCvor = cvorl;
minVreme = minVremeOdI[cvorJ];
}
// trenutni put do tog cvora je sigurno najmanji
resen[minCvor] = true;
// azuriramo puteve do ostalih neresenih cvorova posmatrajuct
// puteve preko trenutnog cvora
foreach (Par p in susedi[minCvor]) {
Cvor cvorK = p.Item2;
Vreme vremeOdMinDoK = p.Iteml;
if (!resen[cvorK] &&
minVremeOdI[cvorK] > minVreme + vremeOdMinDoK)
minVremeOdI[cvorK] = minVreme + vremeOdMinDoK;

}

// analiziramo skracenja vremena za sve susede cvora I
foreach (Par p in susedi[cvorI])
{
Cvor cvor] = p.Item2;
Vreme vremeOdCvoraldo] = p.Itemi;
maxSkracenje = Math.Max(maxSkracenje,
vremeOdCvoraldo] - minVremeOdI[cvorl]);



1.5. HAJKPARHU ITYTEBU UBMERLY CBUX ITAPOBA YBOPOBA

}

Console.WritelLine(maxSkracenje);

}

Jemmo moryhe perierse je j1a ce yrnorpedu doja-Bapianos anmroputam unja je ciokenoct O(n?). Tlomro je no-
TpeOHO CKJIAMIITUTH MaTpHIly Hajkpahux MmyTeBa, MeMopHjcka ciokeHocT je O(n?) (nako ce moMohy JMcTa nose-
zaHocty rpad cknamumre y O(n + m) = O(n) memopuje). JeAHOCTABHOCTH paiy, y UMIUIEMEHTALMH MOKEMO
YyBaTU U MaTpULly TUPEKTHUX PacTojarba, YUME Ce MEMOPHjCKa CII0kKEHOCT He oBehaBa aCUMITOTCKH.

using Systenm;

class Program

{

const int INF = int.MaxValue;

static int[,] sviNajkraciPutevi(int[,] D, int n)
{
int[,] minD = (int[,])D.Clone();
for (int k = 0; k < n; k++)
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (minD[1, k] != INF && minD[k, j] !'= INF &&
minD[1, k] + minD[k, j] < minD[1, jI])
minD[1, j] = minD[i, k] + minD[k, j];

return minD;

}

static void Main(string[] args)
{
// ucitavamo vremena za direktne puteve
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[,] D = new int[n, n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
D[i, j] = INF;
int k = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
int pocetak = int.Parse(str[0]);
int kraj = int.Parse(str[1]);
int duzina = int.Parse(str[2]);
D[pocetak, kraj] = duzina;

}

// racunamo najkraca vremena
int[,] minD = sviNajkraciPutevi(D, n);

int m=0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (D[1, j] !'= INF && minD[1, j] != INF)
m = Math.Max(m, D[1, j] - minD[1, j]);

Console.WriteLine(m);

45



I/IABA 1. TPA®OBH

}

Unaykimja o 6pojy YsopoBa Takohe JOBOJM [0 alfOpUTMa BpeMeHcke ciioxkeHoct O(n?), 1ok je MeMopujcka
CJIOXKEHOCT YCIIOBIbEHA UyBareM MaTpulle Hajkpahux myTesa u usHocu O(n?).

using System;

class Program

{

const int INF = int.MaxValue;

static int[,] sviNajkraciPutevi(int[,] D, int n)
{
int[,] minD = new int[n, n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
minD[1, j] = INF;

// dodajemo jedan po jedan cvor
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
minD[1, 1] = 0;
// odredjujemo najkrace puteve od cvora i do svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
minD[1, j] = D[1, jI;
// proveravamo da li je mozda bolji put od i do j koji vodi preko
// nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (D[1, k] !'= INF && minD[k, j] !'= INF &&
D[1, k] + minD[k, j] < minD[i, j])
minD[1, j] = D[i, k] + minD[k, jI1;
}
// odredjujemo najkrace puteve do cvora i od svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++) {
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
minD[j, 1] = D[j, i];
// proveravamo da li je mozda bolji put od cvora j do 1 koji
// vodi preko nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[j, k] != INF && D[k, i] != INF &&
minD[j, k] + D[k, 1] < minD[j, 1])
minD[j, 1] = minD[j, k] + D[k, i];
}
// popravljamo rastojanja od prethodnih cvorova j do prethodnih
// cvorova k, analizirajuci puteve koji vode preko cvora i
for (int j = 0; j < 1; j++)
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[j, 1] != INF && minD[1, k] != INF &&
minD[j, 1] + minD[1, k] < minD[j, k])
minD[j, k] = minD[j, 1] + minD[i, k];
}
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return minD;

}

static vold Main(string[] args)
{
// ucitavamo vremena za direktne puteve
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[,] D = new int[n, n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
D[i, j] = INF;
int k = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int pocetak = int.Parse(str[0]);
int kraj = int.Parse(str[1]);
int duzina = int.Parse(str[2]);
D[pocetak, kraj] = duzina;

}

// racunamo najkraca vremena
int[,] minD = sviNajkraciPutevi(D, n);

int m = 03
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (D[, j] != INF && minD[i, j] !'= INF)
m = Math.Max(m, D[i1, j] - minD[1i, jI);

Console.WriteLine(m);

1.6 Munumanano nose3syjyhe cradJjo

MuHumaiHo nose3yjyhe (kaxe ce v pasanumyhe) cTadio YMHU HOACKYI IPaHa MOBE3aHOT TEKMHCKOT rpada Koje 1o-
Be3yjy CBe YBOPOBE, TAKO Ja je YKyIaH 30Up CBUX I'paHa HajMamu Moryhu. OapehuBame MUHMMaHOT TOBe3yjyher
cTadsia 0dMYHO BpIIMMO I'pam3uBuM anropurMuma (IIprumosum nmm KpackenoBum).

IMpumoB anroputam je Beoma cimyad [lajKcTpUHOM. Y CBaKOM KOpaky oJpikaBa ce CKyIl YBOpoBa Vj M MUHHUMATHO
noBe3yjyhe cradsio Tor ckyna. Ckyn ce Mpouumpyje HajkpahoM rpaHOM Koja MoBe3yje HEKU YBOp Irpada KOju Mpu-
naja ckymy Vi 1 Heku 4Bop rpadpa Koju He npumnaza ckymy V. JeanHa pasnmnka y oqHocy Ha JlajKCTpHUH aroputam
j€ TO IITO ce He pa3MaTpa pacTojame HEO3HAYEHNX YBOPOBA OJ] IOYETHOT YBOpa v, Beh pacTojame o Tekyher ckyma
V.. Tlpuivkom fopaBama HEKOT YBOpa w CKymy Vi, aKypupajy ce camo pacTojarma YBOpPOBa CYCEJHUX YBOPY W
(pacrojama octalvx 4BOpOBa Oj1 cKyna Vj ce He Mewajy). Y UMIUIEMEHTAIlUjU TOHOBO MOXEMO KOPUCTUTH OUIIO
HU3 y KOMe 4yBaMo Tekyha pactojama, OWIO pel] ca IPHOPUTETOM U JIEHO OpHcambe.

Kpackenop ajiroputam coptupa cBe rpane rpada mno IyxkuHu, Heonagajyhu u y cBakoM Kopaky y rpad noaaje Haj-
Kkpahy rpaHy Koja He 3aTBapa LMKJIYC Y OJHOCY Ha TeKyhu ckyn rpaHa. ['pane He umHe apBo, Beh mymy. CBako
JPBO Y TOj IIYMH IIPE/ICTaBIba HEKY KOMIIOHEHTY MOBE3aHOCTH M IPaHa 3aTBapa LIMKJIYC aKo M caMo aKo HoBe3yje 1Ba
YBOpa KOJH Ce Hajla3e YHyTap MCTe KOMIIOHEHTE IOBE3aHOCTH. 3a e(PMKACHO NpeJICTaB/babe KOMIIOHEHTH IIOBE3aHO-
CTH Tj. UCIIUTUBAE 1A JIM Cy JBA YBOPA Y MCTOj KOMIIOHEHTH, Tj. e(pHKACHO Clajame ABE Pa3INunuTe KOMIIOHEHTE
I'PaHOM MOKEMO KOPUCTHTH CTPYKTYpY MOAATaKa 3a MpeACTaBbambe QUC]jYHKTHUX MOACKYNoBa (eHril. disjoint-set Tj.
union-find).

3axarak: Ymreaa kadJioBa

V jenqHOM pauyHapcKOM KaDMHETY IMOTPEOHO je IOCTABUTH MpPEKY TAaKO [a Cy CBU padyHapH MeyCOOHO IOBE3aHH,
aJIM TaKO J1a ce YIOTPedH IITo Marke Kadia. AKO je IMO3HATO KOjH Ce pauyHapy MOTY ITOBE3aTH KadJIOBUMa U KOje je
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pacTojame n3Melly BHX, HAITUIIH [IPorpaM Koju ofpeljyje HajMamy YKYIHY AyKHHY KaOIoBa.

Vaaz: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocH 0poj pauyHapa n (1 < n < 5000), 3atuM dpoj mapoBa pauyHapa KOju ce
mory moBe3atd kKabiom m (n — 1 < m < n(n — 1)/2) u y HapeaHux m peoBa MOJALM O padyHapUMa KOju ce
MOTy noBe3aTH (y CBaKOM peJly ce HaJjlaze JBa Iiela Opoja Koja MpelcTaBbajy peHe dpojeBe pauyHapa, Mpu 4emy
ce pauyHapH Opoje of HyJle, ¥ jelaH peasaH Opoj KOju MpeacTaBba pacTojame u3Mely Ta qBa pauyHapa).

M3na3: Ha cranpapany u371a3 HCIMCATH CaMo je/laH peasiad Opoj 3a0KPYKeH Ha jefHy AelMMay, KOju peCcTaBba
HajMamwy YKyIHY JyKHHY KadJoBa.

IIpumep
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Pememe

3ajarak periaBaMo KOpHUINemeM HEKOT OJl TPaM3UBHX aJropuraMa 3a KOHCTPYKIIM]Y MUHUMAJHOI pa3anumyher
cradia.

ITpumos anroputam

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using Cvor = System.Int32;
using Duzina = System.Double;
using Par = System.Tuple<System.Double, System.Int32>;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
List<Par>[] susedi = new List<Par>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
susedi[1] = new List<Par>();
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int cvorl = int.Parse(str[0]);
int cvor2 = int.Parse(str[1]);
double duzina = double.Parse(str[2]);
susedi[cvor1l].Add(Tuple.Create(duzina, cvor2));
susedi[cvor2].Add(Tuple.Create(duzina, cvorl));
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// ukupna duzina kablova u trenutnom stablu

double ukupnaDuzina = 0.0;

const double INF = double.PositiveInfinity;

// najmanje rastojanje svakog cvora od trenutnog stabla

Duzina[] rastojanje = Enumerable.Repeat(INF, n).ToArray();

// da li je cvor ukljucen u trenutno stablo

bool[] ukljucen = new bool[n];

// krecemo od praznog stabla - postavljamo rastojanje do cvora 0 na 0.0
// da bi taj cvor prvi bio ukljucen u stablo

rastojanje[0] = 0.0;

// broj cvorova u stablu
int cvorovauUStablu = 0;
// sve dok ne dodamo n cvorova u stablo
while (cvorovaUStablu < n)
{
// pronalazimo cvor koji je najblizi trenutnom stablu
Cvor cvorMin = 0;
Duzina minRastojanje = INF; // rastojanje najblizeg cvora od stabla
for (Cvor cvor = 0; cvor < n; cvor++)
if (!ukljucen[cvor] && rastojanje[cvor] < minRastojanje)
{
cvorMin = cvor;
minRastojanje = rastojanje[cvor];
}
// ukljucujemo cvorMin u stablo
ukljucen[cvorMin] = true;
cvorovaUStablu++;
// uracunavamo duzinu najkrace grane koja ga spaja sa trenutnim
// stablom
ukupnaDuzina += minRastojanje;
// njegovo rastojanje do stabla je sada 0
rastojanje[cvorMin] = 0.0;
// razmatramo sve susede cvoraMin
foreach (Par p in susedi[cvorMin])
// azuriramo njihovo rastojanje od trenutnog stabla, ako je to
// potrebno
if (p.Iteml < rastojanje[p.Item2])
rastojanje[p.Item2] = p.Itemi;
}
// ispisujemo konacan rezultat
Console.WriteLine(ukupnaDuzina.ToString(”0.0”));

}

ITpuMOB ayropuTaM ca pesoM ca MPHOPHTETOM

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using Cvor = System.Int32;
using Duzina = System.Double;

using Par = System.Tuple<System.Double, System.Int32>;

class Program

{

// Implementiramo strukturu podataka hip u kome se cuvaju elementi
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// tako da se lako odredi i ukloni minimalni element
// pomocne funkcije za implementaciju hipa

static int roditelj(int 1)

{
return (i-1) / 2;
}
static int levoDete(int 1)
{
return 2*1 + 1;
}
static int desnoDete(int 1)
{
return 2*{1 + 2;
}

static void Razmeni(List<Par> pq, int x, int y)

{
Par tmp = pq[x]; pa[x] = pa[y]; paly] = tmp;

}
static bool veci(Par p1, Par p2)
{
return ((IComparable)pl).CompareTo(p2) < 0;
}

static void PQSiftUp(List<Par> pq, int k)
{

int r = roditelj(k);

while (k > 0 && veci(pq[k], pq[r]))

{
Razmeni(pqg, k, r);
k =r;
r = roditelj(k);

}

}

static void PQSiftDown(List<Par> pg, int k)
{
while (true)
{
// pozicija najveceg cvora
// (razmatrajucéi roditelja 1 njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);

if (levo < pg.Count && veci(pg[levo], pq[najveci]))

najveci = levo;

if (desno < pq.Count && veci(pq[desno], pg[najveci]))

najveci = desno;

// ako je roditelj najveéi, uslov hipa je zadovoljen

if (najveci == k)

break;
// menjamo roditelja 1 vecle dete
Razmeni(pq, najveci, k);
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// obradujemo vece dete
k = najveci;

}

// najmanji element trenutno u hipu
static Par PQTop(List<Par> pq)

{
}

return pq[0];

// uklanjamo najmanji element i1z hipa
static void PQPop(List<Par> pq)

{
pq[0] = pa[pg.Count - 1];
pq.RemoveAt(pq.Count - 1);
PQSiftDown(pg, 0);

}

// ubacujemo novi element u hip
static void PQPush(List<Par> pq, Par p)
{

Pq.Add(p);
PQSiftUp(pg, pq.Count - 1);

// provera da li je hip prazan
static bool PQEmpty(List<Par> pq)
{

return pg.Count == 0;

}

static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
List<Par>[] susedi = new List<Par>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
susedi[1] = new List<Par>();
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int cvorl = int.Parse(str[0]);
int cvor2 = int.Parse(str[1]);
double duzina = double.Parse(str[2]);
susedi[cvor1l].Add(Tuple.Create(duzina, cvor2));
susedi[cvor2].Add(Tuple.Create(duzina, cvorl));

}

// ukupna duzina kablova u trenutnom stablu

double ukupnabDuzina = 0.0;

const double INF = double.PositiveInfinity;

// najmanje rastojanje svakog cvora od trenutnog stabla

Duzina[] rastojanje = Enumerable.Repeat(INF, n).ToArray();

// da li je cvor ukljucen u trenutno stablo

bool[] ukljucen = new bool[n];

// red sa prioritetom koji nam pomaze da efikasnije nadjemo cvor koji



I/IABA 1. TPA®OBH

// je najblizi trenutnom stablu

List<Par> pq = new List<Par>();

// krecemo od praznog stabla - postavljamo rastojanje do cvora 0 na 0.0
// da bi taj cvor prvi bio ukljucen u stablo

rastojanje[0] = 0.0;

PQPush(pq, Tuple.Create(0.0, 0));

// broj cvorova u stablu
int cvorovaUStablu = 0;
// sve dok ne dodamo n cvorova u stablo
while (cvorovaUStablu < n)
{
// pronalazimo cvor koji je najblizi trenutnom stablu koriscenjem
// reda 1 uklanjamo ga iz reda
Par minP = PQTop(pq); PQPop(pq);
double minRastojanje = minP.Iteml; Cvor cvorMin = minP.Item2;
// zbog lenjog brisanja, moguce je da je on ranije ukljucen u
// stablo, pa ga u tom slucaju zanemarujemo
if (ukljucen[cvorMin])
continue;
// ukljucujemo cvorMin u stablo
ukljucen[cvorMin] = true;
cvorovaUStablu++;
// uracunavamo duzinu najkrace grane koja ga spaja sa trenutnim
// stablom
ukupnaDuzina += minRastojanje;
// njegovo rastojanje do stabla je sada 0
rastojanje[cvorMin] = 0.0;
// razmatramo sve susede cvoraMin
foreach (Par p in susedi[cvorMin])
// azuriramo njihovo rastojanje od trenutnog stabla, ako je to
// potrebno
if (p.Iteml < rastojanje[p.Item2])
{
rastojanje[p.Item2] = p.Itemi;
// ako se rastojanje smanjilo, dodajemo ga u red, pri cemu
// staru vrednost i1z reda (ako postoji) ne brisemo odmah
PQPush(pg, P);
}
}

// ispisujemo konacan rezultat
Console.WritelLine(ukupnaDuzina.ToString(”0.0”));

}

Kpackenos anropuram

using System;
using System.Collections.Generic;

using Cvor = System.Int32;
using Duzina = System.Double;
using Grana = System.Tuple<System.Double, System.Int32, System.Int32>;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
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int m = int.Parse(Console.ReadLine());
Grana[] grane = new Grana[m];
for (int 1 = 0; 1 < m; i++)

{

string[] str = Console.ReadLine().Split();

int cvorl = int.Parse(str[0]);

int cvor2 = int.Parse(str[1]);

double duzina = double.Parse(str[2]);

grane[i] = Tuple.Create(duzina, cvoril, cvor2);
}

// sortiramo grane u rastucemo redosledu duzina
Array.Sort(grane);

// struktura podataka za predstavljanje formiranih grupa
// za svaki element pamtimo u kojoj se grupi nalazi
int[] grupa = new int[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

grupa[i] = i;

// ukupna duzina kablova u trenutnom stablu
double ukupnaDuzina = 0.0;

// broj trenutno dodatih grana

int dodatoGrana = 0;

for (int 1 = 0; 1 < m && dodatoGrana < n-1; i++)

{
int c1 = grane[i].Item2;
int c2 = grane[i].Item3;
// ako trenutna grana spaja cvorove u dve razlicite komponente,
// tada spajamo komponente
if (grupaf[cl] !'= grupa[c2])
{
int g1 = grupa[cl];
// tada spajamo komponente
for (int j = 0; j < n; j++)
if (grupa[j] == q1)
grupa[j] = grupa[c2];
// dodajemo granu u drvo
ukupnaDuzina += grane[i].Item1;
dodatoGrana++;
}
}

// ispisujemo konacan rezultat
Console.WriteLine(ukupnaDuzina.ToString(”0.0”));

KpackenoB anropuram ca CTpyKTYpOM 3a IPe/CTaB/barbe AUC]yHKTHUX CKynoBa (eHr1. union-find).

using System;
using System.Collections.Generic;

using Cvor = System.Int32;
using Duzina = System.Double;
using Grana = System.Tuple<System.Double, System.Int32, System.Int32>;

class Program

{
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// struktura podataka za predstavljanje disjunktnih podskupova (union-find)
struct UF_Cvor

{
public int roditelj;
public int rang; // bila bi visina, da se ne vrsi dodatno
// kompresija staze
}

// inicijalizacija - svaki cvor je u posebnoj komponenti
static UF_Cvor[] UF_Init(int n)

{
UF_Cvor[] uf = new UF_Cvor[n];
for (int 1 = 0; 1 < uf.Length; 1++)
{
uf[i].roditelj = i;
uf[i].rang = 0;
}
return uf;
}

// pronalazenje predstavnika cvora
static int UF_Find(UF_Cvor[] uf, int 1)

{
while (uf[i].roditelj != 1)
{
// kompresija staze - svaki drugi cvor ukazuje na svog dedu
uf[i].roditelj = uf[uf[i].roditelj].roditelj;
i = uf[i].roditelj;
}
return i;
}

// unija dve komponente
static bool UF_Union(UF_Cvor[] uf, int vi1, int v2)
{
int vikoren = UF_Find(uf, v1);
int v2koren = UF_Find(uf, v2);
// cvorovi vl 1 v2 su u istoj komponentni
if (vikoren == v2koren)
return false;
// granu vucemo od grupe sa manjim rangom ka grupil sa vecim
if (uf[vikoren].rang < uf[v2].rang)
uf[vikoren].roditelj = v2koren;
else if (uf[vikoren].rang > uf[v2koren].rang)
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
else
{
// rangovi su jednaki, pa se rang (visina) novog drveta povecava
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
uf[vikoren].rang++;
}

return true;

}

static voild Main(string[] args)

{
int n
int m

int.Parse(Console.ReadLine());
int.Parse(Console.ReadLine());



1.6. MUHUMAJIHO ITIOBE3YJYRE CTABJIO

Grana[] grane = new Grana[m];
for (int 1 = 0; 1 < m; i++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int cvorl = int.Parse(str[0]);
int cvor2 = int.Parse(str[1]);
double duzina = double.Parse(str[2]);
grane[i] = Tuple.Create(duzina, cvorl, cvor2);
}

// sortiramo grane u rastucemo redosledu duzina
Array.Sort(grane);

// struktura podataka za predstavljanje formiranih grupa
UF_Cvor[] uf = UF_Init(n);

// ukupna duzina kablova u trenutnom stablu
double ukupnaDuzina = 0.0;
// broj trenutno dodatih grana
int dodatoGrana = 0;
for (int 1 = 0; 1 < m && dodatoGrana < n-1; i++)
{
// ako trenutna grana spaja cvorove u dve razlicite komponente,
// tada spajamo komponente
if (UF_Union(uf, grane[i].Item2, grane[i].Item3))
{
// dodajemo granu u drvo
ukupnaDuzina += grane[i].Item1;
dodatoGrana++;
}
}

// ispisujemo konacan rezultat
Console.WritelLine(ukupnaDuzina.ToString(”0.0”));

3aparak: Knacrepn

VY jenHoj 3emsbM ce opraHu3yje mammnuoHart y ¢gpyadary. Ytakmuie he ce urpata y n rpajgoBa, KOju Cy MOBE3aHH
nyreBuMa. Ha TypHupy urpa & ekuna u opraHu3atopu xkeJjie aa nojeie Te rpagose y k (k < n) rpyma, Tako Ja cy
Te rpyIe WITO BUIE pa3/iBOjeHe, Tj. Tako Ja je Hajkpahu myT usmely Oouno koje ABe rpyme rpajgosa IITO je Behu
Moryhu (Ja du HaBHjauu OFUIH IITO BHIIIE PAa3BOjeHN).

Vaa3z: Ca cranpapaHor yjasza yuuTaBa ce Opoj 0poj k Koju rpeacTaBsba TpakeHH OpOj Ipyrna IpajioBa, 3aTUM 7 KOjU
NpeJcTaBiba Opoj IpasioBa, 3aTHM, 3aTHUM OpOj P KOjHU MpelcTaB/ba Opoj MyTeBa U 3aTUM Y HApeAHUX D PeJoBa OITHC
nyTeBa (MHOEKCH, KPEHYBILH O HyJle, jBa rpaja Koje MyT claja ¥ 3aTUM OyXHUHa IyTa Y KWIOMETPUMA).

N3aa3: Ha cranpapaay u3iia3 HCIHACATH yOaJbEHOCT JBE Ha jOnmmke (hopMUpaHe TpyIie rpaioBa.

IIpumep
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Objawmrberve

Y npBoj rpynu Hanasu ce camo rpaa 0, y apyroj rpajgosu 1, 3, 5, ay Tpehoj 2, 4, 6. YaameHoct usmely npse u apyre
rpyne je 10, a usmebhy npse u Tpehe je 15, a uamely apyre u tpehe je 11. Hamame pacrojame usmelyy ase rpyne
rpamosa je 10.

Pememe

Kpenumo of cutyarmje y K0joj je cBaku rpaj rpyma 3a cede. AKo je dpoj rpajgoBa jeHaK TpakeHOM Opojy Tpyria,
TO je jemuHa Moryha KoH(Uryparmja, 0K je y CyIpOTHOM MMOTPEOHO M3BPILIUTH IPYIUCAEhE HeKa [Ba Irpajia y UCTy
rpyny. Hajdosme je a ce rpymnuiry rpajoBH KOjH Cy IITO Mame MejyCOOHO yia/beHH, jep Ou ce y ciyuajy rpynucama
HeKa JIBa Jlajba Ipajia CMambUIIo HajMame pactojame n3melhy e paziamuute rpyne. CiiyaH MoCTYyIak ce HaCTaBiba
U Jajbe, CBe JOK ce He Nnoduje TpaxeHH Opoj rpyma. Kama je kpeupaHo m rpyma, rae je m > k, HOTpeOHO je
CIIOjUTH Heke Be Tpyne. [ToHoBo dupamMo Hajkpaliy rpaHy Koja MoBe3yje HeKe JBe pas3jInyiuTe rpyrie 1 Te IBe rpyIe
crajamo. Jlakiie, MOCTyNaK peraBaMo rpaM3MBHM AJITOPUTMOM, KOjH je BeoMa cinyaH KpackeloBoM airoputmy
3a M3pajily MUHUMAIHOT moBe3yjyher apsera. Hajmarme pacrojame rpyma Oouhe k — 1-Ba mo IyXWHM rpaHa Koja
MIpUIa/ia ToM pBeTy. VMIieMeHTanuja tedye Tako ITo COPTUPAMO CBE I'paHe Io Ay KUHU, 0OMIa3iMO uX y pactyhem
penocieny aAy:KUHE U AO/IajeMO jelHy IO je[Hy rpaHy Koja cliaja YBOPOBE Y pa3IUUMTHM KOMIIOHEHTaMa. YyBambe
KOMITOHEHATa BPLIMMO KOpUIIhemeM CTPYKTYpe MOoJaTaka 3a perpe3eHTOBabE AUC]YHKTHHUX CKYIOBa (SHIVI. union-
find). Kanma ce dpoj koMImoHeHaTa CMamH MCHOJ XKeJbeHOT Opoja k, mocieama 1oJata rpaHa MpeacTaBjba HajMarmbe
pactojame n3Melly HeKe /iBe o7 k KOMIIOHEHara.

using System;

class Program

{
// struktura podataka za predstavljanje disjunktnih podskupova (union-find)

struct UF_Cvor

{
public int roditelj;
public int rang; // bila bi visina, da se ne vrsi dodatno
// kompresija staze
}

// inicijalizacija - svaki cvor je u posebnoj komponenti
static void UF_Init(UF_Cvor[] uf)

{
for (int 1 = 0; 1 < uf.Length; i++)
{
uf[i].roditelj = 1i;
uf[i].rang = 0;
}
}

// pronalazenje predstavnika cvora
static int UF_Find(UF_Cvor[] uf, int 1)
{
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}

while (uf[i].roditelj != 1) {
// kompresija staze - svaki drugi cvor ukazuje na svog dedu
uf[i].roditelj = uf[uf[i].roditelj].roditelj;
i = uf[i].roditelj;

}

return i;

// unija dve komponente
static bool UF_Union(UF_Cvor[] uf, int vi1, int v2)

{

}

int vikoren = UF_Find(uf, v1);
int v2koren = UF_Find(uf, v2);
// cvorovi vl 1 v2 su u istoj komponentni
if (vikoren == v2koren)
return false;
// granu vucemo od grupe sa manjim rangom ka grupi sa vecim
if (uf[vikoren].rang < uf[v2].rang) {
uf[vikoren].roditelj = v2koren;
} else if (uf[vikoren].rang > uf[v2koren].rang) {
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
} else {
// rangovi su jednaki, pa se rang (visina) novog drveta povecava
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
uf[vikoren].rang++;
}

return true;

static voild Main(string[] args)

{

// broj zeljenih grupa

int k = int.Parse(Console.ReadLine());

// broj gradova 1 broj puteva

int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int p = int.Parse(Console.ReadLine());

// ucitavamo sve puteve (uredjene trojke)
var putevi = new Tuple<int, int, int>[p];
for (int 1 = 0; 1 < p; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int g1 = int.Parse(str[0]);
int g2 = int.Parse(str[1]);
int duzina = int.Parse(str[2]);
putevi[i] = Tuple.Create(duzina, g1, g2);
}

// sortiramo sve puteve po duzini
Array.Sort(putevi);

// struktura podataka za predstavljanje formiranih grupa
UF_Cvor[] uf = new UF_Cvor[n];
UF_Init(uf);
// na pocetku je svaki grad u svojoj grupi
int brojGrupa = n;
// obilazimo puteve u rastucem redosledu duzine
foreach (var put in putevi) {
// ako je ovaj put izmedju dve razlicite grupe
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if (UF_Union(uf, put.Item2, put.Item3)) {

// spajamo dve grupe kojima pripadaju krajevi tog puta

brojGrupa--;

if (brojGrupa < k) {
// ako se broj grupa smanjio ispod k, upravo
// dodati put je bio najkraci put izmedju neke dve
// od k prethodno formiranih grupa
Console.WriteLine(put.Iteml);
break;



I'maBa 2

Auredapcku aJaropuTMu

Kapa n3BpmiaBamo Heky anredapcKy orepanujy, Kao IITo je peliMO MHOXEHe [1Ba Opoja WM BUXOBO CTEIIEHOBAbE,
MH y CTBapH M3BPIIABAaMO HEKH aaroputram. Mu Te onepanyje KOpUCTIMO Kao IpaJuBHE €JIEMEHTE y pa3BHjamby
CJIOKEHUJUX aJITOPUTaMa M YECTO HE 3a1a3UMO QyOJbe y aHAINU3y HBUXOBE CIokeHOcTH. Mehytum, u camu anropur-
MU cadupama, 0Jy3uMara, MHOXEHa U JIeJheha OpojeBa (MocedHO ako cy OpojeBr 1aTh HU30BUMA CBOjuUX Iudapa)
NIpeJICTaBibajy BakHe anredapcke anropurMme. Y anredapcke alroputMe Crajiajy ¥ MHOTH aJITOPUTMH ca KOjUMa CMO
ce paHHje CycpeTay Kao LITO Cy M3padyHaBame BPeJHOCTH Opoja Ha OCHOBY JaTHX nudapa WM, HaCylpoT TOMe,
onpehuBame 1dapa dpoja Ha OCHOBY HEroBe BPEJHOCTH, 3aTUM PAa3HHU aJTOPUTMH HaJ MOJMHOMHMMA Kao IITO CY
N3pavyHaBambe BPEIHOCTH TOJMHOMA M MHOKEHE MOJIMHOMA. Y HacTaBKy hemo ce 0aBUTH ajredapckum ajaropur-
MHMa ca KOjuMa ce J0 cajia HUCMO cycpeTaid. MHOIM of] lbMX UIpajy BaXKHY YJIOTY y 00JIacTH KpHnTorpaduje, aau
Uy IpyruM odjacTuMma.

2.1 MoayrapHa apuTMeTHKA

Kaxemo ga je dpoj r ocratak npu aebery dpoja x Opojem y u nuiemMo x mod y = 7 aKo ¥ caMo aKo MOCTOju Opoj
grakaB na jex = q-y+7ru0 < r < y. [lopex Tora mto ca mod o3HaUYaBaMo OMHApHY onepaiyjy, mod ce Moke
KOPHCTHTH M Ka0 03HaKa OMHapHe penanuje y cKyIny nenux dpojesa. Haume, miucahiemo a = b mod m ako m|(a —b).
OBo je eKBUBAJICHTHO TOMe Ja a U b 1ajy MCTH OCTaTakK IpH JeJbery ca m. Ha mpumep, mumemo 12 = 2 mod 5 jep
5/(12 — 2).

PeIIaLlI/ij mod KOPUCTUMO Y HEKUM CBAKOJHEBHUM CI/ITyaHI/IjaMa, a 1a Tora 4€CTO HUCMO HH CBECHU.

» Jenan of TakBUX IpUMepa je paj ca BpemeHoM. Haume, 3a 15 catu HakoH 11 yacoBa pehu hemo na je 2 cara
(mro ogrosapa Tome 1a je 11 + 15 = 2mod 24).

e CuyHO BaXy U 32 JaHe y HeJIeJbH, KOje pauyyHaMo 1o MOAyJy 7. AKO je JAaHac, peliuMo, YeTBPTaK U UHTepe-
cyje Hac koju he gaH duTH 3a CTO JaHa, He MOpaMo Ja OpojuMo jeaaH o jeaad gaH. CBakoM JaHy MOXEMO
NPUIPYKUTU HEKU OcTaTak Mpu Jesbewy ca 7 (0 - moHeaespak, 1 - yropak, 2 - cpena, 3 - 4eTBprak, 4 - nerax,
5 - cybora, 7 - Hexmema), a 3atum u3padyHatd (3 + 100) mod 7 = 5 u 3nahemo ga je 3a 100 mana cybora
(mpohu he 14 nmynux Hezepa Tj. 98 naHa u Ouhe MOHOBO YETBPTAK, HAKOH 99 naHa he duTH meTak, a HAKOH
100 cydota). AHAJIOTHO Ce pauyHa M Mecell UM PeAHH Opoj HeJesbe Y TOAUHM.

e CiiM4HO BaKM ¥ IPUJIMKOM pajia ca yrioBuMa (Koje pauyHamo 1o Moayry 360 crerneHn).

MonynapHa apUTMETHKA UMa IyHO MPAaKTUYHKUX NTPUMeHa: KOPHCTH Ce 3a M3padyHaBame KOHTPOJIHUX CyMa 3a Me-
hynaponHe crangapnHe uneHTrgrkartope kwura (ISBN Opojese) u npentudukarope danku (IBAN). MoaynapHa
ApPUTMETHKA je M y OCHOBU CABPEMEHUX KPUIITOrpadh)CKUX CUCTEMA.

BpojeBH ce y padyHapuMa MpeicTaBsbajy o Moay Ty 2¥. V HapeaHOM Koty pe3y/ITaT KBaapupama dpoja 123456789
duhe BpeHocT 1234567892 mod 32 = 2537071545,

unsigned int x = 123456789;
cout << x*x << endl;
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2.1.1 Cadupame 1 MHOKEH€ M0 MOJIY.JIY

YKouKO je NoTpedHOo 0gpeAnTH BPEeAHOCT 30Mpa WM IPOoU3BoAa OpojeBa ifo Mogy.ay m o IOMONU HaM MOTy OUTH
HapeJHe peJaryje:

(a +b)modm = (amodm + bmodm)modm

(a-b)modm = (amodm - bmodm)modm

okaxumo apyry pejanujy (IpBa je jeJHOCTABHM]a 3a JOKA3MBAIbE, 1A j€ OCTaB/baMo 3a BexkOy). IIpernocTaBuMo
rajea=q, -m+roub=q-m-+r,3a0<r,r, <m. TagaBaxumajea-b= (g, -m+714) (g -m+rp)
=(Qa @ -M~+qa - Tob+Ta Q)M ~+7q 7. AKOBaKH T Je T, -7y = ¢-m+7320 < 7 < m, Taga je
caa-b=1(q @ -m=+qs-r5+7e g +qm+r naje(a-b)modm = r. Cagpyre crpaHe, Baku Ja je
(amodm - bmod m)modm = (ry - rp) mod m = r, uume je TBpherbe JOKa3aHo.

2.1.2 Opy3umame o MOAyJIy

Pasmotpumo npodiem oapehuBama pasiuke dpojeBa b u a mo moayiay m. Ha mpumep, noTpedHO je onpeauTtu
Bpensoct (b — a) mod m. Kenenu GucMo Ja Kao BPEAHOCT OBOT M3pa3a JOOM]eMO HEHEraTHBHY BPEIHOCT YaK U Y
ciydajy kaga je b < a. Meljytum, He TocToju caracHOCT u3Melly pa3iiMYuTHX MPOrPaMCKHX je3uKa Y pauyHarby
BpPEIHOCTH X % M Kaja je x HeraTuBHO. Hamme, y jesuky C++ u y jesuky C# OMCMO 3a BpeTHOCT OCTAaTKa JTOOVIIH
HEraTUBaH Opoj: BpeOHOCT M3pasa (2 - 7) % 3 duna du -2, nok dm y jesuky Python kao pe3yrart moOmIM MO3UTHBAH
opoj 1. YMmecTo Aa BpIIMMO UCIIMTHUBAaKE Jla JIU je JAeJbeHUK HeraTtusal, ako je 0 < a,b < m, nosutusaH pe3yntaTt
je Moryhe nobuTy u3padyHaBameM BpeqHOCTH U3pasa (b — a + m) mod m. [fogaBameM BPeIHOCTH 1M, BPEJHOCT
b — a 4+ m he mocratu cCUrypHO HeHeraTUBHA (jep pa3JivKa b — a He MOxe OUTH Mama O]l —1n), a TPaKeHe OCTaTKa
he nMpakTMYHO MOHMIITHUTH NMPBOOMTHO JIOAABAE BPEJHOCTH 1m). Y NPETXOAHOM CMO CE OCJIOHWIM Ha YNEEHHILY
Jacy u a u b Opojesn koju cy Behu win jeqaaxu o 0 1 crporo Mamu off m. [IpoHasaxerme BpefHOCTH pasivKe Mo
MOJyITy m Moryhe je ¥y OIIITeM CIy4ajy v BaXu

(B — A)modm = (Bmodm — Amodm + m) modm

Hoxkaxumo oBo TBpheme. [Togcetnmo ce aa je x mod y = 7 aKo ¥ caMO aKoO MOCTOjH ¢ TAKaB J1a je & = ¢-y-+7 U aKo je
0<r<y. Hekaje A=q,-m+auB = q, -m+b,3a0 < a,b < m. 3aro je Amod m = au Bmodm = b. Heka
je B—A+m = p-m+r3auneko0 < r < m. 3aro je (B mod m—A mod m+m) modm = (b—a+m) modm = r.
Takohe, Baxnugaje B— A= (qp—qo) - m+(b—a) = (gp—qa—1) - m+(b—a+m) = (gp—qa —1+p) -m+7,
na je u (B — A) mod m = r, uume je TBphetbe LOKa3aHO.

2.1.3 CreneHoBame 0 MOY.IY

Kao nocrenna MHOXema 10 MOIYJLy, BaU U HapeIHO TBpheme, koje omoryhasa J1a ce u3pauyHa CTETIeH 10 MOAYJTY:

a” modm = (amodm)™ modm

3anarak: Onepanuje mo MoayJy

Hanumiwm nporpam koju oapelyje nocientse Tpu Ludpe 30Mpa 1 nocieme TpY Ludpe MPOU3BoJa YeTHPU yHETa
uesa dpoja.

Vaa3: V cBakoM pejly CTaHA@pAHOT yJa3a YHOCH ce 10 jeaH 1eo Opoj us untepaia [1..999].

N3aa3: Ha cranmapaau u3nas ce ucnucyjy opoj oapeheH ca nocnenmwe Tpu nudpe 30upa u dpoj oapeheH ca nocnen-
e TpU 1M pe Npon3BoJa yHeTuX OpojeBa (eBeHTyanHe Bojehe HyJie ce He Mopajy UCIHCATH).

IIpumep

Vaaz Hznaz
999 996
999 1

999

999
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Pememe

Wpeja xoja npupogHO MpBa NajiHe HamaMeT je Aa ce U3padyyHajy 30up M NMPOU3BOJ YHETUX OpojeBa, a OHJa Ja ce
HocNe/Ikbe TPU LUdpe ofpeae U3padyHaBambeM OCTaTKa IpH LesodpojHoM aebewsy ca 1000. Kaga ce y 003up y3me
pacroH dpojeBa Koju ce YHOCe, TAKBO pellere O 1aBajio KOPEeKTHE pe3yJITaTe y ciiydajy 30upa, MeljyTum, mponsBos
OpojeBa Moxe duTm MHOro Behm of camux OpojeBa W MOXe MPEKOPAUYUTH PACIIOH THIA int KOju KOPHUCTHMO 3a
penpe3eHToBabe LIEIUX OpojeBa U 3aTO pe3yJITaT MOke OUTH MOTpelaH.

using System;

class Program

{
static void Main()
{
int a, b, c, d;
a = int.Parse(Console.ReadLine());
b = int.Parse(Console.ReadLine());
c = int.Parse(Console.ReadLine());
d = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine((a + b + ¢ + d) % 1000);
Console.WriteLine((a * b * ¢ * d) % 1000);
}
}

3arto je 3a n3padyHaBame MOCIeAe TPH LU(pe MPOU3BOAA HOTPEOHO MPIMEHHUTH MaJIo HAIIPEAHI]H AITOPUTaM KO jH
KOPHCTH YMIbEHUILY Ja CY 32 MOCJeABe TpU Iudpe Mporu3BoJa peieBaHTHE CaMO MOCIIeAbe TpU Iuppe CBAKOT Of
yuHMWIALA. 3aTo je mpe MHOXera Moryhe opeauTu octatak npu aebewy ca 1000 cBakor o] YMHUIANA, U3PAUYYHATH
TIPOM3BO/, a OHA OJJPEIUTH HEroBe TPH IMOCNeIbe I pe N3pauyHABAKhEM OCTaTKa HeroBOT NpH fesberby ca 1000.
AHaorHy TakTUKy Moryhe je NpMMeHHTH U Ha U3padyHaBabe 301pa.

DyHKIMje 32 MHOXere U caduparbe 1Mo MOjyiy 3acHoBaliemo Ha penammjama (a + b)modn = (amodn +
bmodn)modn u (a - b)modn = (amodn - bmodn)modn, a onma hemo Ux MpuMemMBAaTH Tako mTO he-
MO Tpom3BoA (Tj. 30Mp) MO MOIYJTY N CBUX MPETXOJHHMX OpojeBa MpHUMeHOM (PYHKIMja KOMOMHOBATH Ca HOBHM
opojem. [akie, ako (pyHKIMjy 3a cadupare 1Mo MOAYJY 7 O3HAYUMO Ca +,, a 32 MHOXEHE 10 MOIYIY 7 Ca -y,
uspauyHaBahemo ((a 4, b) +, ¢) +, d 1. ((a 1 b) n ) - d.

Harnacumo na je u3pauyHaBarbe LeT00pOjHOT KOJIMYHMKA U OCTaTKa BPEMEHCKHM 3aXTeBHA olepalyja (Hajuenthe ce
M3BpIIIABA JI0CTA CIIOPHje HETO OCHOBHE apUTMETHYKE OIepaliyje), Tako Jia je Y MpaKcH MoxesbHO m3dehn je kama je
To Moryhe. Ha mpumep, ako cte motnyHo curyphu fa he a + b dutu moryhe penpe3eHTOBaTH 0J1adpaHUM TUTIOM
nogaraka, tTaga je ymecto (a mod n + b mod n) mod n unak Sosbe kopuctutu (a + b) mod n.

static int PlusMod(int a, int b, int n)

{
return ((a % n) + (b % n)) % n;
}
static int PutaMod(int a, int b, int n)
{
return ((a % n) * (b % n)) % n;
}
static void Main()
{
int a, b, c, d;
// ...
int zbir = PlusMod(PlusMod(PlusMod(a, b, 1000), c, 1000), d, 1000);
int proizvod = PutaMod(PutaMod(PutaMod(a, b, 1000), c, 1000), d, 1000);
// ...
}

VMecTo y jeqHOM u3pasy, 30Mp U MPOU3BO MOXEMO pauyHATH UTEPATUBHO TAKO LITO MX MHULMjAJIM3YjeMO Ha HyIy
Tj. jeOWHUILY, a 3aTUM Y CBaKOM KopakKy Tekyhu 30up Memamo 30upoM 1o MoayJty Tekyher 30upa u Texyher dpoja,
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a Tekyhu mpon3Boz MewaaMo NMPOU3BOJIOM MO Moy Ty Tekyher mpousBoaa u Tekyher opoja.

using Systenm;

class Program

{

static int zbir_po_modulu(int a, int b, int n)

{
return ((a % n) + (b % n)) % n;

}

static int proizvod_po_modulu(int a, int b, int n)

{
return ((a % n) * (b % n)) % n;

}

static void Main()

{
int a, b, c, d;
a = int.Parse(Console.ReadLine());
b = int.Parse(Console.ReadLine());
c = int.Parse(Console.ReadLine());
d = int.Parse(Console.ReadLine());
int zbir;
zbir = zbir_po_modulu(a, b, 1000);
zbir = zbir_po_modulu(zbir, c, 1000);
zbir = zbir_po_modulu(zbir, d, 1000);
Console.WriteLine(zbir);
int proizvod;
proizvod = proizvod_po_modulu(a, b, 1000);
proizvod = proizvod_po_modulu(proizvod, c, 1000);
proizvod = proizvod_po_modulu(proizvod, d, 1000);
Console.WriteLine(proizvod);

}

}

3amarak: MoHomoJa

MoHomnon je urpa y K0joj ce urpadu Kpehy 1o mojsiMa Koja cy rmoctraBbeHa y Kpyr. Urpauu ce yBek kpehy y cmepy
Ka3aJpke Ha caty. IIpeTnocTaBuMO Aa cy Mojba 03HaueHa peJHUM dpojeBuMa koju kpehy on 0, 1a cy Ha MOYETKy Urpe
o0a urpaya Ha TOM MOJbYy U J1a C€ TOKOM MI'pe UI'payd HUCY KpeTalu yHaTpar. AKO ce 3Ha Opoj Ioba Koje je MpBU
Urpad Mpemao oJf MovYeTKa Urpe U dpoj nosba Koje je Apyru urpad Mmpemao of MoYeTKa Urpe HAIUIIK IPorpam Koju
n3pavyHaBa KOJMKO KOpaKa IpBH Urpad Tpeda [a Halpasyu Ja Ou JOIIAa0 Ha T0Jke Ha KOM Ce Hajla3u JPYrd urpad.

Vaa3: Ca craHmapIHOr yias3a ce yHOce TpH pupoaHa dpoja. Y mpBoj IMHMjU JaT je Opoj mosba Ha Tadid, y Opyroj
Opoj mopa Koje je of MovYeTKa Urpe Mpemrao Mnpe, a y Tpehoj Opoj moska Koje je of MmoyeTka urpe mperao apyru
urpau.

M3aa3: Ha cranpapanu n3na3 Tpeda UCIMCAaTH KOJIMKO KOpaKa yHarpe[ Urpad Tpeda Jia Halpasy Ja Ou CTUrao Ha
KeJbEHO T10JbE.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznasz Yaaz Uznaz
10 4 10 6

3 7

7 3

Pememe

O3HauMMO yKynaH Opoj noska ca n, Opoj nosba Koje je MpBU Urpad npeiiao ca A u dpoj nospa Koje je Apyru urpad
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npemiao ca B. O3HaunMo Opoj MoJba HA KOME Ce NPBH Urpad TPEHYTHO HAJAa3M ca a, a Opoj 1mojba Ha Koje Tpeda jaa
crurHe ca b. TokoM CBOT KpeTara OH je Ipelao k, myHux kpyrosa (k, > 0) y KojuMa je Imperao 1o n 1nojba U HAKOH
TOra joIIl ¢ ToJbka, Tako aa je A = k, - n + a. Hakse, momiro je 0 < a < n, Ha OCHOBY Je(PUHUIIK]E LIETOOPOjHOT
Jesberba Baxu 1a je a = Amod n. Ciuuho je u b = B modn.

Axo je b > a Taja ce dpoj Kopaka Moke U3padyHaTH Kao b — a. Mehytum, moryhe je n na Baxu b < a 'y Tom
ciy4ajy urpad Mopa rpehu mpeko nosba Start koje je o3HadeHo opojem 0. Bpoj kopaka koje urpad Tpeda Ja HarpaBu
Jia OU Of1 TToJba Ha KOM Ce HaJla3W CTHTrao J0 Iojba Start je n — a, a dpoj Kopaka MOTpedHUX J1a Off 1mojba Start CTUTHE
JI0 JKeJbEHOT MoJba je b, Tako Ja je yKymnaH Opoj Kopaka jenHak n — a + b. Ha ocHOBY oBe TUCKyCHje jeJHOCTaBHO je
HaIpaBUTH IPOTrpaM KOjU aHAJIM30M OBa JIBa CIydaja CTHXE JIO pellerba.

int brojPolja;
int presaoPrvi, presaoDrugi;

int saPolja = presaoPrvi % brojPolja;
int naPolje = presaoDrugi % brojPolja;
int brojKoraka = naPolje >= saPolja ?
naPolje - saPolja
naPolje - saPolja + brojPolja;
Console.WritelLine(brojKoraka);

Jom jemHO reuIITe KOjE JOBOIM IO MCTOT pellera je MoryhHocT fa ce y ciydajy na je b < a mpomMeHe O3HaKe Ha
nospuMa u3a crapra. Tako 0u ce nmosbe Start ymecro ca 0 o3Haumio ca n, cnenehe dou ce ymecro ca 1 o3HaumMIIO ca
1 + n utn., ook du ce mosme b o3Haumo ca b + n. Jlakie, pememe J00MjaMo Tako IITO yMamwmiIan yBehaBamo 3a n
YKOJIMKO je MamH Of] yMaleHUKA, U U3pauyHaBaMo Pa3JIUKy.

int brojPolja;
int presaoPrvi, presaoDrugi;

int saPolja = presaoPrvi % brojPolja;
int naPolje = presaoDrugi % brojPolja;
if (naPolje < saPolja)

naPolje += brojPolja;
int brojKoraka = naPolje - saPolja;
Console.WritelLine(brojKoraka);

IMocmaTpaHo joI U3 jeqHOT YIJIa y OBOM 3a[aTKy Ce TPaXu Ja ce Oipeu pasiiuka opojesa B u A no moxyny n. To
CyTepHIlie ia je yMEeCTO aHam3e CllydajeBa pelierse Moryhe go0uTy M3padyHaBameM BpemHocTH uspasa (b — a +
n)modn 1j. (Bmodn — Amodn + n) modn. 3aucra, ako je b > a, Bpegnoct uspasa b — a + n duhe Beha
WM jeIHaKa m U IeH OCTaTaK MpH [e/berby ca n duhe jegHak BpegHOCTH b — a (Tpakeme ocTaTKa he mpakTu4HO
MOHMIIITUTH MTPBOOUTHO JI0/]aBabe BpeaHocTu n). Ca apyre cTpaHe, ako je b < a Tama he b — a OMTH HeraTMBaH
0poj, ma he ce nogaBambeM BpeJHOCTH 1 JOOUTH Opoj u3 unTepBaia usmehy 0 u n — 1. 3aro npoHalaxeme ocTaTka
Hehe Ha Kpajy mpoMeHUTH pe3yaTaT u qoduhie ce BpemHOCT b — a + 7 3a KOjy CMO PeKJIH 1a je TpakeHa BPeOHOCT Y
OBOM CJIy4ajy.

int brojPolja;
int presaoPrvi, presaoDrugi;

int saPolja = presaoPrvi % brojPolja;

int naPolje = presaoDrugi % brojPolja;

int brojKoraka = (naPolje - saPolja + brojPolja) % brojPolja;
Console.WriteLine(brojKoraka);

3anarak: Pa3zdopajanuna

Heua croje y kpyry u oxpeljyjy ko he o BHX [1a %XMypH TaKO LITO U3rOBapajy HeKy pa30dpajasuily (Ha npumep, eru-
neny-tiery). Ako ferry odenesxxnmo OpojeBuma ox 0 1o n — 1, peoM Kako cToje y Kpyry, ako je IOo3HaT Opoj peun
(cnoroBa) pazdpajasuiie 1 ako je MO3HAT PeIHU Opoj JeTeTa OJ KOjer Mourbe pa3dpajarmbe, HAlHUIIU MporpaM Koju
MpuKasyje peaHu Opoj aAerera Koje je omadpaHo J1a ;kmypH (Tj. Ha KoMe ce pa3dpajame 3aBpilaBa).

Vaa3z: YHoce ce Tpu npupoaHa dpoja. Bpoj ciorosa pazdpajanmiie, Opoj aetie v peqHr Opoj AeTeTa of] KOjer OUrhe
pazdpajame. [IpernioctaBuhemo na je dpoj neue mamu o 100, a ma je Opoj cioroa mamu ox 1000.
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H3zaa3: Vcnucyje ce jenaH mpupoaHu Opoj — peqay Opoj aeteta oqadpaHor a KMYpH.
IIpumep

Vaaz Hznaz
13 1

7

3

Objawmrberve

IMpernocraBuMo Ja ceaAMOpO Jele y Kpyry KOpucTu paszdpajaiuily eny-Ielnu-Tel, a na dpojame kpehe o nerera
dpoj 3, pasdpajame he Tehu oBako:

eun-neun-ney- jacam-manu-3el - TMCU-Mana-npene-anua-euun-neym-ney
3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1

Pememe

Heka je Opoj croroea pazdpajanuiie s, Opoj mene d, a Opoj aeteTa of Kojer nourmbe dpojarme p. AKo O fena oua
nopeljaHa y je[Hy Jayradky BPCTy YMECTO y KpyT, Tajia Ou ce Opojarbe 3aBpIImMIo Ha jieteTy ca dpojem p + (s — 1).
3aucra, IpBU CJIOT Ce U3roBapa Ha JeTeTy Opoj p, APYru Ha JeteTy Opoj p + 1, Tpehu Ha fmerety dpoj p + 2, a s-Tu
Ha gerety p + (s — 1).

AKo cajia 3aMHUCIIMO Ja ce Jela U3 Te Ayrauke Bpcre pehajy y Kpyr y Kome MMa TayHO 7 MecTa, CBaKOM JETeTy y
Bpcty he dpoj BeroBor MecTa y Kpyry OMTH J0Je/beH Ha ciieiehy HauMH.

012345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 ...
01234560123 45 6 01 2 3 456 7 0

IpumeTnMO 1a MeCTO y Kpyry Koje he OuTH 10/ie/beHO JIeTeTy Koje je y BPCTH Ha MO3ULKUju k oxpelyje Tako mTo ce
oJpey ocratak Tor dpoja k ca 7 (Ha mpuMep, ocTaTak Npu Jesbemy Opoja 19 ca 7 je 5 jep je 2- 7+ 5 = 19, a dpojy
19 noxemeno je TauHo MecTo 5 Ha Kpyry). Cimuno he Baxutu u ako je Opoj mene d, jemuHo mmro he Taga ymecto
ocTaTKa IpH JieJbelby ca 7 OUTH MoTpedHO OJpeJuTH OCTaTaK Ipy Jesbemy ca d. IlomTo cMo pekin ga du nzadpaHo
zmete UMao peanu 0poj p + (s — 1) y Bperu, y kpyry he to duru sere ca pearum dpojem (p + (s — 1)) mod d.

O npekopauemy

Toro Baxu 1a je (a + b) mod ¢ = (amod ¢+ bmod ¢) mod ¢, urro je fokaszano y 3agarky Orneparuje 1o Moyiy,
pe3yarar 6u Morao duru u3pauyHar u u3pasom (pmod d + (s — 1) mod d) mod d, 1j. (p + (s — 1) mod d) mod d,
jepjep < d,ma je pmod d = p. OBuM OM ce ToHeKJe yOnaxkuiaa MoryhHOCT HacTajama Mpekopaderna y cadupamy,
aKo oM BpPeHOCTH P M S dWJIe jako BeJMKe (IITO Y OBOM 33/IaTKy HHje CIIyvaj).

int broj_slogova = int.Parse(Console.ReadlLine());
int broj_dece = int.Parse(Console.ReadLine());
int prvo_dete = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine((prvo_dete + (broj_slogova - 1)) % broj_dece);

3anarak: 30up dpojeBa mo Moayay

Hanwimnm nporpam Koju u3pauyHasa 30up NpUpOIHUX OpojeBa oa 1 10 n Mo JaTOM MOIYJTY M.
Vaaz: Ca crangapHor yjasa ce yHoOce JiBa liefia Opoja, CBaku y NoceDHOM pejy:

e n(102<n <232 1)
e m((2<m <100)

WN3na3: Ha cranpapaHu usna3 UCOMCATH jelaH Lieo Opoj KOjU MpeAcTaBiba TPAXKEHU 30Up IO MOIYITY.

IIpumep

Yaaz Hznaz
100 50
100

Objaurserve

30up cBux dpojera o 1 g0 100 je 5050 u ocratak npu nemewy ca 100 je 50.

Pememe
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HawBan HauwH 12 ce 0Baj 3a/1aTak peliy je rpyodoM cHiioM, ToMohy MeTibe y K0joj ce odpalyjy jemaH mo jemaH dpoj
101 1 10 n My 4MjeM ce Tely ce n3padyHaBa 30Up 10 MOAYJY m AOTaJallmer 30upa z u Tekyher Opoja i. Kako
cMo BuenH y 3aatky Ornepaliyje o MojLy Ty TO ce Moxke u3padyHati momohy (z mod m + ¢ mod m) mod m, 1j. ca
(z4+imod m) mod m, jepy y cBakom Kopaky Baxu 0 < z < m, na je z mod m = z. Y3eBIIH y 003Up OrpaHHIeHEe
BPEIHOCTH 7 IATO y TEKCTY 3a/1aTKa, MIOTPEOHO je ynoTpeduTH 64-OUTHU THUI MOJIATAKA 32 MPEJICTAB/bAE MOIATAKA.

ulong n = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong moduo = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong zbirPoModulu = 0;
for (ulong 1 = 1; 1 <= n; 1++)
zbirPoModulu = (zbirPoModulu + i1 % moduo) % moduo;
Console.WritelLine(zbirPoModulu);

Edukacro pememse je na ce mpuMend opMyna 3a n3padyHaBame 30Mpa apuTMETHIKOT Hu3a Tj. [aycoBa ¢opmyna
3a 30Mp MpBUX N MPUPOTHHUX OpojeBa (BUAM 3amaTak CIIOpPTCKe MpUIpemMe) Ha OCHOBY Koje je z = % Y

OBOM 3aJaTKy ce TpaXu Ja ce 30Hp h3padyHa IO MOAyndy gator dpoja m. TauHo jeman on dpojeBan un + 1 je
TNapaH, Tako J1a CE TPAKEHU PE3YJITAT MOKE U3PavyHATH Kao MPOU3BOJ OpojeBa 5 U n + 1 1o MOty m WM Kao
npou3Boz dpojesa n 1 41 o mogyity m. Ipoussox 6pojeBa a u b 110 MOy M3padyHABaMO Ha OCHOBY (hOpMyJIe

((amodm) - (bmod m)) mod m kojy cMo npukaszam y 3agatky Onepatiyje 1o MoIyJy.

static ulong PutaMod(ulong a, ulong b, ulong m)

{
return ((a % m) * (b % m)) % m;
}
static void Main()
{
ulong n = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong moduo = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong zbirPoModulu =
n%?2===07
PutaMod(n / 2, n + 1, moduo) :
PutaMod(n, (n + 1) / 2, moduo);
Console.WritelLine(zbirPoModulu);
}

}
3anmarak: Car

[IpetnocTaBuMO Aa MPUIMKOM HCKa3MBama BpeMeHa 3a caTte KoprcTuMo camo dpojese ox 1 go 12. Tako 3a 17:45
KaxxeMo 5:45, a 3a 0:32 kaxxemo 1a je 12:32. Ako je mo3Har dpoj caTv U MUHYTa TakaB Aa je Opoj caTu y Orcery oj
0 o 23, a munyTa ox1 0 10 59, UckazaT To Bpeme Tako ja je Opoj catu y omcery 1 no 12.

Vaa3: Yuurapajy ce 1Ba dpoja, cBaku y moceOHOj TMHUjU. Y TIPpBOj IMHUjH je Opoj catu (m3mehy O u 23), a y apyroj
JTUHUjH je Opoj muHyTa (m3mely 0 u 59).

H3zaa3: Hcnucyje ce jeqHa MMHMja y KOjOj ce MpHUKa3yje BpeMEHCKU TpeHyTak y popmary h:m, e je 6poj catu h
u3mely 1 u 12, a dpoj munyta usmehy 0 u 59.

IMpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Yaa3z Hznaz
0 12:32 5 5:35
32 35

Pememe

V 3aaTKy je KJbYYHO OIpPEeIUTH MPECIUKaBabe CaTH, JOK ce MUHYTH MCIIMCYjy HempoMmemeHo. Ilomro dpojare
Tpeda na Oyze ox 1 mo 12, moTpedHo je na peanusyjemo cienehe mpecanKaBambe:

1 2 11 12 13 14 15 ... 22 23 h
12 1 2 ... 11 12 1 2 3 .. 10 11 f(h)
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JemaH ox HauMHa 1A ce TO ypaau je Ja ce ynorpedu rpaHame U a ce BpesHocT 0 mpecimka y BpegHoct 12, na ce
BpenrocTH m3Mmely 1 u 12 mpecinukajy came y cede, a ga ce o Bpegaoctu Behe of 12 npecirkajy ogy3umamem Opoja
12 ox wux.

// Ucitavanje sati 1 minuta

int h = int.Parse(Console.ReadLine());
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
// izracunavanje i1 ispis rezultata

if (h == 0)
h =12;

else if (h > 12)
h=h-12;

5,9

Console.WriteLine(h + +m);

Catu ce mepruoJuYHO TIOHABJbajy Ha cBakux 12 catu. Ako ducmo cate Opojanum ox O 1o 11, Taga Ou ce ogroeapajyhe
MIPECIIMKABAE MOIJIO O/IPEANTH jeTHOCTABHUM IPOHANAKEHEM OCTaTKa IPH Jiesberby ca 12.

1
1

0 2 1 12 13 14 15 ... 22 23 h
0 2 11 0 1 2 3 ... 10 11 hmod12

[IpumeTnMO /1a HAKOH M3pavyyHaBamka OCTaTKa MpH IEeJT00POjHOM Aebey ca 12 mpodiem npase jequHO BPeIHOCTH
0 u 12 koje cy ce mpecnukane y 0 ymecro y 12.

Taj ciyyaj je Mmoryhe nmoceOHO MCIUTATH U MOTPABUTH PE3YJITAT.

// Ucitavanje sati 1 minuta

int h = int.Parse(Console.ReadlLine());
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
// 1lzracunavanje i ispis rezultata
h=h%12;

if (h ==0) h = 12;
Console.WriteLine(h +

5,9

+m);

Nnak, sk HaM je Ja oKaxkeMo Kako je Moryhe pemuTu oBaj 3afatak u 0e3 ynorpede rpaHama. [a ducmo nodumm
BpeJHOCT U3 uHTepBasa of 1 10 12, MoxxeMo Ha 00HjeHu ocTaTak Koju je u3 untepsana 0 no 11 gomatu 1. MehyTum,
Jia OM MpecauKaBambe OO KOPEKTHO, MOTPEOHO je 0BO yBehame HeyTpaan30BaTH Tako WTo heMo npe oapehuBama
0CTaTKa o[ IoJa3Hor opoja omyseru 1. daxie, dpoj catu Mmoxemo oxpeauts kao (h — 1) mod 12 + 1. Ha npumep,
ako of 12 omy3memo 1, onpeaumo octatak godujeHor dpoja 11 mpu gememy ca 12 u Ha nodujern dpoj 11 momamo
1 moduhemo ucnpaBHy BpeaHoct 12. CnnvHo, ako o 13 ogyamemo 1, ogpeanMo octatak aodujeHor Opoja 12 ca
12 u Ha nodujenu 6poj 0 nopamo 1 goduhemo ucnpasan pesyiaraT 1. dakie, peleme ce peasiuzyje Kpo3 cieneha
TIpeciMKaBamba

0 1 2 11 12 13 14 15 ... 22 23 h

100 1 10 11 12 13 14 ... 21 22 h-1

11 0 1 10 11 0 1 2 ... 9 10 (h—1)modl2

2 1 2 1M 12 1 2 3 ... 10 11 (h—1)mod12+1

Jequam dpoj Koju Moxe Oa mpasu mpodiieM je 0 jep ce MoYeTHHM OAy3MMameM Opoja 1 modumja HeraTHMBHHU OpOj
-1, a He XeJMMOo Ja ce OCamkaMOo Ha TMOHAIIAKE OCTaTKA Yy ClIydajy HEeraTMBHOT Jefrona. To MOKeMO MOIpaBUTH
TaKo IITO Ha MOJA3HU Opoj YBEK Ha MOUYETKy gojamo 12 ynme ode3delyjemo na he dpoj yBek OMTH MO3UTUBAH, IPU
YeMy Ce OCTaTak IpH Jebery ca 12 He mMema. [akie, TpakeHo npeciukabate je (b + 12 — 1) mod 12 + 1 wm
(h+11) mod 12+ 1. Harmacumo 1a ce 0Ba TeXHHKA JOJaBarba BPEAHOCTH MOJIyJIa KOPUCTH Kaa rof je je moTpedHo
OJIy3€TH JBE BPeJHOCTH, 10 HEKOM Moayity. Hamme, moacetumo ce ga Baxu

(a —b)modn = (amodn — bmodn + n) mod n.

// Ucitavanje sati 1 minuta
int h = int.Parse(Console.ReadlLine());
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
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// Izracunavanje 1 ispis rezultata
h=(h+12 - 1) % 12 + 1;
Console.WriteLine(h + 7:” + m);

3aparak: HaBujame cara

Houero ce may Opata oyeBora cata. IomTo je jom mMaiy, 3Ha Ja IJieJja caMo caTHy Ka3zasbKy. CaT ce Moke HaBHjaTH
TaKo IITO Ce jeTHUM JYTMETOM CaTHa Ka3a/bKa MoMepa 3a jeaH caT yHarpe] (y cMepy KpeTajba Ka3a/bke Ha caTy)
a JIpyruM JIyrMeToM ce NoMepa 3a jeJaH caT yHasajl (y CypOTHOM CMepy KpeTama Ka3aJbke Ha cary). AKO ce 3Ha
TIO3UITNja ¢ Ha KOjOj ce TPeHYTHO Hala3W Ka3asbKa, Mo3uIrja b Ha Kojoj Opara xenu ja ce Hahe, HamuImm mporpam
Koju oxpelyje ma mum ce cat Moke HaBUTH Tako LITO OpaTa IMPUTUCHE jeJHO Of ABA JyrMeTa TauHo k myTa.

Vaa3: Ca cranpapaHor yiasa yuurtarajy ce opojeru 0 < a,b < 11 u 6poj 0 < k& < 1000.

N3na3: Ha cranmapiHu w3na3 HammicaTH TeKCT napred ako ce caT MoXe HaBUTU TaKO INTO Ce Ka3abKa romepa
yHaripesi, nazad ako ce caT MOke HABUTH TaKo IITO ce Ka3a/bKa moMepa yHasza[ (ako je cat mMoryhe HaBUTH Ha 0Da
HauMHa, UCIMcaT napred, a 3atum nazad y cienehem peny) Tj. ne moze ako ce caT He MOXe HaBUTH.

ITpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz

1 napred 2 nazad 7 ne moze
7 nazad 4 9

18 10 3

Pememe

IMoTpedHo MmocedHO MPOBEPHUTH /1A JIA Ce CaT MOXE HABUTH MOMEPAhEeM KazabKe Hampell, U MoMepambeM Ka3abke
Hazan. Ilomepame Kazabke 3a 12 kopaka y Owiio kojeM cmepy Bpaha kaza/bKy Ha MouyeTHU mnojioxkaj. Crora je
noMepabe 3a k£ kopaka Moryhe ako u camo ako je moryhe nomepame 3a k£ mod 12 kopaka ¥ Ha TIOUeTKy je opoj k
Moryhe 3amenutu Opojem k mod 12.

T[Momepatbe KazajbKe yHANpes 3a k Kopaka JIOBOJIH je ca Tonokaja a Ha mojoxaj (a + k) mod 12, 1ok je nomeparme
yHasaj 3a k Kopaka 10Boiu Ha nonoxaj (a — k + 12) mod 12 (cabupame u oqy3uMarbe M0 MOJIYILY OIUCATH CMO
y 3agatky Omneparnyje 1o mojayiny u MoHonos). Ako je npBu Opoj jemHak b, Taja ce Ka3a/bka MOXe TIOMEPUTH
VHAarpell, a ako je Opyru Opoj jemHak b, Tama ce Kazajbka MOXe TIOMEpPHUTH YHa3aa. AKO HUjelHO Of Ta [[Ba HUje
UCIYHEHO, Ta/la ce Ka3aJbKa MOXe IIOMEPHUTH (3a IPOBEPY OBOT YCJIOBAa MOKEMO YIOTPEOUTH JIOTUYKY TPOMEHIBUBY
KOjy MHLIFjaIn3yjeMo Ha BpeaHocT false u moctappaMo je Ha true ako je MCIyEheH IPBH, a 3aTUM U JPYTH YCIIOB).

int a = int.Parse(Console.ReadLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
int k = int.Parse(Console.ReadlLine());
k =k % 12;

bool moze = false;

if ((a + k) % 12 == b)

{
moze = true;
Console.WriteLine(”napred”);
}
if ((a - k + 12) % 12 == b)
{
moze = true;
Console.WriteLine(”nazad”);
}
if (!moze)

Console.WriteLine(”ne moze™);

Pemere Kojum ce Moxe OJpeJuTH MOJIOXKA] Ka3a/bke HAKOH k IoMepara yHarpel, a KOje He KOPUCTH MOAYJIapHy
ApUTMETHKY Ce 3aCHMBa Ha TOMeE [Jla TIOJIoXkaj a y newsn yBehaBamo 3a 1 tauHo k myTa, rpu 4emy je Bpahamo Ha
HyJIy Kaga qocturae BpegHocT 12. CiimvHo, moMepame yHa3a] Ou ce peali30BaJI0 yMabUBakEeM BPEAHOCTH ¢ 3a 1
y IIeT/bM TA4HO K MyTa, IpH 4eMy je Bpahamo Ha 11 kaja rocrane HeraTuBHa. HapaBHO, OBaKBO pelliehe Moxe OUTh
BeoMa Hee(pMKaCHO aKo ce Ha IOYeTKy k He 3aMeHu ca k mod 12.

bool moze = false;
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int a1l = a;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

{
al++;
if (a1 == 12)
al = 0;
}
if (a1l == b)
{
moze = true;
Console.WriteLine(”napred”);
}
int a2 = a;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
{
az2--;
if (a2 < 0)
a2 = 11;
}
if (a2 == b)
{
moze = true;
Console.WritelLine(”nazad™);
}
if (!moze)

Console.WriteLine(”ne moze™);

3aparak: CteneH no MoayJy

Hanuium nporpam Koju u3padyHaBa CTeIeH 1o MOIYJly, Tj. 3a JaTe OpojeBe a, n ¥ m u3padyHasa o’ mod m.
Vaaz: Ceaka of Tpu JIMHHjE CTAHAAPIHOT ya3a caapxku dpojese a, n um, npu uemy je 1 < a,n,m < 4 - 10°.
M3aa3: Ha cranpapaHy u3na3 UCTIUINK TPAXEeHY BPEJHOCT CTEIeHa MO MOYJTY.

ITpumep

Yaaz Hznaz
2 376
100

1000

Pememe

JIMpeKTHO pellieke MoJpa3syMeBa CTENEHOBake MOMONY y3aCTOIMHOI MHOKeHa OpojeM a (MpOU3BOA MHULIMjATU3Y je-
MO Ha 1 1 n myTa ra MHOXUMO ca a). C 003upom Ha pacIioH U3 KOr Aosiase OpojeBw, jacHO je na he cremen odutn
M3y3eTHO BEJIMKHU Opoj M Ja Hehe mohu na ce mpeacTaBu OCHOBHMM THMOBHMA rofataka. Crora je MHOTO Oojbe
TOKOM CaMOT MHOKEHa M3pauyHaBaTH OCTATaK 10 MOIYIY Tj. MHOXere BpIMTH 1o dopmymn (a - b) modm =
((amodm) - (bmod m)) mod m. Iomro cy dpojeu a mod m u b mod m 32-OuTHHU, HHXOB POU3BOJ] MOXKE OUTH
64-0OuTaH, Tako Ja je Ipe U3padyHaBamba OCTaTKa, IIPe MHOXEHha YAHUOLIE KOHBEPTOBAaTH y 64-OUTHU TUII MOAATAKA.
AKO HaKOH CBAaKOT MHOXEHa BPIIMMO M3pauyHaBambe OCTATKa MPH JIeJbEibY Ca 1M, HUje HEONXOAHO Mpe MHOKEHA
HPOHAJIA3MTH OCTATAK IPH JeJbetby (IIpBY unHMIal Ouhe Tekyhu creren koju he Beh duru y untepsaiy [0, m), 1ok
je ApyrH YMHUIAIL @, KOJH je UCTOT peJa BeJMUrMHe Kao U m, 1a HaM MpOoHAJIaXemha OCTaTKa He 3HAYH MYHO).

Nako KopekTaH, 0Baj aJIrOpuTaMm je mpecrop, ¢ 003MpoM Ha BEJIMKU OPOj KOpaka MHOKEHa KOjH ce BpIIE, ¢ 003UPOM
Ha BeJIMYMHY u3oxuona n. Haume, cioxenoct oBor anropurma je O(n).

using System;

class Program
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static void Main(string[] args)

{
uint a = uint.Parse(Console.ReadLine());
uint n = uint.Parse(Console.ReadLine());
uint mod = uint.Parse(Console.ReadLine());

a %= mod;

uint s = 1;
for (uint 1 = 0; 1 < n; 1++)
s = (uint)(((ulong)s * (ulong)a) % mod);

Console.WritelLine(s);

}

Edukachuje peieme MoxkeMO OCTUNM airopuTMOM Op30r cTeneHoBama. HajjenHocTaBHUja je peKyp3uBHa op-
MyJalmja.

* Axo je n = 0, pe3ynrar je 1.

* AKko je n mapan 6poj, Tana je a” = a>"/? = (a?)"/?. Cmuuno, Baxu aa je a” modm = a>"/? modm =

(a® mod m)™? mod m.
* Axo je n HemapaH dpoj, Tajia je a” = a-a™~*. Cinuno Baxu jaa je a” mod m = (a-(a"~! modm)) mod m.

2

Harmacumo f1a ce npe u3pauyHasama a2, Kao U Ipe u3padyHapama a - (¢! mod m), 6poj a Mopa KoHBepTOBaTH Yy

64-duTHH TN TTOAATaKa.

IoImTo Cce TMOC/Ie HajBHILE JBA PEKYP3UBHA MO3KMBA BPEIHOCT U3JI0KHMOLIA CMAFLU DAPEM JIBA TIyTa CIIOKEHOCT OBOT
anropurma je O(logn).

using System;

class Program

{
// izracunavamo (a”n) % mod
static uint stepen(uint a, uint n, uint mod)
{
if (n == 0)
return 1;
else if (n % 2 == 0) {
ulong aul = a;
return stepen((uint)((aul * aul) % mod), n/2, mod);
} else {
ulong aul = a;
return (uint)((aul * stepen(a, n-1, mod)) % mod);
}
}
static void Main(string[] args)
{
uint a = uint.Parse(Console.ReadLine());
uint n = uint.Parse(Console.ReadLine());
uint mod = uint.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine(stepen(a % mod, n, mod));
}
}

VY nperxonom pemery Moryhe je ociodoauTu ce peKkyp3uje, mocMaTpajyhi OMHapHH 3aIiC U3I0KHUOLA 1.

using System;
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class Program

{
// izracunavamo (a”n) % mod
static uint stepen(uint a, uint n, uint mod)
{
uint s = 1;
while (n > 0)
{
if ((n & 1) == 0)
{
= (uint)(((ulong)a * (ulong)a) % mod);
=n > 1;
}
else
{
s = (uint)(((ulong)s * (ulong)a) % mod);
n--;
}
}
return s;
}
static void Main(string[] args)
{
uint a = uint.Parse(Console.ReadLine());
uint n = uint.Parse(Console.ReadLine());
uint mod = uint.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WritelLine(stepen(a % mod, n, mod));
}
}

2.2 Teopuja opojena

3anarak: CaBpmenn dpojeBu

Bpoj je caBpieH ako je jeqHak CymH CBOjuX Aemiana (y 30up gennnana dpoja ce yopaja dpoj 1, amm He u cam Taj
opoj). Ha mpumep, opoj 28 je caBpieH jep cy My geavouu 1, 2,4, 7 u 14, Baxu aa je 1+2+4+7+14=28. Hamucatu
nporpam Koju oapeljyje HajMarbu caBpiueH Opoj y unreppaiy [n — k,n + k.

Vaaz: Ca crangapiHor yiaasa yHocH ce mpupojas opoj 7 (1 < n < 1000000)u k (1 < k < n).

M3na3: Ha crangapiau u3J1a3 UCIIUCATU TPaXkeHU Opoj, ako MocToju Tj. TeKeT NE ako y MHTepBaly HeMa CaBpIISHHUX
opojena.

IIpumep

Vaaz Hznasz
400 496
100

Pememe

JImleapHa nperpara CBux jgejaniiana

U3 came popmynanmje 3amaTka, jacHO je 1a je Beropa BakHa KOMIIOHEHTa (PyHKIIFja KOja 3a MPOU3BOJBHU Opoj 1
padyHa 30up WeroBux aenuiana. HajoupekTHuje periere aa ce 30up aenuiana Opoja x u3padyHa je aa ce peaom,
y NET/bU, 32 CBaKU OpOj MPOBEpH [a JIM je Aeuiall dOpoja n U ako jecte a ce yBeha tekyhu 30up genwana.

Ocraje nmuTame KOjU Cy OpOjeBH NMOTECHIMjATHN ISIUOIHM Tj. Koje dpojeBe Tpeda mpoeeputH y rmetbu. [lomro je
¢opmynanmjom 3agaTka ogpeheHo ma ce padyHa dpoj 1, a a ce He padyHa cam Opoj n, HajrpyOIbe je Ia ce mpoBepe
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CBU TIpUpOIHY OpojeBr Behn u jemHaku 1, a ctporo Mamu of n. MehyTum, MOkeMO YpaauTH U MaJo D0Jbe Off Tora.
Tocnenry MoTeHIMjaTHy IeIal Hpoja Koju je MambH Ofl era je 0poj 5. 3aucTa, ako OM MOCT0jao AeuIal i Koju
je crporo Behu of % Y CTPOTO Mawu Of N, OHJIA O1 % Takohe duo Jenmiall, KOju je CTPOro MamH of 2, a CTporo
Behu o 1, mrmo Huje Moryhe. 3ato je y neTby JOBOJBHO IpoBepaBary Lejie dOpojese usmehy 1 u 5 Tj. [ﬂJ ITO ce

2
MOXe U3pavyHaTH Kao n/2.
CrokeHOCT OBOT TPUCTYIIA poBepe 3a jeaad 6poj n je O(n).

VY m1aBHOM Mporpamy IpHMerYjeMo aaroputaM mperpare. JIOTHUKM MHAMKATOP KOjU yKasyje Jia Jin je mpoHaheH
CaBpIIeH Opoj MHULIMjaIN3yjeMo Ha BpeaHocT false, a 3aTM y meT/pu IpoJIa3uMo Kpo3 CBe OpojeBe of n — k 10
n + k ¥ npoBepaBamo Jia i ¢y caBpiieHu. [IpBu myT kaja HanheMo Ha caBpllieH Opoj MOCTaB/baMO MHAMKATOP Ha
true, mamtumo Tekyhy BpeHOCT Opojauke MPOMEHJbHBE U OJIMaX MPEKUIaMO MeT/by (Ha puMep, Hapendom break),
jep ce Tpaxxu HajMamu Opoj y uHtepBaity. Ha kpajy, Ha OCHOBY BpeAHOCTH UAEHTU(PUKATOPA U yiaMheHe BPeIHOCTH
CaBpIIIeHOT OpOoja TPHjaBiby jeMO TPaKeHH Pe3yJTaT.

YkynHa cnoxkeHocr je, nakie, O(k(n + k)), a kaja je k orpanuueHo ca n, moxke ce otenutu u ca O(kn) 1j. O(n?).

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuci n)
static int zbirDelilaca(int n)
{
int zbir = 1; // sumu inicijalizujemo na jedan
// proveravamo potencijalne delioce izmedju 2 1 n/2.
// Jedini delilac veci od n/2 je n, a njega ne treba racunati.
for (int 1 = 2; 1 <= n / 2; 1++)
if (n % 1 ==0) // broj 1 jeste delilac, pa ga treba dodati na sumu
zbir += i
return zbir;

// provera da li je broj savrsen
static bool savrsen(int n)

{
}

return zbirDelilaca(n) == n;

static void Main()

{
// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
n = int.Parse(Console.ReadLine());
k = int.Parse(Console.ReadLine());
// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj = 0;
for (int 1 = n - k; 1 <= n + k; 1++)

{
if (savrsen(i))
{
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}

// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
Console.WriteLine(savrsenBroj);
else
Console.WriteLine(”NE”);
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JInneapHa npeTpara cBHX apoBa JeJIHJIALa

Hu oBako necdrHMCcaH nporpam He JIOCTHIKE KeJbeHy Op3MHY M MOXe ce JlojaTHO yop3aru. Kopuctumo ynmbeHuiy
Jia ce fienuony dpoja yBeK japibajy y mapy. AKo je ¢ aemuiai 0poja n, OHIA 3HAMO /ia je u Opoj “ Takobe genmai
Opoja n. [lenmony 1 omrosapa Opoj 1, EBEHTYaJIHOM IEJMOIlY 2 OJrOBapa €BEHTyallaH [eauoll 5 uta. Ha mpumep,
nemonm dpoja 100 ¢y 1,2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 1 100 u onu ce jaBmajy y maposuma (1, 100), (2, 50), (4, 25) (5,20) u
(10, 10). Ako je mpBu geauial] Mabu Of KBAAPATHOT KOpeHa dpoja n, OHJa je APYru Aeiauial Behu oj1 KBagpaTHOT
KopeHa Opoja n. 3a cBaku Jenuiall Koju je Behu o kopeHa Opoja m MOCTOjU Jenuiall KOju je Mambu Ofl KopeHa
Opoja m U 3aT0 je aHaJIM3y AeNuiala JOBOJGHO BPIIUTHU A0 BPEIHOCTH KOpeHa U3 n. AKO je Opoj MOTIyH KBajpaT,
OHJIA je M KOpEeH JeJIWIall ¥ OH caM cedH oJroapa Kao map. I1omro He xearMo KOpeH /iBa IyTa Ja JIofaMo Ha 30up,
ClTy4aj UCTIMTHBa-a KopeHa dpoja hieMo W3JBOjUTH M M3BPIIMTH HAKOH IeT/be Koja he ce BpIIMTH CBe JIOK je Opoj
KaHAWAAT 3a JISHOIIa CTPOro MamwH off KopeHa. Takofe, MOIITO caM dpoj He KeIMMOo Ja padyHaMo y 30up, a dpoj
jenaH xenuMo, cyMy hemo MHUIMjaIM30BaTy Ha 1, a mewba he KpeHyTH O]l BpeJHOCTH 2.

CI105eHOCT OBOT HIPUCTYIIA 3a poBepy jeaHor dpoja n je O(y/n), a IpoBepa CBUX CaBpILEHNX OpojeBa je y uHTep-
Bany [n — k,n + k|, kama je k < n ce moxe orpannunti ca O(k+/n) 1j. O(n/n).

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuci n)
static int zbirDelilaca(int n)

{
int zbir = 1; // jedan je delilac svakog broja
int koren = Convert.ToInt32(Math.Sqrt(n)); // ceo deo korena iz n
for (int 1 = 2; 1 <= koren; 1i++)
if (n % 1 ==0)
{
// ako je 1 delilac broja n, delilac je 1 n div 1
zbir += i;
zbir += n / i;
}
// slucaj korena posebno obradujemo (ako je delilac, u petlji je
// dodat dva puta umesto jednom, pa ga treba oduzeti)
if (koren * koren == n)
zbir -= koren;
return zbir;
}
static bool savrsen(int n)
{
return zbirDelilaca(n) == n;
}

static void Main()
{
// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
n = int.Parse(Console.ReadLine());
k = int.Parse(Console.ReadLine());
// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj = 0;
for (int 1 =n - k; 1 <= n + k; 1++)
{
if (savrsen(i))
{
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;

72



2.2. TEOPUJA BPOJEBA

break;

X
}

// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
Console.WritelLine(savrsenBroj);
else
Console.WriteLine(”NE”);

PacraB/bame Ha MmpocTe YNMHUOIE

Jom Oospe peeme je a ce 30up Aesuiana U3padyHa Ha OCHOBY pacTaBibarba Opoja Ha IMPOCTe YMHHOLE KOje IpH-
Ka3yjeMo y 3amaTtky PactaBmame Ha mpocte ynHHore. Bpoj odmmka p™, rae je p mpoct ¢aktop, uMa aenrone 1,
p, P2, ..., p" ¥ BUX0B 30up je 1 + p + ... + p". Baxu na je 30up gemuiana 6poja My/ITUILIMKATUBHA (DyHKIIHja.
Tj Aa je 30up Aenuaiia Mpou3Bo/a JIBa y3ajaMHO MPOCTa Opoja jeHaK MpOU3BOY 30Mpa JIeInsala CBaKoOT O BhUX
(ToKymajte oBO Ja JoKakeTe). AKO ce Opoj MOXe pacTaBUTH Ha IIPOCTe YMHHMOLE y OOMMKY pi” ...p,*, Taja je
Heros 30up gemiana je jeasak (14 pp + ... +pi*) ... (1 +pgp + ... + p*), jep cy cTeneHu CBUX NPOCTUX
(pakTopa mehycodHo y3ajamHO pocTH. AKO 3HaMO BpeaHOCT u3pasa 1 + p; + ... + pf’i_l, TaJa ce BpeAHOCT n3pasa
14+p;i+...+ p? MOe JOOUTH JO/IaBakheM CadHpKa p? , JTF 1 MHOTO Op3ke, MHOXKEHheM I0J1a3He BPEIHOCTH OpojeM
p; ¥ IoJaBameM Opoja jemaH.

TokoM paja aroput™ma ofp:kaBaMo TeKyhu 30up genmnana Ko ju vHunMjanu3yjemo Ha 1 (3ato mro he dutn padyHat
y 0OJIMKY TIPOM3BOJIa 30MpoBa Jeuiana MojeAMHaYHuX MpocTUX hakTopa). Y MEeT/bU MPOBEpaBaMo CBE MOTEHIU-
jaJiHe mpocTe YMHHUOLE 01 Opoja 2, ma cBe JA0OK Tekyhu kaHauaar He npehe BpeAHOCT KopeHa Tekyher dpoja n. Y
CBaKOM KOpaKy oAp»aBaMo 30up Jesimona Tekyher mpocror (akropa Koju Takohe nHuMjamsyjemo Ha 1 jep hemo
ra padyHaTtH Kao npoussof. ok rox je dpoj n aemuB OpojeM p (IITO MpoBepaBaMo y MOCEOHO], YHYTpallmko]j me-
T/bM) 30Up Jenmiana TeKyher mpoctor (pakropa MHOKHMO ca p U JoaajemMo My 1 1ok dpoj n menmmo ca p. Ha kpajy,
Tesla CHoJballlihe MeT/be YKYIaH 30up Aenuiaa MHOKAMO 30MpOM Jieuiana ynpaBo odpaheHor mpoctor gaktopa
(To moxe dutu u 1, ako Opoj n HUje Ouo nesbuB dpojeM p) U yBehaBamo 6poj p. o uznacky u3 newne je moryhe
Ja je dpoj n ocrao Behu o 1, IITO 3HAYM Aa OH CalIpKU MOCEIHH MPOCT (haKTOp U Taja ce yKyIaH 30up genauiana
MHOXH BpenHomthy 1 + n (ImTo je 30up genmiara mpoctor opoja n).

OBgako oapehenu 30up 1 dpoj Aenunana ykbydyjy 4 caMm Opoj 1 KOjU je HAKHAJHO MOTPedHO 0ly3eTH Ja O ce o010
30Mp OIMMCaH y yC/IOBY 3aJaTKa.

Kaga na pacnonaramy umamo (pyHKILHMjy KOja pauyHa 30up Aeiuiana Opoja, Taaa je (pyHKUHMjy Koja mpoBepaBa ga
1 je Opoj caBpIlieH TpUBHjaJHO AeprHICcaTH (OHA caMo 3a JlaTi Opoj Mmo3uBa (hyHKIHMjY KOja padyHa 30Hp Jenuarna
Y TIpOBepaBa [1a Ji je OH jeJHaK Opojy).

CIoKeHOCT M3pavyHaBama 30Mpa JIEMIala oiroBapa coxeHoctd (akropusanmje koja je jemnaka O(v/ fo), rae je
fo HajBehu npoct daktop dpoja n. OHO je Hajcropuje 3a mpocTe OpojeBe, 3a Koje je fo = n U CIOKEHOCT 0dpaje
cBakor npocror dpoja je O(y/n). Mehy dpojesuma [n — k,n + k] Hajsehu npoctu aktopy ce pasnukyjy, amm
CBAaKaKo ce cliokeHocT Moxe orpannuntd ca O(k+/n) (Mana he ce 3a MHOre OpojeBe pajuTy U Marbe orepanuja
HEro IITO OBa Irpyda MpoleHa yKasyje).

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuéi n)
static int zbirDelilaca(int n)

{
int n® = n; // pamtimo polaznu vrednost broja n
int zbir = 1; // zbir delilaca kao proizvod
int p = 2; // prvi kandidat za delioca
while (p * p <= n)
{

// zbir delilaca broja faktora p”i u prostoj faktorizaciji
int zbir_pi = 1;
while (n % p == 0)
{ // ekstrahujemo faktor p*i
zbir_pi = zbir_pi * p + 1; // azuriramo tekuci proizvod
n /= p; // delimo broj njime
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zbir *= zbir_pi; // aZuriramo globalni zbir

pt+; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
if (n > 1) // preostao je jedan prost faktor

zbir *= (1 + n);
return zbir - nO; // polazna vrednost broja n nije potrebna

}

// provera da li je broj savrsen
static bool savrsen(int n)

{
}

static void Main()

{

return zbirDelilaca(n) == n;

// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
n = int.Parse(Console.ReadLine());
k = int.Parse(Console.ReadLine());
// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj = 0;
for (int 1 =n - k; 1 <= n + k; 1++)
{
if (savrsen(i))
{
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}

// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
Console.WritelLine(savrsenBroj);
else
Console.WriteLine(”NE™);

H3pauyHaBamb€ CBUX CaBpLIIEHHX OPojeBa yHanpe

Ha kpajy peurmo u 1a cy caBplieHd OpojeBU KapaKTEPUCTUYHU 10 TOME ILITO UX je BeoMa MaJlo. Y MPBOj MIIUjapau
TO cy camo Opojesu 6, 28,496, 8128 1 33550336. Ha ocHOBY OBOT 3Hamba, 331aTaK Ce MOrao PEeLIUTH 1 MaJIo “KBapHO™
TaKo IMTO oM ce y (PYHKIMjH KOja FCOHTYje a K je Opoj caBpIIeH OH IMPOCTO YIIOPEIHO ca OBUM OpOjeBUMa.

TMoruTo ce mpoBepa fa i je Opoj caBpiie Bpun y ciaoxuoct O(1), crnoxenoct oBor pewersa je O(k).

// polazna vrednost broja n nije potrebna
// provera da li je broj savrsen
static bool savrsen(int n)
{
return n == 6 || n == 28 || n == 496 || n == 8128 || n == 33550336;
}

static void Main()
{
// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
n = int.Parse(Console.ReadLine());
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k = int.Parse(Console.ReadLine());

// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj

bool postojiSavrsen = false;

int savrsenBroj = 0;

for (int 1 = n - k; 1 <= n + k; 1++)

{
if (savrsen(i))
{
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}

// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
Console.WritelLine(savrsenBroj);
else
Console.WriteLine(”NE™);

}
3anarak: IIpujaresmscku 6pojeBu

BpojeBu cy mpujaTesbcku, ako je 30up Aenuana mpBor Opoja jegHak Jpyrom, a 30up Jesiana Apyror dpoja jeqHak
mpBoM Opojy (y 30mp nemwiana Opoja ce yopaja Opoj 1, anu He u cam Taj Opoj). Hamwmmmm nporpam koju vicnmcyje
CBe MapoBe MpHjaTeJbCKUX OpojeBa TakBe Ja 0da Opoja Jieke y 1aTOM MHTepBay.

Vaaz: Ca crangapaHor yiasa ce yunrtasajy dpojesu a n b (1 < a < b < 500000).

M3zna3: Ha cranpapasy usna3 UCIIUCATU CBE TpakeHe Mapose ypeheHe pacTyhu Mo MpBOM €JIEMEHTY, Tako je y
CBaKOM Mapy MpBU OpOj Marbu WK jeJHaK Of JPYyrora.

IIpumep 1 IIpumep 2
Vaaz Hznaz Yaaz Uznaz
1 6 6 300000 308620 389924
1000 28 28 400000 356408 399592
220 284
496 496
Pemene

IIpoBepa cBux naposa dOpojeBa

Cnnyno kao y 3agatky CaspiieHu OpojeBM My OBOM 3aJaTKy je KJby4Ha (pyHKIIMja OHA KOja M3pauyHaBa 30Hp
Jenvuiatia gator dpoja. HbeHy nMmieMeHTaIujy MOKeMO MOTITYHO MPEy3eTy U3 TOT 3a7aTKa.

[ITo ce THue NpoHasaX)ewa MpHjaTe/bCcKUX OpojeBa, Ha MPBHU MOIVIE/l MOKe JEI0BaTH Jla Tpeda UCIIMUTATH CBaKU Map
dpojeBa ¢ < j u3 uHTEpBaNa [, b], ¥ POBEpPUTH /1A K je 30Up JAeTUiIana Of ¢ jeqHaK j U Jia Jii je 30up nemiana
01 j jelHaK %.

CrnoxeHOCT Hajroper ciydaja onpehuBama Opoja Jenuiana 3a Opoj n HacTyma Kaja je Opoj n MpocT U jefHaka je
O(y/n).

C 003upoM Ha MOTEHLIMjaJIHO BEJIMKY IIMPUHY HHTEpBaIa, UCIIUTUBAKE CBUX NApoBa OpojeBa Tpaje MPHIMYHO TyTO.
TakaB ajqropuTam UCHHTYje KBapaTHU OpOj MapoBa OHOCY Ha NIMPUHY MHTepBaJa b — a, U y HAUBHOM CIIy4Yajy
KBaJpaTHU OpOj IyTa u3padyHaBa 30up demwiaia Opoja Tj. CIOKEHOCT joj je ce rpydo mosxe npouenutd Ha O((b —
a)?v/b). Yak mako Ou ce 30MpOBHM JeNANANA CBUX OPOjeBa yHaIpe] M3pauyHaIH, aiTOPUTAM OM M Jajbe BPIIHO
KBaJpaTHH 6poj nopehema (CokeHOCT H3pauyHaBama cBuX 30upoBa ouna ou O((b—a)v/b), aiposepa O((b—a)?).

// zbir delilaca broja n (racunajué¢i 1, ali ne racunajucéi n)
static int zbirDelilaca(int n)

{
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int n® = n; // pamtimo polaznu vrednost broja n
int zbir = 1; // zbir delilaca kao proizvod

int p = 2; // prvi kandidat za delioca

while (p * p <= n)

{

// zbir delilaca broja faktora p”i u prostoj faktorizaciji
int zbir_pil = 1;
while (n % p == 0)

{ // ekstrahujemo faktor p*i
zbir_pi = zbir_pil * p + 1; // azuriramo tekuci proizvod
n /= p; // delimo broj njime
}
zbir *= zbir_pi; // azuriramo globalni zbir
p++; // prelazimo na sledeleg kandidata
}
if (n > 1) // preostao je jedan prost faktor
zbir *= (1 + n);
return zbir - nO; // polazna vrednost broja n nije potrebna

}

// Brojevi su prijateljski ako je suma delilaca prvog jednaka drugom
// broju 1 obratno. Funkcija pronalazi i1 stampa sve razlicite

// neuredene parove prijateljskih brojeva u datom intervalu [a, b]
static void prijateljskiBrojevi(int a, int b)

{
// proveravamo sve parove brojeva
for (int 1 = a; 1 < b; 1++)
for (int j = 1; j <= b; j++)
if (zbirDelilaca(i) == j && zbirDelilaca(j) == 1)
Console.WriteLine(i+” "+ j);
}
static void Main()
{
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
prijateljskiBrojevi(a, b);
}

IIpoBepa jeqnHCTBEHOT MOTEHIM jAJHOT NPHjaTeba

Kipyuna omacka 3a onTUMuU3alyjy je a CBakM Opoj MMa jeJUHCTBEHOT MOTEHIMjaIHOr NpHjaTesba (To je Opoj Koju
je jeaHak 3dupy mweropux gemwiana). Jakie, Hema moTpede fa aHaAIM3UPaMo CBE MapoBe Tj. Ja MPOBEpaBaMo CBE
Moryhe BpemHOCTH j fa drcmo Mel)y BiMa MpOHAIIUT BPETHOCT j KOja je jemHaka 30mpy Aenwiana Opoja <.

CyIITHHCKH y TIporpamy (bHITpUpamo cepujy OpojeBa U3 UHTepBana [a, b] Ha OCHOBY yclloBa jia je 30up Jesmnana
30upa fenmiana dpoja jeiHaKa FeMy caMOM. 3aTo ce 3a CBaKHM Opoj ¢ M3 UHTepBaa [a, b] n3pauyHaBa NOTEHIMjaTHA
npujatess j (jemHak 3oupy nenmiana dpoja i), a OHaa ce MpoBepaBa jia Ji j IpuIiajia HHTepBany [a, b], nam je i < j
U Ha Kpajy, Ja ¥ je u 30up genunana dpoja j jeqHak opojy <.

Ogaj anroputam BpiLy JIMHeapaH Opoj n3pavyHaBama GyHKIMje 3a 30up aenmana (y OAHOCY Ha IIMPHUHY HHTepBaja
b — @) u cokeHOCT My ce rpy6o Moske nporiernta ca O((b — a)v/'b).

TeHEepAIIHO, MCTIMTHBAE /A JIM Ce Y MHTEPBANY [a, b] Hamasu Opoj = HUKajJa HeMa CMHUCIIA PAJIUTH TIOMONY METIbe U
UCIIUTHBamba CBUX I0jeJUHAYHUX €IeMeHaTa TOI MHTepBaJa.

// zbir delilaca broja n (racunajuc¢i 1, ali ne racunajuci n)
static int zbirDelilaca(int n)

{

int n® = n; // pamtimo polaznu vrednost broja n
int zbir = 1; // zbir delilaca kao proizvod
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int p = 2; // prvi kandidat za delioca
while (p * p <= n)
{

// zbir delilaca broja faktora p”*i u prostoj faktorizaciji
int zbir_pi = 1;
while (n % p == 0)

{ // ekstrahujemo faktor p*i
zbir_pi = zbir_pil * p + 1; // azuriramo tekuci proizvod
n /= p; // delimo broj njime
}
zbir *= zbir_pi; // azuriramo globalni zbir
pt+; // prelazimo na slededeg kandidata
}
if (n > 1) // preostao je jedan prost faktor
zbir *= (1 + n);
return zbir - n@; // polazna vrednost broja n nije potrebna

}

// Brojevi su prijateljski ako je suma delilaca prvog jednaka drugom
// broju i1 obratno. Funkcija pronalazi i1 stampa sve razlicite

// neuredene parove prijateljskih brojeva u datom intervalu [a, b]
static void prijateljskiBrojevi(int a, int b)

{
// proveravamo sve brojeve do maksimuma
for (int 1 = a; 1 <= b; i++)
{
// jedini potencijalni prijatelj broja i je njegov zbir delilaca
int j = zbirDelilaca(i);
if (a <= j & j <= b && 1 <= j && zbirDelilaca(j) == 1)
Console.WriteLine(i+” "+ j);
}
}
static void Main()
{
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
prijateljskiBrojevi(a, b);
}

3anarak: IIpoct 6poj

Hanuim nporpam koju UCIIUTYje a JIM je yHeTH prupojald Opoj npocT (Behu je ox 1 1 HeMa Apyrux geausana OCuM
1 u camor cede).

Vaaz: Ca craHiapaHor yjia3a ce yHocu npuposan opoj n (1 < n < 109).

N3aa3: Ha cranpapaau nsna3 ucnmcati DA ako je Opoj n mpoct Tj. NE ako Huje.

IIpumep IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
17 DA 903543481 NE
Pememe

.Hmleapna nperpara CBux l'lOTeHI.(l(Ij AJIHUX JeJunjana

ITpuponan Opoj je mpocT ako je Behu o1 1 1 ako HUje IeJbUB HU ca jeIHUM OpOjeM OCHM ca jeJaH U ca CAMUM COOOM.
o necpuanmmju Opoj 1 Huje mpoct. Hakie, Opoj Behu oz 1 je mpocT ako HeMa HU jeIHOT rpaBor aenuona. [lorpedHo
j€ JaKJie U3BPILNTH MpeTpary CKyrna NOTeHIMjalHHUX Jeriala v IIPOBEPUTH Jia JIM HEKH O BbUX CTBAPHO JEJU Opoj
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n. VIMmemMeHTalyja ce 3acHUBa Ha aJlTOpPUTMY JiHeapHe nperpare. CKyn MOTEHIMjaJIHUX JIeJniIala je CKyM CBHUX
TIPUPOJIHKX OpojeBa o1 2 10 n — 1 ¥ HanBHA UMIUIEMEHTAIja UX CBE ITPOBEepaBa.

INomto ce mpoBepa CBAKOT eJINOIAa U3BPIIaBa U3PauyHaBabeM jeJHOT OCTaTKa MU JebekY, CJI0KEHOCT OBOT IpU-
cryna oxroBapa Opojy aemwiana u jeanaka je O(n).

using System;

class Program

{
static bool prost(int n)
{
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;
}
static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WriteLine(prost(n) ? “DA” : ”NE”);
}
}

Opncename y npetpasn

Hemorm dpoja ce yBek jaibajy y mapy. Ha mpumep, penmoru dpoja 100 oprarmzoBanu no nmaposuMa cy (1, 100),
(2, 50), (4, 25) (5, 20) u (10, 10). Ako je ¢ genwan dpoja n, Aeauial je u 0poj % ITpu ToM, aKo je i > +/n, Taga
je % < v/n. dakie, Baxu cieneha teopema.

Teopema. IIpuponan dpoj n > 2 UMa Mpase JeJMolE KOju Cy Behd WK jeJHAKH BPEMHOCTH /T aKO U CaMO aKO
UMa JIEJMOLIE KO Cy Marbi WM jEJHAKU BPEAHOCTH /7.

OBa TeopeMa HaM J1aje MOryhHOCT 1a peTpary MOTEHIMjATHUX [eUIala PeIyKy jeMo caMo Ha MHTepBal [2, v/n], jep
aKo Opoj HeMa JIe/IITAlla MarbHX WK jeHAKUX BPEIHOCTH +/72, OHJIa HE MOJKE J1a UMa JIeJINIIAla BeRNX WK jeTHAKHMX
TOj BPEAHOCTH, Tj. HEMa MpaBHX Jeriana u mpoct je. OBo je mprMep alropuTMa y KoM ce e(pUKacHOCT 3Ha4ajHO
TIONPaBsba TaKo LITO je eIMMUHUCAH (OZICEUEH) 3HauajaH JIeo MpocTopa MpeTpare 3a KOju MOKEMO Ja JIOKaKeMO J1a
ra HHje HEeOIXOJHO MPOBEpaBaTH.

Cama MMITIEMEHTalMja je jeJHOCTaBHA M 3aCHMBA CE Ha aJITOPUTMY JIMHEapHe mperpare. Y mocedHoj (hyHKIUju
Ha TIOYETKY MpOBEpaBaMo Clienyjaiad ciydaj opoja 1 (ako je n jemHako 1, Bpahamo BpenHoct false). Hakon
TOra, Y MET/bH IIPOBEPABAMO MOTEHIMjAJIHE JIETUOLIE O 2 [0 /7. JeJaH HAuMH 12 OJPEAMMO rOPkbY IPaHHUILy je Ja
yrotpedumo dudnroteuky pyHkimjy Math.Sqrt. Mehyrtum, pan ca peaaum OpojeBuma je Moryhe y MOTIyHOCTH
u30ehu Tako ITo ce yMeCTo yenoBa i < /1 ynoTpedu ycioB ¢ - 4 < n. 3a CBAKy BPEIHOCT 4 IPOBEPABA Ce Ja JIi je
Jemian Opoja ¢ (M3padyHaBameM OCTaTKa IpH Jesberby). UnM ce yTBpOM Aa je ¢ aemian Opoja n (pyHKIMja MOXe
na Bpatu false (TuMe ce yjeqHo MpeKuga U3BpIIaBame newbe). Ha kpajy newse, (pyHKIMja MOXe a BpaTh true,
jep Huje npoHaheH HUjeaH Ae/MOLl Matbk WM jeHaK Of] /7, [1a HA OCHOBY TEOPEME KOj€ CMO JIOKA3aIi HE MOKE
MOCTOjaTH HY jeaH JIeJIUIall U3HAJ Te BPeTHOCTU U OPOj je MpocT.

Crnoxenoct oor anropurma je O(y/n). ObparuTte naxmy Ha TO Ja je 0BO cKpahuBarbe HHTEPBaIa peTpare BEoMa
3Ha4ajHo (ako je Hajehu 6poj oko 10° Tj. oko MUIMjapdy, yMeCTo MIIHjap/y Je/nana moTpedHo je mpoBepaBaT
€aMo BHX KOPEeH U3 MUWIMjapy, IITO je TeK HEIITO U3HAJ TPUAECET XWbaa).

using System;

class Program

{

static bool prost(int n)

{

if (n == 1) return false;
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for (int 1 = 2; 1*1 <= n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;

}
static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine(prost(n) ? “DA” : ”NE”);
}

}

Moryhe je nmpaBuTH U Apyravvje UMIUIEMEHTAIH]je UCTOT aJITOPUTMA.

using System;

class Program

{
static bool prost(int n)
{
int 1 = 2;
while (1 * 1 <= n & n % i1 !'=0)
1++;
returnn>1& 1 * 1 > n;
}
static voild Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WriteLine(prost(n) ? “DA” : ”NE”);
}
}

IIpoBepa camMo HenapHuX dpojesa

Jom jenHa mMoryha onTUMH3anHMja je Ja ce Ha MOYETKY NMPOBEpH Ja JM je Opoj MapaH a Ja ce HAKOH TOora MpoBepa-
Bajy caMo HeTlapHHM JeNUOIH, MeyTnM, Ta ONTHIMHU3aIMja He IOHOCH IpeBuIlie (0dMIa3aK Jo KOpeHa CMamyje dpoj
MOTEHIIMjaIX KaHIuAaTa ca MUIMjape Ha TeK TpUAeCeTak XMbaja, a IpoBepa caMo HeMmapHUX Jeuiana 1aj opoj

CManij Ha IIE€THACCTaK Xubaja, To je Cpa3MEpPHO 3HATHO Maka YHITe)Ia).

Crnoxenoct oBor airoputma je O(y/n), alu ce MPOBEPOM CaMO HEMTAPHUX OPOjeBa KOHCTAHTHH (PAKTOP CMAKUO B

myTa.

using System;

class Program

{

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost

static bool prost(int n)

{
if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti
// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 =3; 1 * 1 <=n; 1 += 2)
if (n% 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;
}
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static void Main()

{

int n = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine(prost(n) ? “DA” : ”NE”);

}
IIpoBepa camo dpojeBa odauka 6k-1 m 6k+1

Iporpam ce jor Mano Moxe yOp3aTH ako ce IIPUMETH J1a Cy CBM IIpoCcTH dpojeBu Behu on 2 u 3 odika 6k — 1 mm
6k + 1,3a k > 1 (HapaBHO, 0OpaTHO He BaXxH). 3aucTa, dOpojeBn odimka 6k, 6k + 2 u 6k + 4 cy cUrypHO apHH Tj.
JIeJbUBH ca 2, dpojeBu odiika 6k + 3 cy mesbuBH ca 3, Tako jia ¢y jequnu mpeoctamm 6k + 1 u 6k + 5, mpu yemy cy
OBU JIpyru cUrypHo odiuka 6k’ — 1 (3a k' = k + 1). Jlaksie, yMecTo [a IIPOBEPABaMO JEILUBOCT Ca CBUM HEMAPHUM
OpojeBrMa MambUM OJ1 KOpeHa, MOXKEMO MTPOBEepaBaTH JIEJBUBOCT ca CBUM OpojeBuMa odnuka 6k — 1 wm 6k + 1,
yrMe n3deraBamMo MpoBepy ca jeAHHM Ha cBaka TpH HellapHa Opoja U IporpaM yop3aMo CXOJHO TOME.

Crnoxenoct ogor aigroputma je O(+/n), anmu ce IpoBepoM camo dpojeBa obimka 6k-1 u 6k+1 KoHCTaHTHU (haKkTOp
CMamHO TPH IyTa y OAHOCY Ha MPBH aJITOPUTaM OBE CIIOXKEHOCTH.

using Systenm;

class Program

{
static bool prost(int n)
{
if (n==1 ||
(n%2==028%n!'=2)]]|
(n%3==08&%&n !=3))
return false;
for (int k = 1; (6*%k - 1) * (6*%k - 1) <= n; k++)
fF(n%((6*k+1)=01]]n%(6*k-1)==0)
return false;
return true;
}
static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WriteLine(prost(n) ? “DA” : ”NE”);
}
}

AKo je noTpeOHO 3a BUIlE dpojeBa 0JjeJHOM MPOBEPUTH [1a JI CY MMPOCTHU, YMECTO IIPOBEPABaba CBAKOT I10 jeJMHAY-
Hor, dosbe je yrnoTpedutn EpatocteHoBO cuto. Taj anropuram je ommcaH y 3agataky EpatocteHOBO cuto.

3anarak: Hajoamku mpoct 0poj

AyTOp 3aaTaka 3a TAKMUYEHe Tpeda Ja cacTaBu TeCT MpUMEp 3a MPOrpam KOju UCTIUTYje 1a JIU je AaTu Opoj MpocCT.
[ToiuTo )enu aa ucnuTta NporpaM Ha NpUMepuMa pasHe TeXUHe, MOTPeOHO je Ja OApeArd HEKU MPOCT Opoj Koju je
dnm3y munmjape, HeKM Koju je dnmsy muimoHa U camdHo. Ilomosu My Tako mTo hern HammcaTy mporpam Koju
onpelyje HajOMmKM mpoct Opoj yHETOM Opojy.

Vaaz: Ca craniapaHor yiasa yHocu ce opoj n (1 < n < 109).
HN3zna3s:

¢ AKo je Opoj n MpocCT, UCTIUIIY MOPYKY prost broj m BpeaHocT dpoja n 0fBOjeHE pa3MaKOM.

* AKko noctoje 1Ba Opoja Koja cy Ha ICTOM pacTojamy o1 dpoja n ucruiy nopyky dva broja m mpocte dpojese,
oJIBojeHe pa3manuMa. Mcrnmcatv pBo MawU, na oHAa Behu npocT opoj.

* AKO je jeqMHCTBEH HajOyKu IpocT Opoj Mamy o Opoja n MCHUIIM NopyKy manji broj u BpegHocT TOr
Opoja, pa3BojeHe pa3MaKOM.

¢ AKo je jequHCTBeH Ha jommku mpoct Opoj Behu o dpoja n vcnmmmm nmopyky vecil broj u BpemHoct tor Opoja,
pa3zBojeHe pa3MaKOM.
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IIpumep 1 IIpumep 2 ITpumep 3

Vaaz Hznas Vaaz Hznas Vaaz Hznaz

12 dva broja 11 13 19 prost broj 19 24 manji broj 23
Pememe

dyHKIHjy KOjOM ce poBepasa Aa JIU je JaTu Opoj IpocT MokeMo Mpey3eTu u3 3agatka [Ipoct 0poj. Ca Tom pyHK-
IIIjOM Ha pacrioyaramwy, IMIUIEMEHTaLlja pellieha MpeIcTaB/ha Majly BEKOY aJlrOpuTMa JIMHEapHe IpeTpare H Jio-
TMYKHX yCJIOBa ¥ rpaHama. HakoH yunTaBama Opoja n MpoBepaBaMo Ja JIM je OH IMPOCT. AKO jecTe IpHKa3yjeMo
onrorapajyhy mopyky, a ako Hje, OH/ia 3aIlI0YHEBEMO TIPeTpary 3a Ha jONIMKUM IpocTUM OpojeBuMa Tako mro hemo
y IpPBOM KOpaKy npoBepaBaTu OpojeBe n — 1l un+ 1,y npyromn —2un + 2, y rpehem n — 3 u n + 3 1 Tako aawe,
CBe JIOK He HauleMO Ha HeKH Opoj Koju jecte mpoct. [lakie, oip:xkaBaMo MPOMEHJBUBY k Koja kpehe of1 1 1y cBakoM
Kopaky rembe ce yBehasa 3a 1, nposepasajyhu rpu Tom OpojeBe n — k un + k. Y cBakOM KOpaky IeT/be HEMOXIHO
je ma m Mamu 1 Behn ipoct Opoj Oymy mpoBepeHu, Ja O ce MOIJIa TPHjaBUTH oAroBapajyha mopyka ako cy oda Ta
dpoja mpocra. Ilprarkom ymarmHBamba Tpeda duTi 00a3puBH M IOBECTH padyHa Ja Opoj KOju ce mpoBepana He dyje
HeraTuBaH (IIpe MpoBepe Opoja mpoBepaBaMo jaa ju je n > k). IleTba ce 3aBpIaBa Kajia ce JecH Ja je HeKH Off
dpojesa n — k wm n + k mpocr.

using System;

class Program

{
// funkcija koja proverava da li je dati broj prost

static bool prost(int n)

{
if (n <= 1) return false; // brojevi <= 1 nisu prosti
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti
// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 =3; 1 * 1 <=n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;
}

static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
if (prost(n))
Console.WriteLine(”prost broj
else

{

2

+n);

bool manjileProst = false; // jos nije pronadjen prost broj manji od n
bool vecilJeProst = false; // jos nije pronadjen prost broj veci od n
int k = 1; // rastojanje od broja n
// dok nismo nasli prost broj manji ili veci od datog
while (!manjiJeProst && !veciJeProst)
{
if (n >= k && prost(n - k)) // da li je n-k pozitivan i prost broj
manjiJeProst = true;
if (prost(n + k)) // da li je n+k prost broj
vecilJeProst = true;
if (manjiJeProst && veciJeProst)
// dva prosta broja su na istom rastojanju
Console.WriteLine(”dva broja” + > ” + (n - k) + 7”7 + (n + k));
else if (manjiJeProst)
// manji broj je prost
Console.WriteLine(”manji broj ” + (n - k));
else if (veciJeProst)
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// vecil broj je prost
Console.WriteLine(”vecil broj ” + (n + k));
k++; // uvecavamo rastojanje

}

3anarak: EpaTocTeHOBO cHTO

Harmum nporpam koju oapebhyje 6poj mpoctux dpojeBa y uHTEpBaty [a, b] ¥ HUXOB 30Mp (ako 30Up UMa BHUIIE O
6 ucapa, ucrucaTy caMo HoceJbux 6).

Vaaz: Ca craniapaHor ysiasa yHoce ce dpojesu a u b (1 < a < b < 107), cBaku y ocedHOj TMHUjH.

WN3na3: Ha cranpapaHoM M3nasy NMpUKA3aTH y jeIHOj JMHUjU, OJBOJEHU jeJHUM OJIAHKO 3HAKOM, OpOj MPOCTHUX
Opojesa u3 unTepBaia [a, b| u TpaxeHu 35up.

ITpumep

Vaaz Hznaz

1 168 76127
1000

Pememe

Ilojeaunaune nmposepe NpocTux 6pojena

Ouurnenat aaropuram 3a ojipehuBame CBUX MPOCTUX OpojeBa U3 HEKOT MHTEpBaJia jecTe Jia ce 3a CBaKK Opoj U3 TOT
HMHTEpBaJIa [0 jeAMHAYHO TPOBEPHU [1a U je mpocT. OBO Moske OuTH ypaheHo y3 nomoh anroputma 1j. (pyHKIHjE KOjy
cMo onucaiy y 3aaatky [Ipoct Opoj.

Ha ocnoBy cnienudukaiiyje 3aiaTka noTpedHo je oApeauTH HajBuile 6 mociaeqmux mudapa 30upa cBUX MPOCTUX
OpojeBa U3 UHTEpBaa [a, b], 1TO, je eKBUBANEHTHO oapehuBary 301Mpa TX dpojesa o moayy 10°. Hauwme, Baku
(a + b)modm = (amod m + bmod m) mod m. To je neraspHo onmcano u kKopuinhibeHo y 3amatky Ornepariyje
110 MOLyJsy. Y MeTbU IPOIa3iMO KpPo3 CBe OpojeBe of1 a A0 b, BpIMMO (PUITPHpake Ha OCHOBY yCJIOBA Ja je Opoj
MIPOCT U BPUIMMO Opojame 1 cadupame 100ujeHe (puarpupane cepuje.

HanomeHnMo Ja ce 30Mp padyHa Tako LITO Ce Ha MOYETKY WHULIMjaIK3yje Ha HyJy, a 3aTHM Ce y CBAKOM KOpaKy
u3pauyyHaBa cabupare 30upa 1 Tekyher npocror dpoja o momysty 106 (zbir = (zbir % 1000000 + p % 100000) %
100000). TTomro he y cBakom Kopaky 361p duti Mamu o1 105, 1 moImTo He HOCTOj1 OMACHOCT OJ1 IPeKopauera Kajaa
ce y 003up y3Me MakCUMaslHa BpeIHOCT MPOCTUX OpojeBa Koju ce cadupajy, IpeTXOJHH KOpaK ce MOXe 3aMEeHUTH
KopakoM zbir = (zbir + p) % 1000000.

AKoO ce TIpoBepa Ja JId je JaTd Opoj k MPOCT BPIIM Y CIOKEHOCTH O(\/E), Taga je OBaj aJropuTaM CJIOKEHOCTH
O((b — a)v/b). Axo je uarepsan odmaka [0, n], cnokenoct je O(n/n).

using System;

class Program

{
// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
static bool prost(int n) {

if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti

// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; 1*1 <= n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

static void Main()
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{
// ucitavamo granice intervala
int a = int.Parse(Console.ReadlLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
// odredjujemo broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
int zbir = 0, broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; i1++)
if (prost(i))
{
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;
}
// prijavljujemo rezultat
Console.WritelLine(broj + ” ” + zbir);
}

EpaTOCTeHOBO CUTO

Bosbu pesynrar o MCIUTUBAaKA 32 CBAKU OPOj MOjeIMHAYHO /1A JIU je IPOCT MOXe ce T0OUTH IPUMEHOM aJITOpUTMa
no3HaTor kao EpatocteHoBO cuto. OCHOBHA Hjieja aaropuTMa je Ja ce IpBO Hamuilly cBU OpojeBu o 1 go garor
0Opoja n, 3aTiM Aa ce npelpta Opoj 1 (jep oH no AepUHULIMjU HUje MTPOCT), HAKOH Hhera CBM YMHOLUIM Opoja 2 (HUCy
MIPOCTH 3aTO IITO Cy AEJbUBH ca 2, JOK Opoj 2 ocTaje HeIllpelpTaH jep je OH MPOCT), 3aTHM YMHOIIIH Opoja 3 (HuCy
MIPOCTH jep Cy AeJbUBH OpojeM 3), 3aTUM YMHOIIIM Opoja 5 (HHUCY MPOCTHU 3aTO IITO CY Je/bUBH OpojeM 5) U Tako
Jasbe.

EdurkacHa nmIieMeHTarmja oBor aJropuTMa fnoapa3syMeBa HEKOJMKO ojiceriama (KojuMa ce u30eraBa MOHAB/bAbE
WCTHX Ollepalyja BUILE IyTa U aCUMIITOTCKH yOp3aBa ajropuram).

[IpBo, yMHOIIIKE C0KeHUX OpojeBa HemMa NOTpede MOCedHO MpelpTaBaTH jep Cy OHU Beh MpeLpTaHu TOKOM MperpTa-
Barba YMHOXaKa HEKOT' OJ] lMXOBHX IPOCTHX (pakTopa (Ha mpumep, HeMa noTpede MmocedHo NpenpraBaTé YMHOIIIKE
dpoja 4 jep cy oHm Beh mperpTaHu TOKOM IperpTaBamba YMHOKaKa Opoja 2).

Jpyro, IpIIINKOM TIpenpTaBama YMHOKaKa Opoja d TOBOJBHO je KpeHyTH of d - d jep cy Mamu yMHOIIM Beh mpe-
LpTaH! paHuje (CBU MMajy mpase (pakTope Mame of d). 3aTo je HOTpedHO je /1a ce MOCTYMaK MOHABJba CaAMO JIOK Ce
He IMpelpTajy yMHOIIIM CBUX MIPOCTUX OpojeBa Koju HUCy Behu ol kopeHa dpoja n. 3a dpojeBe Behe o KopeHa of
n MpelpTaBame OU KPEHyJIo O] BbUXOBOT KBajipaTa Koju je Behu 011 n, Ia je jacHO J1a ce HU 3a je/laH O ’bUX HUIITA
JOJaTHO He O mperpTao.

bpojeBu koju cy octanu HeNpeLupTaHu cy NpocTy (jep 3HaMO Aa Hemajy MpaBUX Ae/uialia MambUX WK jeHaKuX
KOpEeHy 0J 7, T1a CAaMMM THM M MambUX WIM jeJHAKNX CBOM KOpPEHY, a IOIITO HeMajy JeJIMjala UCIOoA BPeAHOCTH
KOpeHa, HeMajy MpaBuX JeJrIalia HA U3Ha BpeAHOCTH KopeHa). Ta Teopema je nokasaHa y 3amaTky [Ipoct Opoj.

[prka)xuMo Kako ce OBIM aaropuTMom oapelyjy ceu npoctu dpojesn ox 2 1o 50. Kpehemo o myHe Tadene y k0joj
cy ymucanu cBu Opojesu of 2 1o S0.

2 3 4 5 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

YV npBOM KOpaky IperpTaBaMo CBe YMHOIIKe Opoja 2 (ocuM camor dpoja 2).

2 3 .5 .7 .9
11 .13 .15 .17 . 19
21 .23 .25 .27 .29
31 .33 .35 .37 .39
41 . 43 . 45 . 47 . 49

V HapeHOM KOpaKy MpenpraBaMo cBe YMHOIIIKe Opoja 3, KpeHYBIIH Of] BeroBor keazapata Tj. og 9 (dpoj 6 je Beh
MpelpTaH Kao YMHOXaK Opoja 2).
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.2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
. .23 .25 . . .29
31 . . .35 .37 . .
41 .43 . . .47 . 49

YMHomke dpoja 4 He mperpTaBamMo, jep je OH MpelpTaH (11a caMUM TUM U CBU H-eTOBH YMHOIIIIIH).

YV HapegHOM KOpaky IpeLpTaBaMo CBE yMHOIIKe Opoja 5, KpEHYBIIN Off BEeroBOr KBajpara Tj. Opoja 25 (YMHOIIH
2-5,3-5u4-5 cyseh mpenprann).

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
o023 . . . . .29
3t . . .0 03T ..
41 .43 . . .47 . 49

YmHomke Opoja 6 He mpernpTaBamMo, jep je OH MpenpTaH (I1a CaMUM THM M CBU HETOBM YMHOIIILIH).

[IpenpraBamo ymHoIIIKe dpoja 7, KpEHYBIIIU OJ] HeroBOI' KBajpara Tj. dpoja 49.

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
.o.23 . . . . .29
3T . . .. 03T L.
41 .43 . . .47 . 49

YMHoIke dpoja 8 He MmpenupTaBaMo, jep je OH MpeupTaH (Ma caMuM TUM U CBU HeroBU yMHoOIIIM). MehyTum, npe-
LpTaBame OU KPEHYJIO Of] IeroBor KBajapara. M 3a cBe HapeaHe OpojeBe MpelpTaBame kKpehe o/l bUXOBOT KBaJparTa,
MehyTHM, Taj kBaapar je Beh BaH Tadesne (jep je Behu o 50), na ce nmocTynak Moxe 3aBpuTH. IIpeoctanu dpojesu
Cy IIpOCTH.

[IpeupraBame dpojeBa MojaeaoBaheMo HU30M (UM BEKTOPOM) KOjU CaIPKU JIOTUUKE BPEAHOCTU (BPEJHOCTU TUIIA
bool) n npenprane dpojese o3nauaBahemo ca false, a Henpenprane ca true. OnpehuBame mpoctux dpojesa (1o-
Mohy oMeHyTOr Hu3a Tj. BeKTopa) peanm3oBalieMo y 3acedHO]j (PYHKIWM]jH, jep Ta (PYHKIMja MOXKe OUTH KOPUCHA U
y MHOTYIM HapeJHUM 33/1alliMa.

Penmmo u na je de3 od3upa Ha To mMTO Cy HamMa MOTPedHM camo OpojeBn M3 MHTepBaia ox a 1o b, y EparocreHo-
BOM CHTY NMOTpeOHO BPILIWTH aHAIN3y CBUX OpojeBa u3 nHTepBaia o 0 1o b (jep ce mpenpTaBame MOpa BPIIUTH U
OpojeBrMa Mam¥M Off a).

AHanu3a CJI0KeHOCTH je KOMIUIMKOBaHWja U 3axTeBa ojipeheHo (loaylie Beoma eJleMeHTapHO) M03HABabe TEOpH]je
dpojera. [IpomeHnMo Opoj M3BpIIABaKA Tea YHYTpAIIbE MeT/be. Y MOYETHOM KOPaKy CHOJbHE MeT/be MperjpTaBa
Ce OKO 7 eJIeMeHaTa. Y HapeHOM, OKO 7. Y HapeJHOM KOpaky je 0poj 4 Beh npeupra, na ce He NpelpTaBa HUILTA.
Y HapeaHOM ce NpenpTaBa OKO ¢, HAKOH TOra OIET HHIITA, 3aTUM = UT/. Y MOCIEHEM KOPaKy Ce NPelpTaBa OKo

- enemenara. lakie, Opoj npenpraBama je HajBuIle

vn
n n n n 1

§+§+g+ .+ﬁ—n dl;ﬂd

A<y

Bpoj je 3ampaBo 1 MamH, jep IPHIMKOM IpelpTaBamba y YHYTpalllhoj IeT/bH TpeLpTaBae He kpehemo ox d, Beh
on d?, anu 3a notpede Nakier ofpehuBama ropbe rpaHuLe CI0KEHOCTH KOPUCTHREMO MPETXOHY OLIEHY.

Jom je Bermku Ojnep otkpuo ma ce 3omp H(m) = 14+1/2+1/3+...+1/m=>,. . % (TakO3BaHU XaPMOHHJCKU
30Mp) aCHMIITOTCKY TOHAIIA CIIYHO (pyHKIjH log m (pa3nuka m3mel)y oBe 1Be (PyHKIH]je TekHu Tako3BaHOj Ojiep-
MackepoHujeBoj KOHCTaHTH v ~ (.5772156649), ma caMum THM 3HaMO [a Taj 30Mp AuBeprupa. Takohe, OTKpHo
je 1a Kaja ce cadupare BpIIM caMo IO MPOCTUM OpojeBuMa, Taja ce 30up IMoHaIla Kao JIOrapuTamM XapMOHHjCKOT
30upa, 1j. kao loglogm (ma je u oH auBepreHTaH). [lakie, y Halem MpUMepy MOXKEMO 3aKJbYYHTH 1a je Opoj
npelpraBama jemHak n - loglog v/n. Tomro je loglog+/n = loglog n: = log (% log n) = log% + loglogn,
TIOJ] IPETIIOCTABKOM J1a je cabupame OpojeBa (Koje ce KOPUCTH Y MMILIEMEHTALIM]H NIET/bU ) KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH,
Baxku 1a je coxkenoct Epatocrenosor cura O (n-log log n). Mako Huje nuHeapHa, dyHkimja log log n Tonmko ciopo
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pacre, Jia ce 3a CBe pakTU4He noTpede EpaTocTaHOBO CUTO MOJKe CMaTpaTH JJMHEAPHUM Y OJHOCY Ha 1. (IITO je JocTa
CIOpHje camo OJ] NCTIMTHBAKA JIa JIU je Opoj n mpocT, mTo uma cnoxkeroct O(+/n), anum je Opxke o MPOBEpaBama
CBAKoOr Opoja NojeuHavHo Koje je cnokeroctr O(n./n)).

using Systenm;

class Program
{
// funkcija koja popunjava logicki niz podacima o prostim brojevima iz
// intervala [0, n]
static voild Eratosten(out bool[] prost, int n)
{
// alociramo potreban prostor i1 postavljanje da su svi brojevi prosti
prost = new bool[n+1];
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
prost[i] = true;
prost[0] = prost[1] = false; // 0 i 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 =2; 1 * 1 <= n; 1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prost[i])
{
// precrtavamo umnoske broja i1 i to krenuvsi od 1*i
for (int j=1*1; j<=n; j+=1)
prost[j] = false;
}
}
static void Main()
{
// ucitavamo granice intervala
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
// odredjuemo proste brojeve u intervalu [0, b]
bool[] prost;
Eratosten(out prost, b);
// odredjujemo broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
int zbir = 0, broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; 1++)
if (prost[i])
{
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;
}
// prijavljujemo rezultat
Console.WritelLine(broj +

EXIEY]

+ zbir);

}
3aparak: 30up nNpocTUX NPOCT

Harmum nporpam Koju 3a atu npupojan 6poj n oxpelyje KoJIMKo UMa mapoBa IpocTux dpojesa (p, ¢) TakBHX Ja
jep < qup+ q < n jeTakohe mpocr.

Vaaz: Ca craHiapaHor yiasa ce yuurasa 6poj n (1 < n < 10°).

M3aa3: Ha cranpapaay w3ia3 UCOKUCATH TpakeHU Opoj MmapoBa, Takas 1a je p + q < n.

IIpumep 1
Yaaz Hznaz
6 1

85



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

Objawroerve

Jenunu nap koju 3amoBosbaBa yciose je (2, 3), jep je 5 < 6 mpoct dpoj.
IIpumep 2

Yaas

100

Hznaz

8

Pememe

IIposepa cBuX naposa

Pememe rpydom cuiiom nojpasymeBa Ja ce 3a cBaku map dpojeBa 2 < p < ¢ < n — p IpPOBEpH 2 JIM UCITyHba-
Ba ycsoBe 3ajaTka. Hadpajame mapoBa MOXeMO BPIIMTH YrHeXDeHNUM MeT/bama, a MpoBepy Ja Jiu je Opoj mpoct
ITOPUTMOM OITMCAHKUM Y 3a1aTKy [IpocT Opoj.

Tormro ce mpoBepa Jia I je 1aTu Opoj MpocT peanusyje y Bpemeny O(y/n), a Taksux naposa uma O (n?), clokeHOCT
osor npuctyna je O(n?,/n).

JegHy many onTumMm3anyjy MoxeMo rnoctuhn KopumhemeM ofcenama — ako Opoj p HHUje MPOCT, HemMa MoTpede Ja
nokpeheMo yHyTpallltby IIeT/by U Ja IPOBEpaBaMoO pa3au4uTe BpeaHocTy q. [omro npoctux dpojeBa Mamux of n
MMa OTIPUITMKE 5o, OBUM Ce NPorpam yop3aBa aCUMIITOTCKH, alli, HAKANIOCT, CaMo 3a (akTop log n.

using Systenm;

class Program

{
static bool prost(int n)
{
if (n < 2)
return false;
for (int d = 2; d*d <= n; d++)
if (n % d==0)
return false;
return true;
}
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int brojParova = 0;
for (int p = 2; p <= n; p++)
if (prost(p))
for (int q = p+1; p+q <= n; q++)
if (prost(q) && prost(p+q))
brojParova++;
Console.WritelLine(brojParova);
}
}

EpaTOCTeHOBO CUTO U IIpoBE€pa CBUX MMapoBa

OnpebhuBame cBUX NpocTHX OpojeBa u3 uHTepBata [0, n] Moxemo ypaautn edukacHo EpatocteHOBUM cHTOM (K20
y 3agatky EparoctenoBo cuto). HakoH Tora 3a cBe nmapose 2 < p < ¢ < n — p MOXEMO IIPOBEPUTH J1a JIU 3a/I0BO-
JbaBajy yCJIOB TaKO IITO MTPOBEPY MPOCTOCTH jako Op30 BPIIMMO HA OCHOBY HHU3a KOjU je M3T€HEepHCaH MOCTYITKOM
EparocreHoBor cura.
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Cnosxenocr EparoctenoBor cuta je O(nloglogn). HakoH KOHCTpyKIHMje HHM3a, 33 CBAKH €JIEMEHT MOKEMO y Y
KOHCTaHTHO] CJIOEHOCTH MPOBEPUTH Jia JiM je TpocT. Mehytum, naposa kaumuaata uma O(n?), ma BpeMeHOM
M3BpLIaBaka JOMUHUpA (baza MpoBEpe CBUX NApoBa U yKyIMHa ciloxkeHocT je O(n?).

using Systenm;

class Program
{
static bool[] eratosten(int n)
{
bool[] prost = new bool[n+1];
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
prost[i] = true;
for (int d = 2; d * d <= n; d++)
if (prost[d])
for (int j =
prost[j]
return prost;

d*d; j<=n;J+=4d)
= false;

}

static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
bool[] prost = eratosten(n);
int brojParova = 0;
for (int p = 2; p <= n; p++)
if (prost[p])
for (int q = p+1; p+q <= n; q++)
if (prost[q] && prost[p+q])
brojParova++;

Console.WritelLine(brojParova);

Opcename HA OCHOBY INapHOCTH

EdukacHocT ce 3Ha4ajHO MO2xe MOMpPaBUTH ofceliatbeM. Hanme, Mosxe ce MpUMETHUTH [a aKo CY P U ¢ IPOCTU dpojeBU
Behu of1 2, oHM cy HemapHH, a 30up [Ba HemapHa Opoja je mapaH Opoj, Koju je curypHo Behu ox 2. 3aTo BUXOB
30up He Moxe jaa Oyze mpoct. Omamie crieny aa Opoj p CUTYpHO Mopa fa dyne jeqHak 2, a MUTame ce CBOIM Ha
MpOHaJIaAXeme CBUX OpojeBa 2 < ¢ < m — 2, TaKBHX Jla Cy ¢ ¥ ¢ + 2 TPOCTH (TO Cy TaKO3BaHM MPOCTU OpojeBn
OonmzaHLy.

OnpehuBarme CBUX IPOCTHX OPOjeBa MAKX WK JEIHAKHX OJ] 72 MOKEMO YPaiuT EpaToCTEHOBMM CUTOM, Y BpEMEHY
O(nloglogn). HakoH Tora npoHaja3ak napopa OJn3aHalia MOXEMO YPamguTH y gogatHoM Bpemeny O(n), Tako aa
EparocTeHOBO CUTO IOMHHUPA LIETMM aJITOPHTMOM.

using Systenm;

class Program

{

static bool[] eratosten(int n)

{

bool[] prost = new bool[n+1];
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
prost[i] = true;
for (int d = 2; d * d <= n; d++)
if (prost[d])
for (int j

=d*d; j<=n;J+=d)
prost[j] =

false;
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return prost;

}

static void Main(string[] args)

{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
bool[] prost = eratosten(n);
int brojParova = 0;
int p = 2;
for (int q = p+1; p+q <= n; q++)

if (prost[q] && prost[p+q])
brojParova++;

Console.WriteLine(brojParova);

}

}

3anarak: Beaukn npoctu dpojeBu

Hanwimm nporpam koju ucnucyje cBe npocte OpojeBe mehy yHetuma. Ilporpam Mosxe [1a Orpeniy y Majaom Opojy
ciy4dajeBa, ajau Tpeda aa panu Op30.

Vaa3: Cpaka JMHHMja CTaHAAPIHOT yJa3a (uMa ux Hajsuie 1000) caapxku jeaan npuponan 6poj Mamu of 1015,

W3na3: Ha crangapaau n3ias MCIMcaTH OHE YHETE OpojeBe KOjU Cy MPOCTH.

ITpumep
Vaaz Hznaz
7916413003241 7916413003241

16819606497999 33711348088423
33711348088423 60894005190391
99222770171192
60894005190391
4917349288929

Pememe
IIpoBepa geaniana

3a cBaKM y4UTaHU OpPOj MOXKEMO IPOBEPUTH Ja JIU je MPOCT, KopUllhewmheM poBepe AeIuIala, Tj. NOCTyNaKa Onu-
caHux y 3agatky [Ipocr Opoj.

using Systenm;
using System.Numerics;

class Program
{
static BigInteger stepen(BigInteger a, BigInteger n, BigInteger m)
{
if (n == 0)
return 1;
else if (n % 2 == 0)
return stepen((a * a) ¥ m, n/2, m);
else
return (a * stepen(a, n-1, m)) % m;

}
static ulong RandomLong(Random rnd, ulong min, ulong max)
{
return (ulong)(rnd.NextDouble() * (max - min + 1) + min);
}
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static bool fermaovTest(ulong p, int k)
{
if (p == 1) return false;
if (p == 2 || p == 3) return true;
Random rnd = new Random();
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
{
ulong a = RandomLong(rnd, 2, p-2);
if (stepen(a, p-1, p) != 1)
return false;

}

return true;

}

static void Main(string[] args)

{

string linija;

while ((linija = Console.ReadlLine()) != null)
{
ulong a = ulong.Parse(linija);
if (fermaovTest(a, 100))
Console.WriteLine(a);

(I)epMaOB TECT IPUMAJTHOCTH

JenaH BeoMa jemHOCTaBaH MPOOAOMIIMCTUYUKY TECT MPHUMAJHOCTH 3aCHOBaH je Ha Mayioj depMaoBoj TeopeMu Koja
TBPIM J1a 32 IPOCT OpOj p ¥ MPOM3BOJbaH OPOj a KOjU HHUje NebUB OpojeM p BaXu

a?'modp = 1.

Ha npumep, ako je p = 7 u a = 4, Baxu 1a je 4° = 4096 = 585 - 7+ 1 1j. ma je 4mod 7 = 1.

Jenan Beoma Jiern, a Kpajibe elieMeHTapaH HaurH J1a ce lokaxe Masia PepmaoBa Teopema je Jia ce pa3MoTpe CBe HUCKE
Jy’KHHE p y KOjUMa ce jaBibajy cJioBa U3 a3dyke Koja uMa a cumdona. TakBux Hucku uma aP. Ha npumep, ako je
p=3ua = 2, t0ocy Hucke XXX, XXY, XY X, XYY, YXX, YXY,YYX uYYY. 3amuciumo cana
Jla Cy CJIOBa CBaKe HHCKe HaNWCaHa Ha Kpyry. ThMe cBe JaTe HHUCKe eJIMMO y ofapeljeHe rpyme Tako Ja JBe HUCKEe
MIpUTIaJajy UCTOj TPYIH aKO M CAMO aKO Ce I00Mjajy YATamheM CIIOBA ca MCTOT Kpyra. Y jeqHoj rpymu je camo X X X,
yapyrojcy X XY, XY XuY XX, yrtpehojrpymucy XYY, YY X uY XY, nok je y nocienmoj, 4eTBpTOj rpynu
camo YYY. V¥ onmrem cinydajy nocrojahe a rpyma Koje ¢y jemHowIaHe U 'y buMa he dUTu HUCKe Koje calipke p
TIOHaBJ/bama jeIHOT ucTor cuModoia u3 azdyke. CBe ocrase rpyne nmahe no p eneMenata. Havme, ako du ce 3anmc nat
Ha HEKOM KPYTy MOT'a0 IIPOYHTATH Ha [[BA FICTa HAYMHA KPEHYBIIH OJI IBA Pa3JIMUKTA CJIOBA, Taja OU Taj 3aIuc MOPao
OWTH MepruoANYaH ¥ MepUOA O1 MOpao [a Jenw Oy KUHY HUCKe. MeljytiM, momTo je p mpocT Opoj, BeroB jeANHA
JesoLy ¢y 1 1 p, Tako Ja cBaKa Ipyna uMa Wiv 1 Win p pa3inInTHX eneMeHarta. Jlakie, Baxu fa je a? = - p + a,
rjie je  Opoj rpyma ca 1o p eneMeHara, 1a je a’ —a = x - p 1j. ma je a(a?~! — 1) = x - p. TowrTo a Huje AeHUBO
ca p U He MOXe J1a MMA 3ajeJHUUKUX TIpocTuX (pakTopa ca muM (jep je p mpoct), cieau aa aP~1 — 1 mopa ga dyne
JIeJbUBO ca p, TMITO je ypraBo TBpheme Mane PepmaoBe TeopeMe.

Hanpeanuju nokasu 3acHoBaHU cy Ha JlarpaHxoBoj TeopeMu Teopuje Tpyna. Haume, octaiu no Moayny p Tj. opo-
jesu {1,2,...,p — 1} uuHe rpymy MpH OMeparji MHOKEHbA 110 MOAYIY p (HaJakKere MHBEep3a CBAKOI eJleMeHTa
OMMHUCaHO je y 3amatky Mojynapau uHBep3). Pem Omito kor eleMeHTa a U3 OBOT CKyIa je HajMamu Opoj k Takam
na je a* modp = 1 u Ha ocHoBy JlarpaHxkoBe TeopeMe pejl eJleMeHTa MOpa Ja Je/M Pejl Ipyre Tj. Opoj HeHuX
eneMeHata Koju je p — 1. Jlakre, Baxu ma je a? ' mod p = a*™ mod p = (a*)™ mod p = (a* mod p)™ mod p =
1™ modp = 1.

Masa ®epmaoBa TeopeMa MOXe ce CXBATUTH U Kao crietjainau ciydaj OjinepoBe Teopeme (KOjy OIMKECYjeMo y 3a/a-
mma Moy napan unBeps u Ojneposa (dhyHKImja) Koja kake ma je a®™ modn = 1, rae je ¢(n) dpoj enemenara
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KOJH Cy y3ajaMHO TIpocTH ca OpojeM n. AKO je m ImpocT Opoj W ako ra odesexkuMo ca p, Tajaa je Opoj y3ajamHO
MPOCTHX OpojeBa y OJHOCY Ha Wera jefHak p — 1, oakie TUpeKTHO ciieau Mana depmaoBa Teopema.

oo n3nokunnan Moxe dUTH BEJMKH, CTETIEH 110 MOYJTy MOPaMO pavdyHaTH aJITOPUTMOM OP30T CTETIEHOBaha, KaKo
je ommcano y 3a1atky CTenen 1o MoyJy.

Jla ducmo uzpadynamm a2 mod p, Mokemo ipuMenuTH popmyay ((a mod p) - (a mod p)) mod p, MmehyTum, u'y Tom
cJlydajy MOpaMo MHOKHTH JBa 64-6utHa Opoja (jep 300r orpannyemsa aa je p < 1015, 3a mweroBy penpesenTtanujy
Mopamo ynoTpedutu 64-0utHe dpojere). [IponsBox n1Ba 64-duTHA Opoja MOKe JTAKO IPEKOPAYNTH oricer 64-OUTHHX
OpojeBa U 3a pernpe3eHTalyjy OBOT IPOM3BO/IA, Ipe MPOHATaXemha OCTaTKa IPH AeJbEbY ca P, MOPaMO yIOTpeOuTH
Oap 128-dutHu TUN MojaTaka.

Jesuk C# nmema 128-duTHe menmoOpojHE THIOBE, and MOXeMo yrorpedutn Tun BigInteger u3 Oudimorteke
System.Numerics.

using System;

class Program

{
static bool prost(ulong a)
{
for (ulong d = 2; d*d <= a; d++)
if (a % d==0)
return false;
return true;
}
static voild Main(string[] args)
{
string linija;
while ((linija = Console.ReadLine()) != null)
{
ulong a = ulong.Parse(linija);
if (prost(a))
Console.WritelLine(a);
}
}
}

3aparak: Bpoj npocTux y uHTepBajginma

Hanvmm nporpam koju dp30 Moske Ja yTBPAY KOJIMKO Y JaTUM MHTepBaJuMa MPUPOAHKUX OpojeBa NMa IMPOCTHX.

VYaa3: Ca crangapisor ynasa ce yuurasa opoj n (1 < n < 10000) xoju npeacrasiba Opoj UHTEpBasa, 3aTUM, Y
HapeHUX N JMHKja 1o jBa Opoja a u b (1 < a < b < 10°) koju npeacTaBbajy Kpajese 3aTBOPEHOT MHTEpBAA
[a, b].

W3na3: Ha cranpapauy n3nas UCIKACATH 1 IPUPOIHUX OpojeBa (CBakM y MOCeOHOj JIMHUjU) KOjU NPecTaBibajy Opoj
HpOCTHX DpOjeBa y CBAKOM HHTEpBaNy [a, b).

ITpumep

Yaaz Hznaz
3 25

1 100 143
100 1000 1061
1000 10000

Pememe

JIMpeKTHO pelnieme

HavBan HauwH 12 ce 3aJaTak penly je Jia ce yIuraBa MHTepBal [0 HHTepBa [a, b, 1a ce y NeT/bU aHAM3UpPajy CBU
OpojeBu o a 10 b, Na ce 3a cBakM NOMONHOM (PYHKIIMjOM IIPOBEpaBa Jia JIM je MPOCT (TaKBY (PYHKIMjy CMO BHACIH,
Ha TIpuMep, y 3aaaTKy [Ipoct 0poj), i 1a ce dpoje OHU KOjU TO 3a10BOJbaBajy. Beauku mpodieM OBOT peliena je
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TO 1TO he ce 300r OUeKMBAHOT MpeKJiaNaba MHTEPBaia 3a MyHO OpOjeBa BHIIE MyTa UCIIUTUBATH a JIU Cy MPOCTH.
CrokeHOCT OBOT TOCTYIKA y HajropeM ciy4ajy je O(n - m - v/m) rae je n Opoj unrepBana, a m Hajsehu opoj y
utepBauMa. C 003upoM Ha orpaHuuema n < 104, am < 109, JacHo je J1a o1 oBaj MOCTYMaK Oy3€0 IyHO BpeMeHa.

using System;
using System.Ling;
using Interval = System.Tuple<int, int>;

class Program

{
// funkcija ispituje da li je broj prost
static bool prost(int n) {
if (n < 2) return false;
for (int 1 = 2; 1*1 <= n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;
}
static void Main()
{
// broj intervala
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// ucitavamo interval
string[] s = Console.ReadLine().Split();
int a = int.Parse(s[0]);
int b = int.Parse(s[1]);
// brojimo proste brojeve u njemu
int brojProstih = 0;
for (int j = a; j <= b; j++)
if (prost(j))
brojProstih++;
// ispisujemo rezultat
Console.WritelLine(brojProstih);
}
}
}

EpaTo CT€HOBO CHUTO

EpartocTeHOBMM CUTOM KOje CMO NMpHUKa3aIn y 33JaTKy EpaTocTeHOBO cTo Moryhe je MHOro Opske UMILJIEeMEHTHPaTH
WCTOBpEMEHY MPOBEpPY /a JIM Cy CBU OpOjeBM 0 HEKe JiaTe IpaHulie NMPOCTH. Y MoYeTHOj (azu ce Kpeupa HU3
JIOTMYKMX IPOMEHJBMBHX TAKO JIa je Ha MO3ULIUjH ¢ Y TOM HU3Yy BPEIHOCT true ako U caMo ako je dpoj ¢ npoct. Cuto
MOXEMO MPUMEHUBATH 32 CBAaKW MHTEPBAJ T10jEIMHAYHO, &I jeé MHOTO OOJbE aKO OJIPEAMMO MAaKCHMAJIHU JeCHU
Kpaj CBHX MHTEpBaJIa ¥ HAIIPaBUMO CHUTO JO TOT Opoja (HakoH Tora hiemo 3a cBaku Opoj y CBUM MHTEpBaJIMMa MOhH y
KOHCTAaHTHOM BpEMEHY Jia POBEPHUMO JIa JIM je TTPOCT). Y OBOM CIIEHapHjy MOTPedHO je Ja MPBO CKIIAJUIITUMO CBe
WHTepBaJe, 1a OMCMO Cce MOIJIM BPaTUTH HA BUXOBY 00paly KaJa UM OfIpeIMMO MaKCUMaJIHH JIECHH Kpaj.

INoctynak 3acHOBaH Ha EpaToCTEHOBOM CHUTY je MHOTO OOJbM HEro MOHaB/bake MPOBEPE 3a CBAKU Opoj Mojenu-
HauHo. CiokeHoCT cuta ce Moxe mpouenutr kao O(m - loglogm), ma ce yKynHa CJIOXEHOCT MpPOLEYje Kao
O(m - loglogm + m - m) - cuTO Ce U3BPILK jeHOM, a 3aTHM ce 7 [yTa poBepaBa o HajBuile m Opojesa, mpu
YeMy je cBaka Ta IpoBepa KOHCTaHTHe ciioxkeHocTd. Pakrop log log m je Beoma Maiu, Tako a ce CIOKEHOCT MOKe
npouenuTd 1 ca O(n - m), ITO je ONeT MPEeBHILE CIIOPO 3a OrPAHUYEHHA IATA Y OBOM 3a1aTKy. HaroMeHHMO Jja cMO
MEMOPH]CKY CIIOKEHOCT IIporpama IMOUIIIX 3 MPOCTop notpedaH ja ce cknaauiuti O (m) TOTHYKKUX TPOMEHIBUBHX.

using System;
using System.Ling;
using Interval = System.Tuple<int, int>;

class Program
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{
// Funkcija koja Eratostenovim sitom za svaki broj iz intervala
// [0, n] odredjuje da 1i je prost
static bool[] Eratosten(int n) {
// alociramo potreban prostor
bool[] prosti = new bool[n + 1];
// svi brojevi su prosti dok se ne dokaze suprotno
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
prosti[i] = true;
prosti[0] = prosti[1] = false; // 0 i1 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; 1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prosti[i]) {
// precrtavamo umnoske broja i1 1 to krenuvsi od 1*i
for (int j=1*1; j<=n; j+=1)
prosti[j] = false;
}
return prosti;
}
static void Main()
{
// broj intervala
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
// ucitavamo sve intervale
Interval[] intervali = new Interval[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
string[] s = Console.ReadLine().Split();
int a = int.Parse(s[0]);
int b = int.Parse(s[1]);
intervali[i] = Tuple.Create(a, b);
}
// odredjujemo maksimalni desni kraj ucitanih intervala
int max = intervali.Select(interval => interval.Item2).Max();
// za sve brojeve iz [0, max] odredjujemo koji su brojevi prosti
bool[] prosti = Eratosten(max);
// obradjujemo sve intervale
foreach (var interval in intervali) {
// i1zracunavamo broj prostih brojeva u tekucem intervalu
int brojProstih = 0;
for (int 1 = interval.Iteml; 1 <= interval.Item2; i++)
if (prosti[i])
brojProstih++;
// ispisujemo rezultat
Console.WritelLine(brojProstih);
}
}
}

Pazsiarame nHTEpBaJia Ha Pa3JMKYy JBa HHTEpPBaJa-npegukca

Jlakiie, KpUTHYHO je yOp3aTh KOpaK M3pauyHaBara Opoja MpoCTHX OpojeBa y MHTepBany [a, b, Yak W Kaja ce mpo-
Bepa Ja JI je CBaKM MojeJuHauyHu Opoj MpocT Bpik Beoma Op3o. KibyuHa nzeja je oHa Koja ce MOXe BUAETH U Yy
3aJauuMa ApUTMEeTHUKY Tpoyrao uiaM CerMeHT AaTtor 30upa y Hu3y Lesnux opojesa. IIpocte OpojeBe y nHTEpBaly
[0, b] MOKEMO Pa3IOKHUTH Ha IPOCTe OpojeBe KOju npuiiaaajy uarepsany [0, a — 1] n mpocte dpojeBe koju nmpunaajy
uHTepBay [a, b]. Tlowito cy oBa iBa CKyIIa IMCjYHKTHA, OPOj IIPOCTUX OpOjeBa y MHTEPBAIY [a, b] jeqHaK je pasiuiu
u3Mmeljy Opoja npoctux dpojesa y untepsaiy [0, b] u Opoja mpoctux dpojesa y untepsany [0, a — 1]. dakie, ako 3a
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2.2. TEOPUJA BPOJEBA

CBaKy BPeJHOCT & [0 HajBehier JeCHOT Kpaja u3padyHamo Opoj mpocTux Opojesa y uHTepBaiy [0, x|, 3a cBaku MHTEp-

Ba [a, b] dpoj mpoctrx dpojeBa MOKEMO JOOUTH Y KOHCTAHTHOM BpeMeHy. Majia MaHa OBOra je IITO aHra)yjeMo
JIOJIaTHU MIPOCTOP O] ™M LIeJIUX OpojeBa (Maja je To Moryhe peoKyBaTH, ako je MoTpedHO, TaKO IITO TaMTUMO CaMo
BPE/IHOCTH IPUIPYKeHe KpajeBuMa HAIIMX MHTepBaia). Bpoj npoctux dpojesa y uutepBanuma [0, ] omet ce Moxe
M3pavyHaBaTH WHKPEMEHTAJIHO (CJIMYHO Kao IITO CMO, Ha MpUMep, 30MpoBe npedrKkca padyHasl HHKPEMEHTATHO
y 3anatky [Ipeduxc Hajeher 30upa. OBu OpojeBH YnHe peKypeHTHY cepujy u dpoj OpojeBa y untepainy [0, x] je
uctH Kao dpoj dpojesa y unrepsaiy [0, 2 — 1] ako = Huje poct dpoj, Tj. 3a jenaH je Behu o Opoja mpoctux dpojesa

y untepBaiy [0, x — 1], ako x jecte mpoct. Ako HU3 100ujeH EpaToCTeHOBUM CHTOM 3aMHCIIMMO Kao HU3 UHIUKA-

Topa (HyJla M je[IMHHIIa), OH/a ce Opoj mpocTux dpojeBa y cBakoM uHTepBaiy [0, 2] 3anpaBo n3pauyHaBa Kao HU3
HaplyjalHIX CyMa Hu3a UHaMKaropa. [la drucmo uspadyHam napipjaiHe cyme rorpedHo Ham je O(m) omepanyja,

ITO YKYIHY cioxeHoct ceoau Ha O(m - loglogm + m + n), WTO je NPaKTUYHO JIMHEAPHA CIIOKEHOCT.

using Systenm;
using Interval = System.Tuple<int, int>;

class Program

{

// Funkcija koja Eratostenovim sitom za svaki broj iz intervala
// [0, n] odredjuje da li je prost
static bool[] Eratosten(int n) {

}

// alociramo potreban prostor
bool[] prosti = new bool[n + 1];
// svi brojevi su prosti dok se ne dokaze suprotno
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
prosti[i] = true;

prosti[0] = prosti[1] = false; // 0 i 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; 1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prosti[i]) {
// precrtavamo umnoske broja i1 i to krenuvsi od 1*1i
for (int j=1*1; j<=n; j+=1)
prosti[j] = false;
}

return prosti;

static void Main()

{

// broj intervala
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
// ucitavamo sve intervale
Interval[] intervali = new Interval[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

string[] s = Console.ReadLine().Split();

int a = int.Parse(s[0]);

int b = int.Parse(s[1]);

intervali[i] = Tuple.Create(a, b);
}
// odredjujemo maksimalni desni kraj ucitanih intervala
int max = 0;
foreach (var interval in intervali)

if (interval.Item2 > max)

max = interval.Item2;

// za sve brojeve iz [0, max] odredjujemo koji su brojevi prosti
bool[] prosti = Eratosten(max);
// brojProstihDo[i] = broj prostih brojeve iz intervala [0, 1]
int[] brojProstihDo = new int[max + 1];
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brojProstihDo[0] = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= max; i1++)
brojProstihDo[1] = brojProstihDo[1-1] + (prosti[i] ? 1 : 0);

foreach (var interval in intervali) {

int brojProstih = brojProstihDo[interval.Item2] -
brojProstihDo[interval.Iteml - 1];
Console.WriteLine(brojProstih);

}
3anarak: PacraB/bame Ha MpocTe YHHHAOIE

AKO je 1aTo HEKOJIMKO IIPOCTHX OpojeBa, BUXOB IPOU3BO/L CE MOXeE BeoMa JIako ¥ Op30 oApequti. MehyTumM, ako je
JiaT MPOU3BOJI, YECTO je BeoMa TELIKO OLPEeAUTH IpocTe OpojeBe KOju ra caurmapajy. Hanuimu nporpam Koju mro
e(ukacHuje pemapa Taj mpodIEM.

Vaaz: Ca craHapaHOr yjasa ce yHocH jeaaH mpupogas dpojn (1 < n < 2-107).

N3na3: Ha crangapiau m31a3 UCIMCATH IPOCTe YMHUOIIE Opoja n, ypelheHe ox HajMamux 10 HajBehux, pa3gBojeHe
pa3sMakoM.

IIpumep

Vaaz Hznasz

900 223355
Pememe

Aaroputam akTopu3anuje

Motenuyjanu ynHUonM f Opoja n ce UCIUTYjy PpeaoM, y NMeT/bU, KPeHYBIIH 0o/1 Opoja 2. Y cBaKOM KOpPaky HCIHUTY je
ce J1a M je dpoj n nespuB dpojeM f M IOK rof jecte AesbMB, Y YHYTpAIH0] MET/bH, OH ce Aenu dpojem f npuja-
Bibyjyhu nipyt ToM umHWIAL f (MOIITO Ce y CKJIOIY yCJIOBa YHYTpAIlihe MeT/be BPIIN MPoBepa Ae/bUBOCTH N ca f,
HHje MoTpedHa nocedHa MpoBepa Ae/bUBOCTH HapeJOOM I'paHarba 1pe Te newbe). HakoH Tora npenasu ce Ha cienehn
MOTEHIMjaTHU YMHWIAL (32 jeqaH Behu of mperxoxHor). Mako ce Moke MOMUCTHMTH [a je 32 CBaKU MOTEHIIMjaJTHU
YUHIIAL TOTPEeOHO MPOBEPUTH A JIM je OH MPOCT Opoj (jep Hac 3aHMMajy caMo MPOCTH YMHHUOILM), TO HHAje MOTPedHO
paauTtu. Hamme, y mocTynky nperpare KOju cMO HaBeJH, ako TeKyhu KaHnuat f Huje mpocT, OH He MOXKe [ Aeu
dpoj n, jep cMo cBe Werose Mpocte YnHUolE Beh nesbereM YKIoHWM U3 Opoja n. Ha mpumep, kaga f mocturae
BpeaHoCT 6, Opoj 1 He MOXke OUTH JeJbUB HBHME jep je IPETXOIHO MCIPITHO n3ZiesbeH OpojeM 2 (a KacHuje 1 dpojemM
3). 3aucra, aKo NpeTIHOCTABUMO CYIPOTHO Aa f Aenu n v 1a je f cioxeH Opoj, Taga Ou f MMao HEKU MPOCTH YMHUJIAL]
MarH O]l Bhera u To o1 yjeaHo d1o mpocT ynHMal dpoja n. Mehytum, To HUje Moryhe jep cMo mipe yBehama dpoja
f Ha meroBy Tekyhy BpenHOCT yTBpAMIM Jia TekKyhu Opoj n He Moke OUTH JIeJbB HU jeJHUM OpojeM MameM of f
(vHave Oucmo ra gemwi ca f, a He yBehaBamy f). [lakiie ciokeHM YMHHONM Ce eIMMIHHIILY TaKo IITO ce YTBPH
tekyhu Opoj n HUje Ie/bUB HBHUMa, IITO je MHOTO e(PMKacHHje Hero MPUMEHHUBATH Ha HHX TECT IPOCTOCTH.

YV HajjeqHOCTaBHUjOj UMILIEMEHTAIIU]jU, OTTMCAHU TOCTYINAK Tpaje CBe 0K ce Opoj 1 Ie/beheM CBOjUM YMHUOIMMA
He cBejie Ha Opoj 1.

Nako kopekTaH, aqropuTaM KOju ce 3aBpluaBa cBohjermeM Opoja Ha 1 je mpuinyHo HeerKacaH U 3a dpojeBe Koju
“Majy BeJIMKe MPOCTe YMHUOLIE P BeoMa Criopo (MOKyIllajTe U3BpIlaBame nporpama Hip. 3a dpoj 1000000007).
IIpoOnem HacTaje jep ce AenuoLM NOCIeAer MPOCTOr YMHUOLA UCTIUTY]y CBe JOK ce He Jolje 10 camor Tor dpoja.
C 0031poM Ha OrpaHUUYEHE OPOJEBHOT TUIIA, OPOj YMHHUIALA MOXKEMO CMATPATH MPAKTUYHO KOHCTAHTHUM (HE MOXKe
ux durn Bume ox 32), na je cinoxeroct O(M ), rae je M Hajsehu mpoct hakTop HoJa3HOr Opoja.

Ha cpehy, anropuram je jeTHOCTaBHO MOMPABUTH, TAKO ILITO CE PACTaB/bAbE 3ayCTaBU UMM Ce YTBPAM Ja je TeKyha
BpEIHOCT MPOMEHJBUBE 1 TIPOCT Opoj (a BuaeheMo 1a 3a To Hije MOTPeOHO YeKaTH JIa BpeTHOCT f IOCTHTHE 7).

[Iprka)xumo paj aJIrOpUTMa Ha jeTHOM MPUMEpY.

n f cinioc
3300 2 2
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1650

825
825
275
275
275
55
11
11
11
11
11
11
11
1

2 2
2 -
3 3
3 -
4 -
5 5
5 5
5 -
6 -
7 -
8 -
9 -
10 -
11 11
11 -

JIOKa)XMMO KOPEKTHOCT HPETXOHOT AJITOPUTMA U (DOPMAJIHO, KopUIlIheheM TeXHUKE UHBApUjaHTH TeTsbe. LleHTpa-
Ha MHBAPHjaHTa IET/be je TO [a TeKyha BpeHOCT MPOMEHJBUBE 1 HHUje [e/biBa HU jeIHUM OpojeM u3 uHTepBaia [2, d),
Kao U Jia je Mo4YeTHU Opoj ng MpOoU3BOJ 10 cajla UICIUCAHUX MPOCTUX OpojeBa v TeKyhe BpeIHOCTH MPOMEHIBUBE 1.

Ilpe ynacka y mewsy je d = 2, n1a je UHTepBa [2, d) Ipa3aH U IPBH Je0 NHBapUjaHTe TPUBHUjATHO BaXU. Baku u na
jen = mo ¥ Aa HUjeiaH Opoj HUje UCTIHCAaH, 1A U IPYTH A0 UHBApHjaHTe BAXKU.

IMpernocTtaBUMO A2 MHBapHjaHTA BakM HA YJIACKY y TIET/bY.

Axo je n mepuB OpojeM d, uctmcyje ce 0poj d. OH je ounmienqHo yuHWIAI Opoja n. IlpernocraBimMo na je
CJIOKEH U JIa ce MOXKe PacTaBUTH Kao d = dj - dg,3a dy > 1 ude > 1. Tama du dpoj n Ouo nemwus ca d; u ca
dy x0ju npunanajy uaTepBaty [2, d), Mo je Cy[pOTHO MHBAPHjaHTH, [a 3aKJbyTyjeMO qa d MOpa OUTH MPOCT.
HemermeM dpoja n ca d noduja ce HOBU Opoj n’, Koju Takohe HUje e/bUB HU ca jeHUM OpojeM u3 [2, d), ma
MIPBU JIe0 MHBapHjaHTe ocTaje ouyBaH. [loueTHa BpeAHOCT N OCTaje jefHaKa MPOU3BOAY MCIMCaHUX OpojeBa
u Tekyhe BpetHOCTH 1 (jep je TO BaXKWJIO Ha OCHOBY MHBAapHjaHTe, CIIMCAHO je d, a 1 je MoJe/beHo ca d), na
Y IPYTU Je0 MHBapHjaHTe OCTaje OuyBaH.

AKo n Huje nespuB OpojeM d, Taja ce d yBehasa 3a 1 (Heka je d = d + 1). la Ou IpBu I€0 UHBapUjaHTe OUO
ofipkaH, Tpeda Ja BakM Ja 1 HUje Je/bUB HHU ca jefHuM OpojeM m3 uHTepBaia [2,d') = [2,d], HO TO BakH,
jep Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO Jia 1 HUje JIeJbiB HU Ca jeJHUM OpojeM M3 UHTepBaia [2, d), a Ha OCHOBY
EKCIUMIIUTHE TIPOBEpe YCIIOBA 3HAMO J1a . HUje AeJbUBO HU ca d. Hujenan Opoj HUje ucmvcaH, HATH je dpoj n
NpOMebeH, N1a APYTY €0 MHBApHjaHTe TPUBHjaTHO HACTABIbA [ BAXH.

Ha ocHOBy MHBapHjaHTe 3HaMO [1a je 1 jeJHAK MPOU3BOJLY CBHX MCIMCAHUX NMPOCTUX YMHWIALA U TPEHYTHE BPE/-
HocTu Opoja n. IlomrTo je Kaga ce anropuTam 3aBpIIM OHA jegHaKa 1, UCIUcaHa je mpocTta (pakTopu3anyja dpoja

n.

using System;

class Program

{

S

{

tatic void Main()

// ucitavamo broj koji treba rastaviti na proste cinioce
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int f = 2; // prvi potencijalni prost cinilac je 2
// dok se broj deljenjem sa svojim prostim ciniocima ne svede na 1
while (n > 1)
{
while (n % f == 0)
{ // dok je n deljivo sa f
Console.Write(f + ” ”); // prijavljujemo pronadjent
// prost cinilac
n /= f; // delimo broj njime

=f + 13 // prelazimo na sledeceg kandidata
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}

Console.WriteLine();

}

N3deraBame yrue:xxheHux netbu

Moz a je mao usHeHalyjyhie, ain y peTxoaHOM pelery ce Mory n3dehu yraexheHe netbe Tako IITo ce BPeIHOCT
f y netbu yBehaBa camo ako n Huje duo nesbuB ca f (ako jecte, Moxaa he OUTH e/bMB joll jeHOM, Tako ja f
3a/IpXkaBa CBOjy BPEIHOCT Ja OM ce y HAPEJHOM KOPaKy IMeT/be OIeT MPOBEPUIIa AC/bUBOCT FHOME).

using System;

class Program

{
static void Main()
{
// ucitavamo broj koji treba rastaviti na proste cinioce
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int f = 2; // prvi potencijalni prost cinilac je 2
// dok se broj deljenjem sa svojim prostim ciniocima ne svede na 1
while (n > 1)
{
if (n % f ==0)
{
// pronadjen je cinilac f koji mora biti prost
Console.Write(f + ” *); // prijavljujemo pronadjeni
// prost cinilac
n/=f; // delimo broj njime
}
else
// f nije prost cinilac broja n
f=fFf+1; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
Console.WriteLine();
}
}

ITonpaB/bame epuKkacHOCTH

Kibyunu mpoOiiemM mpeTxogHOT aIrOpiUT™Ma je TO IITO Ce 3ayCTaBjba TeK Kaja ce dpoj ceene Ha 1. ¥V TpeHyTKy Kajga
j€ BPeIHOCT NMPOMEHJbUBE 71 TIOCTaHEe MPOCTa, BPEJHOCT Jeauona f ce yBehaBa cBe JOK He JOCTUTHE BPEIHOCT 7.
MehyTtum, Ha ocHOBY 3agaTka [Ipoct dpoj 3Hamo fa je Opoj MpOCT ako U caMo ako Hema Jienuiana Behux oj cBor
kopeHa. [lakJe, ako ce nokaxe Ja je f Behe o KBajpaTHOT KOopeHa Opoja 1, To 3HauH Jia je Tekyha BpeaHoct Opoja
7 TIPOCT OPOj M He Tpeda Aabe TPAKUTH HEroBe NMpocTe YNHUOLE (BPEOHOCT 7 CaApKU MOCTIEABH MPOCT YNHUIIAL]
TI0JIa3HOT Opoja ng).

[Mpukaxkumo paj alropuT™Ma Ha jeJHOM IpUMeEpy.

n f cinioc
3300 2 2
1650 2 2
825 2 -
825 3 3
275 3 -
275 4 -
275 5 5
55 5 5
11 5 -
11

Tperpara npectaje kana je f2 > n Tj. kana je 5 > 11. Tana 31amo ja je 11 npoct Hpoj 1 OH je TOCTIeIHU YHHHOLL,
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TMoruTo ykyna# Opoj YMHIIALA MOKEMO CMATPATH MTPAKTHIHO KOHCTAHTHHUM, CIIOKEeHOCT oBor asroputma je O (v M),
rae je M HajBehu mpocT YMHMIIAIL MOJIa3HOT Opoja.

using Systenm;

class Program

{
static void Main()
{
// ucitavamo broj koji treba rastaviti na proste cinioce
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int f = 2; // prvi potencijalni prost cinilac je 2
// dok se deljenjem sa prostim ciniocima broj n ne svede na
// neki prost i1li 1
while (f * f <= n)
{
// dok je f prost cinilac broja n
while (n % f == 0)
{
Console.Write(f + ” *); // prijavljujemo pronadjenti
// prost cinilac
n/=f; // delimo broj njime
}
f=f+1; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
if (n > 1) // prijavljujemo n - preostali prost cinilac
Console.Write(n + 7 7);
Console.WriteLine();
}
}

3anarak: [lomyHa 10 mMyHOr KBajapara
Harmmumy nporpam Koju 3a yHETH IPUPOAHH Opoj n ofpelyje HajMamy Opoj m TakaB Jia je n - m MOTIIyH KBajapar.
Vaaz: Ca craHiapaHOT yjia3a ce yHocd npuopanu opoj n (1 < n < 2-1012).

WN3na3: Ha cranpapaHu ussa3 UCOUCATH TPakeHu Opoj m.

IIpumep

Vaaz Hznaz
104 26
Pememe

Hajmamu dpoj kojumM ce n MHOXH J1a OU ce JoOMO MOTITYyH KBaapaT Mopa OuTu Aenuiar Opoja n (oH Mopa Ja Oyzae
MIPOU3BOJ MPOCTUX (paKkTOpa dpoja m KOjU ce jaBibajy ca HEMapHOM BHUILECTpyKolhy). 3aTO MOXEMO UCTIUTATU CBE
jgenyone dpoja n (JIMHEAPHOM IPeTparoM) U MPOBEPUTH KOjU je MPBU KOJU KajJa ce MOMHOXKH ca M Aaje MOTIYH
kBazgpar. [IpoBepy na i je dpoj MOTHMyH KBagpaT MOXKEMO BPLIMTH y3 MoMoh (yHKIMje (pealHor) KOpeHOBamba
(momy1e, ToO MOXke HEeKaja JOBECTH [0 TpelIaka ycie HEMPEIU3HOCTH Y 3aIiCy PeaTHuX OpojeBa).

ToruTo ce memony jaBbajy yBek y mapy (ako je 6poj d nemunar dpoja n, oHma je aemanan u dpoj n/d), mperpary
MO€EMO BPILMTH CaMO JI0 BPEIHOCTH /n. AHaM3a Jieiiana y napy je npukasana y 3agatky CaspiieHu Opojesu.

Ako je dpoj d < \/n IIpBH KOjH 33[J0BOJbABA YCIIOB, OH j& HAjMAakM TAKAB U IIPETpara ce Moke npekuHyTd. Ca japyre
crpaHe, Kaaa 6poj n/d 3aH0BOIBM YCIIOB, CAMO TO PErMCTPYjEeMO M HACTABIBAMO IIPETpary, jep He 3HAMO Ja je OH
HajMambH TaKaB.

OcuM 1ITo Moske OUTH IoHEKIe HeebrKacHa, OCHOBHH MTPOOJIeM ca OBAKBOM MMILIEMEHTAIMjOM je TO IITO Opoj n U
HETOBH JISJIMOIM MOTY duTH 64-0UTHHM OpOjeBH, I1a ce ’UXOB MPOM3BOJ] HE MOKE MTPEACTABUTH UCITPABHO 64-ONTHIM
Bpojem, Tako Ja OBaj MPUCTYI MOKE Ja 12 FAPaHTOBAHO UCIPABHE pe3yITaTe camo ako je n < 10°.

Croxenocr oor npuctyna je O(y/n).
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using System;

class Program

{
static bool jeKvadrat(long k)
{
long koren = (long)sqrt(k);
return koren * koren == k;
}
static long dopunaDoPunogKvadrata(long n)
{
long najmanji = 1;
for (long long d = 1; d * d <= n; d++)
{
if (n%d==20){
if (jeKvadrat(n * d)) {
najmanji = d;
break;
}
if (jeKvadrat(n * (n / d)))
najmanji = n / d;
}
}
Console.WriteLine(najmanji);
}
static void Main()
{
long n = long.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine(dopunaDoPunogKvadrata(n));
}
}

Pasmotpumo dpoj 234. OH ce MOKe pacTaBUTH Ha IPOCTe YMHUOLE Kao 2 - 3 - 3 - 13. [la du oBaj Opoj duo moTmyH
KBaJpar NMOTpedHO je Aa ce CBaKU YMHMWJIAIL MIOHOBU MapaH Opoj MmyTa W 3aTo je TpaxeHa gomyHa 2 - 13. 3aucra,
MHOX)emeM ca 2 - 13 = 26 noduja ce dpoj 22 - 32 - 132 koju je kBagpar dpoja 2 - 3 - 13 = 78.

Kaga ce nyH kBagpar pactaBu Ha IPOCTE YMHUOLIE, CBAKM YMHUWIIALL CE€ jaBiba MapaH Opoj myta. Ako je dpoj n =
p’f ! ~p§j , TaJa je TpakeHa JOIyHa je[HaKa IPOU3BO/Ly OHUX YMHMJIAIA P; 32 KOJH je BUIIIECTPYKOCT k; HemapaH dpoj.
Jaksie, 3ajjaTak ce jeAHOCTaBHO pelllaBa MPHMMEHOM aJIrOPUTMa pacTaBbara Ha MPOCTEe YHUHHUOLE. Taj anropuram
je ommca y 3aaaTKy Pactapmame Ha mipocTte ynHKore. M3aBajaMo YMHMIIAILL IO YMHWIIAL Opoja M 3a CBAKHU OJ] BbUX
OpojUMO BHIIECTPYKOCT (TaKO LITO CBAKM MYT KaJ1a MOJEIMMO OpOj n ca HEKMM ITPOCTUM YHHHUOLIEM p yBehamo Bpen-
HocT dpojava k). Kama yrBpaMmo /1a HeKM YMHWIIAL MMa HEMapHy BHILECTPYKOCT, TaJla bUME MHOKHUMO TPEHYTHY
BpeqHOCT Opoja m (KOjy MHUIMjAIU3y jeMo Ha 1).

IMpumernmo a Hema noTpede Ja u3padyHaBaMo IPOU3BOA OpojeBa n U M, Ma je MCIIPAaBHO CBE BpeMe KOPUCTUTH
64-0uTHH THII ToJIaTaka (KOjU je I0BOJbAH 3a 3alKc OpojeBa 1 M m, aJld He U FbUXOBOT IIPOU3BOA).

CJI0)eHOCT OBOT aITOPUTMa OJrOBapa CJIOKEHOCTH PACTaB/batba Ha MPOCTe YHHHOLE, a TO je O(Pmaz)s TIE Pmax
HajBehin npoct unHmIan dpoja n. Kazma je n Bemmku npoct 0poj, cnoxkeroct je O(1/n).

using Systenm;

class Program

{
static long dopunaDoPunogKvadrata(long n) {

// dopuna
long m = 1;
// rastavljamo broj n na proste cinioce
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// kandidat za prost cinilac
long p = 2;
while (p * p <= n) {
// racunamo visestrukost cinioca p
int k = 0;
while (n % p == 0) {
n/=p;
k++;
}
// ako se cinilac p javlja neparan broj puta tada se on mora
// javiti u dopuni m
if (k%2 !'=0)

m *= p;
// prelazimo na sledeceg kandidata
p++;
}
// n se sveo na svoj najveci prost cinilac
if (n > 1)
// 1 on mora da ucestvuje u dopuni
m *= n;
// vracamo rezultat
return m;
}
static void Main()
{
long n = long.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WritelLine(dopunaDoPunogKvadrata(n));
}

3anarak: [Ipou3Boau NOTIyHH KBaJApaTH

Ha tabmu je 3anucan Opoj 1. Mimamo HU3 a of m npupoAHux dpojeBa u 'y ¢-ToM Kopaky (1 < ¢ < n) dpuiuemo
TPEHYTHHU Opoj Ha TadJIM M yMECTO Hhera NMUIIeMO IPOM3BOJ, hera 1 dpoja a,. Ilocne cBakor Kopaka OJpeJuTH J1a I
je TpeHyTHH Opoj Ha TadJIM MOTITYH KBagparT.

VYaa3: Y npeoM pefly CTaHAapAHOT yJla3a Hajla3U ce IPUPOJIaH Opoj 1 KOjU MPEACTaBiba Ay KUHY HU3a 6. Y HAPEAHOM
peny nanasun (1 < n < 5-10°) npuponHux dpojesa (u3mehy 1 M MIIMOH) pa3aBOjeHUX Pa3MaKoOM - TO Cy eJleMEHTH
HH3a @ y peflocaeny KOjiuM MHOXe TPEHYTHH Opoj Ha Tadiu.

HNzaa3: 3a cBaku eJeMeHT HM3a a, y pelocieny JAaTHUM Ha yja3dy, UcIucaTh da YKOJHMKO je HeroB IMPOU3BOJ ca
TPEHYTHUM OpojeM Ha TaOJIv MOTITYH KBapaT a MHAYE UCTIUCATH Ne.

IIpumep

Vaaz HUznasz

7 ne

2 36 15 35 21 64 ne
da
ne
ne
da
da

Pememe

C 003upom Ha TO J1a He MOXKEMO JIa TIPEACTABUMO TIPOM3BOJI KopUIlIhemneM 11eJI00pojHOT Tvmna (4ak H1 momMohy 64-
dura), ymecto camor Opoja, uyBaheMo crrcak BheroBux MpocTux ynHmwiana. [a du Opoj duo nornyH KBajapar, CBaku
MIPOCT YMHIJIAL] Tpeda J1a ce jaBiba mapaH Opoj myTa. MokeMo cMaTpaTH Jia ce CBaka JBa HICHTHYHA POCTa YMHHONA
“ckpahyjy” Tj. He yTHUy Ha TO Ja JA je Opoj MOTIMyH KBagpaT WIM HUje. 3aTO YMECTO CBHX IPOCTUX YMHMIAIA
MIPOM3BOAA MOXKEMO UyBaTH CaMO OHE KOjH CYy IPEOCTaI HAKOH TaKBOT CKpahuBama (TO Cy HeocTajyhu YMHHOIH
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Y CBaKM OJ1 BbHX Tpeda Jia ce jaBu HemapaH Opoj IMyTa y HApeAHUM MHOXEHHMA J1a O OpOj IOCTao MOTITYH KBapar).
Te yuHMOLIE MOXEMO TAMTHTH y 0ONMKY cKyma (y je3uky C++ MoxkeMo kopuctutu set mwm unordered_set). (y
jesuky C# moxemo kopuctuth SortedSet umm HashSet).

Kana dpoj pactaBuMo Ha poOCTe YUHHOIIE (AITOPUTMOM OIHMCAHUM Y 3aJaTKy PacTapibare Ha POCTe YMHUOIE, aHa-
JIM3UPAMO jeJIaH IO jeiaH YMHWIIAI M OHE KOjU TPEHYTHO HUCY Y CKYITy JIOIajEMO Y CKYII, & OHE KOjU jecy, u3dairy jemo
u3 ckyna. bpoj je myH KBaJpaT ako ¥ caMo aKo je CKyIH Ipa3aH HaKOH 0dpajie CBUX YMHUIIALIA.

Nnyctpyjmo Ha Kpajy pal OBOT aJITOpUTMA Ha MIPUMEpY.

i at ciniocti skup kvadrat
0 2 2 {2} ne

3 3 {3} ne

6 2, 3 {} da

15 3,5 {3, 5} ne

35 5,7 {3, 7} ne

21 3, 7 0 da

64 2,2,2,2,2,2 {} da

Caaku oj1 n OpojeBa pacTaBbamMo Ha [POCTE YMHUOLIE, 34 IITA HAM je YKyIHO notpedHo Bpeme O(ny/n). Ykynad
Opoj uMHMMALA je ofpeheH ropmUM OrpaHHYeHeM eleMeHaTa Huza K (romrro je oHo jeanako 106, ceaku 6poj
HajBHUIIE MOXe a UMa JBaJeceTak MPOCTHX YMHWIANA). YKYIHO je, aakie, oko O(nlog k) uuamnana. ITorto
ouekyjeMo Jia he ce CKyn 4ecTo cMamuBaTH yciel YKJIamamba eleMeHara, CJIOXKEHOCT ydalluBamba U Opucama u3
TAKBOT CKYIIa CE MOXe CMAaTpaTh KOHCTaHTHOM. Orpaduuagajyhu daktop je, nakie, pakropusanmja (1j. O(ny/n)).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
static List<int> prostiCinioci(int n)
{
var cinioci = new List<int>();
int d = 2;
while (d * d <= n)
{
while (n % d == 0)
{
cinioci.Add(d);
n /=d;
}
d++;
}
if (n > 1)
cinioci.Add(n);
return cinioci;
}

static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
var nedostajuciCinioci = new HashSet<int>();
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
int x = int.Parse(str[i]);
List<int> cinioci = prostiCinioci(x);
foreach (int c in ciniocti)
{
if (nedostajuciCinioci.Contains(c))
nedostajuciCinioci.Remove(c);
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else
nedostajuciCinioci.Add(c);

}

Console.WritelLine(nedostajuciCinioci.Count == 0 ? ”da” : “ne”);

}

3anarak: Hajsehu 3ajeqnuukm nejmiian

Mpagw, Im4ese ¥ KoMapIiy OpraHu3y jy CIIOPTCKU TYPHHP | JKeJle J1a ce Tojielie y TUMOBE, TaKo /1 Ce CBAKH THM CacTOju
camo oj1 jeqHe BpCTe MHCEeKaTa, Ja CBM TMMOBHM MMajy UCTH Opoj WiaHOBa (a OU ce HAKOH pyHJe KBaauduKaImja
YHYyTap CBaKe BPCTe MOIJIM CBOje MpeACTABHUKE J1a MOIaby Ha 3ajeqHUYKU TYPHUP) U Ja j€ CBAKU MHCEKT YKJbyUYeH
TavHO y jeZaH TUM. AKO ce 3Ha Opoj MHCeKaTa cBake O TPH JaTe BPCTe, HAIUIIK IporpaM Koju oapelhyje Hajpehn
Moryhu Opoj uiaHOBa CBaKOT THMA.

Vaa3: Ca cTanjapJHor yjia3a ce yHoce Tpu Opoja u3 unTepBaia [1,2 - 10°], ceaku y mocedHom pefy: Opoj Mpasa,
Jesia ¥ KoMapara.

W3zaa3: Ha cranpapaau uznas3 UCIUCaTH jeiaH 11e0 Opoj - TpaxkeHy BeJIMYUHY TUMA.

IIpumep

Vaaz Hznaz
20 10

30

40

Pememe

Axo ca a, b u c odenexumo Opoj cCBake Of TPH BPCTE MHCEKAaTa, a ca ¢ BeJIMYMHY CBAKOI' THMMa, OpOjeBH a, b U ¢
MOpajy OUTU NeJbUBH ca ¢ (jep CBaKW MHCEKT MOpa OUTH YKJbYU€H TauyHO y jenaH Tum). [akie, Tpaxkumo HajBehu
Opoj t koju nemm Opojese a, b U ¢, a TO je wUxoB Hajeehu 3ajemnuuku aemvnan (H3/D).

H3[ tpu dpoja ce moxe ompenutn kao H3[I on H3[-a mpea nBa u tpeher Opoja, 1j. Baku nzd(a,b,c) =
nzd(nzd(a,b), c). [JoBOBHO je, faKJie, 1a OMUIIEMO MocTynak ogpehusamwa H3]1 18a opoja.
HauBna nperpara

Jenan HanBaH HauwH 1a ce oxpeau H3]1 je na ce yrmotpedu mrHeapHa npeTpara (onrcana y 3amatky Heratusan 0poj)
1 Ja ce peJjoM IPoBepe CBU OpOjeBH 01 Mamker of OpojeBa a 1 b yHa3aj 1o 1 ¥ Kao pe3ynirar oo Ou MpujaB/beH MPBU
KOju je menuiail oda (romro ce OpojeBu pehajy yHazan, To du Ouo HajBehu 3ajeJHUUKU Aeuall).

Hajropu ciydaj Hactyma kaga cy dpojeBH y3ajaMHO IIPOCTH, Kajia ce BPeJHOCT JAenuorna ciymra a0 1. CiroxkeHocT
Tor mpucTyna je, gakne, O(min(a, b)).

using System;

class Program

{
static int nzd(int a, int b)
{
for (int d = Math.Min(a, b); d >= 1; d--)
if (a%d==08 b %d==0)
return d;
return 1; // necemo nikada stici dovde
}

static void Main()

{
// ucitavamo 3 broja
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
int b = int.Parse(Console.ReadlLine());
int ¢ = int.Parse(Console.ReadlLine());
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Paznarame Ha npocTe YHHHOLIE

// izracunavamo njihov nzd
Console.WriteLine(nzd(nzd(a, b), c));

Jeana MoryhHOCT K0ja ce KJIACHYHO CITpOBOAM Kajia ce py4uHo ozapelyje H3]L, je ma ce mpumenu pakropmsanuja oda
Opoja 1 1a ce youe 3ajeJHUUKM NPOCTH YnHUOLM. PakTopu3allja ce BPLIM OCHOBY IIOCTYIIKA OIMCAHOT y 3aJIaTKy

Pacraspame Ha rpocTe YMHUOLIE.

TMomrro ce pakTopusaruja Spoja n MoKke U3BpIIMTH y cnoxeroctr O(4/n), cioxkeroct opor npucryna je O(y/a +
Vb) 1. O(y/max(a,b)). IMowTo unHUIALIA MOXKe OUTH MaJIo (C OO3UPOM Ha JATO OrpaHMUEH:e OpojeBa, HajBuIle
TPUJECETAK ), MOKEMO CMATPATH JIa CE TIPOHANIAKEHE 3ajEJHMUKMX YMHIJIALA U3BPIIABA IPAKTUYHO Y KOHCTAHTHOj
CIIOKEHOCTH.

using System;

class Program

{
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static int nzd(int a, int b)

{

}

// rezutlat

while (d * d <= a && d * d <= b)

// zajednicke proste faktore dodajemo na rezultat
while (a % d == 0 && b % d == 0)

d;

// uklanjamo preostala pojavljivanja faktora d koja nisu

int n = 1;
// tekuci faktor
int d = 2;
{
{
n *= d;
a/=d; b/
}
// zajednicka
while (a % d
a /=d;
while (b % d =
b /= d;
// prelazimo
d++;
}

0)
0)

naredni faktor

// manji od dva broja je prost - proveravamo da li je on
// poslednji zajednicki prost faktor

if (a % b ==0)
n *= b;

else if (b % a == 0)

n *= a;
return n;

static voild Main()

{

// ucitavamo 3 broja

int a = int.Parse(Console.ReadlLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
int ¢ = int.Parse(Console.ReadLine());
// izracunavamo njihov nzd

Console.WriteLine(nzd(nzd(a, b), c));
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EykaungoB aaropuram

3a ogpehuBame H3]l HajOosme je ymorpedutn uyBenu Eykminos anropuram. OpurmHanza opmynanuja Eykmmmo-
BOT 2JITOPUTMAa 3aCHOBAHA j€ Ha Ofy3UMamby.

Axo cy 1Ba Opoja jegHaka Tj. ako je a = b, Taza uM je u wuxoB H3/] jexHax.

VY cympoTHOM ce mpodieM Moxke cBecTd Ha mpoHanaxeme H3/ mamer ox nBa dpoja u pasnuke nBa Opoja. Ha
HpuMep, ako je a > b, taga je nzd(a,b) = nzd(a — b,b).

3awcra, ako Heku 0poj d menu Opojese a u b, Taga OH OeNu U BbUX0BY pasmuky. Hakie, d = nzd(a, b) curypHo nenmu
ubua— b. Ako on He Ou dro H3]] dpojeBa a — b u b, Tana dou nocrojao Heku Behu Opoj d’ koju du gemo u a — b
u b. Mehyrtum, Tana ou d’ nenmo 1 36up a = (a — b) + b, na 6u dwo genmnan dpojesa a u b, koju je Behu ox d, mTo
je KoHTpagukimja ca Tum na je d H3]] dpojesa a u b.

Ako je a < b, Tajia ce BeoMa CIIMYHO MOJKe JIoKasaty jaa je nzd(a, b) = nzd(a,b — a).

AJropuTam ce MOXe FITyCTPOBATH U TEOMETPHjCKHU (M Y JUPEKTHO] je Be3U ca podsieMoM opehiBama MakCUMaITHe
JMMeH3Hje KBaJparta KOjuMa MOJXe J1a ce TOIJIoYa IMPaBOyraoHo Mobe JUMEeH3Hja a X b.

[IpetmocTaBuMO 2 je JaT MpaBOYraoHUK YMje Cy AyKUHE CTpaHMIa a U b 1 1a je moTpedHo oppenut Hajeehy my-
’KUHY CTpaHUIIE KBaJpaTa TakBa Jja ce IPaBOYyraOHMK MO:KE MOIUIOYATH KBaJpaTuMa Te JUMeH3Hje. AKO je MoJa3HU
MPaBOYTraoHWK aAuMeHsuje ¢ = 46 u b = 18, Tazma ce npBo U3 mera Mory vcehu JBa KBaapara quMeHsuje 18 myra
18 u ocrahe Ham npaBoyraoHuk aumensuje 18 myrta 10. JacHo je ga ako HEKMM MambUM KBaJpaTHMa YCIeMO Ja Mo-
IUIOYaMO Taj MPEOoCTasIM TPABOYTaOHHUK, Aa heMo THM KBaJpaTHMa yCIIeTH /ia TIOTIoYaMo M OBe KBaJpate JMMEeH3Hje
18 myta 18 (jep he numenHsuja TMX Manux KBajgparta geauTy Opoj 18), ma hemo camum TUM MOhHM MOMJIOYATH U 1IE0
T0JIa3HU MPABOYTaOHMK JuMeH3Hja 46 myTta 18. Opn npaBoyraoHuka aumensuje 18 myrta 10 Moxemo ncehu KBagpat
muvensuje 10 myTta 10 u npeocrahe HaM mpaBoyraoHuk guMensuje 10 myra 8. IToHoBo, kBagpatuhu kojuma he ce
MONM MOIUIOYATH Taj NMPEeocTa]y MpaBOYraoHUK he OUTH TaKBU Ja ce BbHUMa MOXe MOIUIOYaTH U UCEYEHU KBajpaT
aumvensuje 10 myta 10. Op Tor npaBoyraoHMKa Mceamo KBajpar 8 myTa 8 ¥ Jo0MjaMo MPaBOYTraOHUK AUMEH3Hje 8
myTa 2. Hbera MoxeMo pa3foXHUTH Ha YeTUPH KBaJparta JUMeH3uje 2 myTa 2 U To je HajBeha nuMeHsuja KBajgpara
KOJUM C€ MO3Ke ITOIUIOYATH TI0JIa3HH MTPAaBOYTaOHUK.

18 ¢

16

14

12

10

+ I } ; ; ; ' ; ; ; ' ; ; ' ; ; ; ' ;
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

o
SRS

NmmnemenTanyja Moxe OMTH PeKyp3uBHA, KOja AUPEKTHO MpaTH NMpeTXoqHy Aedunuuyjy. Moryhe je jemHOocTaB-
HO HaIlpaBUTU U UTEpaTMBHY MMIUIEMEHTAIM]y, Y KOjOj ce y CBaKOM KOpaky BpegHocT Beher on 1Ba dpoja Mema
bMXOBOM Pa3JIMKOM.

Hajropu ciyuaj HacTymna kaja je pasiuka usMelly aBa Opoja jako Benuka (ako je a = 1, oH he ce omy3umaru o
b cBe oK OH He mocTtaHe 1, 3a mTa je morpedHo b — 1 Kopaka). Moxke ce MoKas3arH Jia je CJIOKEHOCT JIMHeapHa y
oziHoCy Ha Behin of1 iBa Opoja, mto ce Moske 3amucati Kao O(max (a, b)) wm O(a + b). AKo ce CIOKeHOCT pauyHa
y oxHocy Ha Opoj mudapa dpoja (IUTO je BeMUMHA yila3a), OHJA je OHA 3aIPaBO EKCIIOHCHIMjaTHA.

using Systenm;
class Program
{
static int nzd(int a, int b)

{

while (a != b)
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if (a > b)
a -= b;
else
b -= a;
}
return a;

}

static void Main()

{
// ucitavamo 3 broja
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
int b = int.Parse(Console.ReadLine());
int ¢ = int.Parse(Console.ReadLine());
// izracunavamo njihov nzd
Console.WriteLine(nzd(nzd(a, b), c));

}
ITonpaB/bame CJI0KeHOCTH kKopumhemeM Je/bemba
Pasmotpumo onpehuBame H3]] Ha jemHoM mprmepy.

nzd(279,45) = nzd(234,45) = nzd(189,45) = nzd(144,45) = nzd(99,45) = nzd(54,45) = nzd(9,45) =
nzd(9,36) =nzd(9,27) =nzd(9,18) =nzd(9,9) = 9.

MoskeMo ITPUMETHTH Jiyradak HU3 KOpaka y KojiuMa ce Majio o MaJio off dpoja 279 oxysuma dpoj 45, cBe 10K ce He
Johe o dpoja Koju je Mamu of Opoja 45. 3a TM HeMa noTpede, jep 3HaMo fa he mocne Tor Jyror HU3a MoCTyMak
3ayCTaBUTU KaJla HaM jeJjaH apryMeHT Oyje Oamn 45, a apyru OyJe jeqHak OoCTaTKy MpH Jiebery Opoja 279 dpojem
45, a To je dpoj 9. akie, ymecTo Ja UTEpaTUBHO, Taj OCTATAK pauyHAMO Y3aCTOIHUM OJly3MMarba, O0JbU MIPUCTYII
je Jla IPUMEHUMO JIeJbeHhe U y jeJHOM KOpaky ra M3pauyHaMo Kao OCTAaTaK IpH JeJberby. AKO CIIMYaH MPUHLIMIT
npuMeHnMo Ha dpojese 9 u 45, nohu hemo no Tora na he Ham octatn Opoj 9 M ocTatak Mpu Jie/bey Ta JBa dpoja,
mTo je Hyna. To HUje daml y MOTIYHOCTH jeJHAKO Kao y Ciy4ajy Ody3uMama, Ie CMO Ce 3ayCTaBWJIM KOA mapa
(9,9), MeljyTiM, CacBUM je MCIIPaBHO M MOXE Ce CMATPATH POy KEHEM MPETXOAHOr MIOCTYNKA Y KOM O ce Ipe
MIpUjaB/bHBaba PE3YJITaTa YPAAUIIO jOII jeTHO OJy3UMame 1 JIOLUIO Ce JIO TOoTa Ja je jeAaH o OpojeBa jeIHak HyJIH,
kaga je H3] jenqnak gpyrom Opojy.

Bpxu EykminoB anropuraM, y KOM ce KOPUCTH JeJbelbe, 3aCHOBaH je Ha crienehum TBphemuma.

e H3]I dusio xor Opoja a u HyJie je Taj Opoj a (OH Jiesu U HyJIy ¥ camor cede u HajBehu je TakaB Opoj jep Huje
Moryhe n1a Heku Opoj Behu of a aenmu dpoj a).

e H3] dpojeBa a u b, xama b Huje Hyna, jenHak je H3 Opoja b m ocrtaTka mpm gememy a dpojem b, Tj.
nzd(a,b) = nzd(b,amod b).

[MpumeTnMo na HeMa noTpede aHAIM3UpaTH KOju je dpoj MamH, a koju je Behu. Ako je a < b, Tana he Baxutu
amod b = a, na he ce y nmpBoMm Kopaky goduru na je nzd(a,b) = nzd(b, a). Homro je amod b < b, jeqHom Kaga
je mpBu aprymMeHT Behu ox gpyror, To he Tako ocTaTH 10 Kpaja.

Hokaxumo (hopMaTHO KOPEKTHOCT anroputMa. Ha ocHOBY aeduHHUIIUje 11e00pOjHOT Aebeha Baku Ja je a =
(adivbd) - b+ (amodb). Obenexumo ca d H3[] 6pojesa b u a mod b. [la ducmo okazanu na je on yjemuo H3/T
dpojera a 1 b JOBOJBHO je MOKA3aTH Jia OH AEJHU Ta [IBa Opoja ¥ Ja CBaKW OpOj KOjU e Ta [Ba Opoja IeiH mera.

¢ Tlomrro Opoj d nemm dpojese b u a mod b, oH nenm 0da cadrpKa Ha IECHO| CTpaHH, 1a 3aTO JEJIH 1 BbUXOB 301p
KOjH je jeHaK a U 3aTo Jeu ¥ a 1 b.

* Jlaspe, ako Heku Opoj d’ memm OpojeBe a 1 b oH Mopa aemte 1 6poj a mod b (jep ce OH MOKe UCKA3aTH Kao
pasnuka JBa Opoja nesbuBux dpojeM d’), ma nomro je d’ menaunan dpojea b u a mod b, OH MOpa JEIUTH U
wuxoB H3/] 1j. Mmopa gemmrtu dpoj d.

EyK.HI/IIlOB aJiropuram, JakJie, JomyiiTa BeoMa jC)IHOCTaBHy PEKYP3UBHY KapaKTepn3aquy.

NmruiemenTarujy EykimuoBor anropurMa MokeMO W3BPIIMTH UTEPATHBHO, TAKO IITO Y METHU KOja Ce U3BpIIaBa
cBe 10K je dpoj b Behu ox HyJe map npoMeHsbHBEX (a, b) Meramo BpenHocTiMma (b, a mod b). Haueuu mokymiaj na
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C€ TO ypaau Ha CIIG,I[GhI/I Ha4YuH:

a =b;
b=a%b;

HHje KOPEKTaH, jep ce MPUIMKOM M3padyyHaBama OCTaTKa KOPHCTH MPOMEEeHA BPEJHOCT MPOMEHJbHBE a. 3ato je
HEOIXOJHO ynoTpeduTtu noMohHy npomeHsbuBy. Ha npumep:

tmp = b;
b=a¥%b;
a = tmp;

Ha kpajy netspe BpetHOCT b jeHaka je HyJIM, TaKo JIa Kao pe3yJTaT MOXeMO MpUjaBUTU TeKyhy BpeaHocT Opoja a.

EyKJ'[I/I,HOB aJIroputamM KOjI/I je 3aCHOBAH Ha JI€Jb€hbY MOXKEMO MPEACTABUTU U HA CJ'ICI[ehI/I Ha4YuH:

o = a

T1 = )

ro = To—q1ri, 0< ro < 11
Tipl = Tio1 — GiTs, 0<ripr <y

Tk = Tkh—2 — Qk—1Tk—1, 0<ry <rmp—1
Th+l = Th—1— QkTk, 0=rrpt1

Bpennocrt i je H3]1 dpojeBa a u b. 3aucta, momrto je rp4+1 = 0, BaXu Aa je rx—1 = ik, 0a Opoj ry aenm
rk—1. MehyTum, nomro je riy_o = qr—17Tk—1 + Tk, OH J€JIU U T';_o. CIMYHUM PE30HOBAEM, YHA3aM, MOXKE Ce
3aKJBYUYHTH JIa 7' AENU U 71 M 7o Tj. a 1 b. OOpaTHO, ako HeKH Opoj ey ¥ ¢ ¥ b OHZIa OH eJU U 7°¢ ¥ 7’1, & TIOIITO
jere =19 — qir1, OH Jenu U 2. CIMYHUM PE30HOBAEM, YHAIIPE]], MOXE Ce 3aKJbYUUTH Aa Taj Opoj Mopa JenTr
u ry. Crora je r,, H3/] OpojeBa a u b.

V cBakoM KOpaKy alropuTMa OfipkKaBaMo JBe Y3aCTOIHE BPEJHOCTH HU3A ;. Y MOYETKY, TO Cy WIAHOBH 7'g U T'1 Tj.
OpUTHHAJHE BpeHOCTH @ 1 b. Baxu 1a je g1 = adivb,ary = amodbd. YV npyrom kopaky nmpomeHspuBe a u b Tpeda
Jia UMajy BPEJHOCTH WIAHOBA ') U T, IITO 3HAYM Ja Ce Map MPOMEHbUBUX a, b Mewa BpeaHocTuma b u a mod b,
IITO je YIPaBO OHO HITO CMO PAJWIIN Y MIPETXOJHO ONKUCaHOM Kofy. [locTynak ce HacTaB/ba CBE JIOK Map y3aCTOMHUX
BPEIHOCTH HE MOCTAHE Tk, T'k+1, Tj., IOIITO MAP Y3aCTOIMHUX BPEIHOCTH OIPKaBaMoO y MPOMEH/bUBaMa a U b, JI0K b
He rocTaHe Hysa U Taaa je H3]] koju je jemHak 7 caipkaH y TpOMEH/bHBO] a.

IMpumeTHMO 2 ce TOC/e HajBUIle jeJHOT KOpaKka OCUrypaBa 1a je a > b (jep ce y cBakoM Kopaky map (a, b) mMetba
napom (b, amod b), a yBek Baxu ga je amod b < b). Iocie duno koje aBe urepauuje ce ox napa (a, b) nonasu
1o mapa (a mod b, bmod (a mod b)) (HapaBHo, o npernoctaBkoM aa je b # 0 u ga je amod b # 0). Jokaxumo
ma je amodb < a/2. Ako je b < a/2, tama je amodb < b < a/2. V cynporHom, 3a b > a/2 Baxu 1a je
amodb = a — b < a/2. 3aT0 ce MPBU apryMeHT MOCIie CBaKa JBa KOpaka cMarmu dap aBoctpyko. [o BpeaHoctu 1
[IPBY aPTYMEHT CTUTHE Y JIOTAPUTaMCKOM Opojy Kopaka y oHocy Ha Behu o1 noJjia3Ha aBa dpoja u Tajga Apyru Opoj
CHUT'YPHO JJOCTIDKE HYITy (jep je CTpOro MarmH O ITPBOT) M IOCTYIIAK Ce 3aBpIiasa. [lakiie, CIOKEHOCT je JorapuTamMmcKa
y oaHocy Ha Behu oz gBa 6poja, mro moske aa ce 3anuie 1 kao O(log(a + b)). AKo ce CI0KEHOCT pauyHa y OJHOCY
Ha Opoj mmapa dpoja (IITO je BeJMUMHA ya3a), OHAA je OHa 3aIllpaBo JMHEapHa.

using System;

class Program

{
static int nzd(int a, int b)
{
// Euklidov algoritam
while (b > 0) // dok b ne postane nula

{
int tmp = b; // par (a, b) menjamo parom (b, a % b)
b=a%b; // jer je nzd(a, b) = nzd(b, a % b)
a = tmp;

}

return a; // nzd(a, 0) = a
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}

static voild Main()

{
// ucitavamo 3 broja
int a = int.Parse(Console.ReadlLine());
int b = int.Parse(Console.ReadlLine());
int ¢ = int.Parse(Console.ReadlLine());
// izracunavamo njihov nzd
Console.WriteLine(nzd(nzd(a, b), c));

}

}
3anarak: bpoj nesbuB cal 10 n

Hajmamu Opoj koju je neswus cBuM OpojeBuma of 1 1o 10 je dpoj 2520. Harmmuimm mporpam Koju 3a JaTH MpUpOIaH
dpoj n oapehyje koju je Hajmamu Opoj AepUB OpojeBuma of 1 1o n.

Vaa3: Ca cranpapasor ynasa yamurasa ce dpoj n (1 < n < 23).

W3zaa3: Ha crangapaau uznas ce UCIucyje TpaxkeHu Opoj.

IIpumep

Vaaz Hznaz
10 2520
Pememe

Hajmamu dpoj koju je nespuB ca gaTuM OpojeBuMa je Mo AeUHHULMH BUXOB HajMamU 3ajeJHUYKH cagpikaall.
M3pauyHaBamwe HajMamwer 3ajeJHUUKOr capikaolia ABa Opoja MOXke ce CBECTH Ha U3pauyHaBamhe BUXOBOT HajBeher

. . _ a-b .
3ajeJHIYKOr [Ie/IHola aKo ce 3Ha ja je nzs(a,b) = 7ed(a ) Jaxne, ako uMIuieMeHTrpaMo (yHKIHjy nzd Ko-
ja pauyHa HajBehu 3ajeqHUUYKM Jenuol gBa opoja EykimpoBum anroputMmom (kao y 3agatky Hajsehu 3ajenHuuku
Jenuiiant), Taaa (pyHKLHMjy NZS MOKEMO UMITJIEMEHTHPATH Kao

int nzs(int a, int b)

{
}

Perimo fa je 300r omacHOCTH Of HacTajama MpeKopayueka MPWINIHO OUTHO [1a Ce MPBO U3BPIIH JIe/berhe, Ia TeK
OHJIa MHOXEIHE.

return (a / nzd(a, b)) * b;

H3C Buie o 18a dpoja pauyHaMO HTEPATHBHO, TAKO LITO IPOMEHJBHBY Y KOjOj I'a YyBaMo MOCTaBUMO Ha 1, a 3aTum
y netspu odpaljyjemo dpoj mo Opoj ¥ MpOMEH/BHBY MEHaMO BpeAHOUTNY HajMamer 3ajeIHIUKOT CaApKaola mheHe
Tekyhe BpeIHOCTH U Tekyher Opoja.

using System;

class Program
{
// najveci zajednicki delilac dva broja
static int nzd(int a, int b)
{
// Euklidov algoritam
while (b > 0)
{
int tmp = a;
a = b;
b=tmp % b;

}

return a;

}

// najmanji zajednicki sadrzalac dva broja
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static int nzs(int a, int b)

{
return (a / nzd(a, b)) * b;
}
static void Main()
{
// ucitavamo broj n
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
// racunamo nzs(1, 2, 3, ..., n)
intm=1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; i++)
m = nzs(m, 1);
// ispisujemo rezultat
Console.WriteLine(m);
}

}
3aparak: buaujap 3 homka

Bunujapcku cTo je npaBoyraoHor odJuka AMMEH3uje m X 1w 1 UMa YeTupu pyne y homkosuma. [locmarpajmo uprex
CTOJIa, TAaKaB JIa My je MMpHHA M, a BUCHHA n. JlonTuna ce ygapa U3 JOEr JIeBOr yIya (1ojka ca KOOpAuHaTaMa
(0,0)) myx nuHHjE KOja je oM yIioM o 45 CTeneH! y OOHOCY Ha MBHUILIE CTOJA. AKO NPETIIOCTABUMO Jia JIOMTULA He
ycIopaBa CBOje KpeTame, a ce O]l CBaKe ce UBUIle 0/10Mja Mo, YIJIoM of 45°, fa je Beoma Majia U Jia y pyIy yrnaga
CaMo aKo cy joj KOOpJMHATe LIEHTpa jefHaKe KOOPAMWHATH pyIle, HalMIIK MporpaM Koju oapebhyje y kojy pymy he
TocJIe HEKOT BpeMeHa YIacTH, Kao 1 KOJIMKO he ce ImyTa mpe Tora oiduTy 0 UBHLE CTOJA.

Vaaz: Ca cranaapHor yiasa ce yHoce jBa neia opoja m un (1 < m,n < 10°) koju npeacTapsmbajy AMMeH3Hje
cTONIa.

M3aa3: Ha cranjgpannu u3ja3 y npBoM pely MCIUCaTh KOOPAMHATE pyrie y Kojy hie jonTuia ynactu, a 'y Apyrom
Opoj omdujama 0 UBMIlE CTOJIA MPE HETO IITO Ce TO JECH.

IIpumep

Yaas Hznaz
43 40
Objawmrberve

Kperame onTuiie je npuKkasaHo Ha CIHLH.

Cnuxka 2.1: Bunmjap

Pememe

Ha du ce nonTula HAIlLUIA y HEKO] pynu oHa Kpehyhu ce xopu3oHTaTHO Tpeda j1a mpele pactojame (ykuHy npeheHor
yTa) Koje MpelcTaB/ba HEKM YMHOXKAK IIMPUHE cToja U Kpehyhu ce BepTukaiiHO Tpeda Aa npehe pacrojame Koje
TIpeJICTaB/ba HEKM YMHOXaK BUCHHE cTosia. [1oITo je MHTEeH3NTET BheHe OP3NHE U Y XOPU3OHTATHOM 1 Y BEPTHKATHOM
TpaBITy UCTH (jep ce cTayHO Kpehe mox yriiom o 45 cTeneny y OJHOCY Ha HeKy MBUILY CTOJIa), pacTojame mpeheHo y
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XOPHU3OHTAJIHOM U y BEPTHKAIHOM CMepy je yBek HcTo. [lakiie, JIONTHIA yriaga y pyny y TPeHyTKy Kaja je npeljeHo
pacTojarme IpBY IIyT HEKM yMHOXaK OpojeBa m U n. HajMmamu Opoj KOju je IeJbHB 1 ca m ¥ Ca 1 j& IbIXOB HajMambH
3ajeIHAYKHM caapkanan nzs(m,n).

Bpoj myTa n,, KOjH je JONTHIA XOPU30HTAIHO Ipedprcaia Leny MUPUHY CTONA jefHaK je KOJIMIHUKY nzs(m,n)
u dpoja m, a Opoj n, MyTa KOJU j€ JONTULA BEPTUKAIHO Npedpucaa Lely BUCHHY CTONIA Je[HAK j€ KOJIMYHMKY
nzs(m,n) udpoja n. Axo je dpoj n, HemapaH, JONTHIIA Ce HATA3W Y HEKO] PYIIH Ha JIECHOj, a aKO je MapaH, Halas3u
ce y HeKOj pynH Ha JIeBOj MBHILIM CTOJIA, T1a  KOOPAWHATY pyIie Jako ojpelyjeMo aHaIM30M MapHOCTH Opoja 1.
AHAJIOTHO, aHAJIM30M NIAPHOCTH Opoja 1, oapelyjeMo KOOpAMHATY ¥ PyIIE.

AKO je JIONTHIIA XOPU3OHTAJIHY IIMPUHY IIPEIUIA 1, YT, OHA CE O HEKY JIEBY U JIECHY UBUILY OJOWIIA TAYHO 1, — 1
nyTa. CIMYHO, aKO je BEPTUKAIHY LIMPHHY HpPeIla 1, IyTa, O TOpbY U JOkbY UBHILY Ce 0O0NIA TaUHO 1, — 1 myTa.
Ykynau 6poj ogdujama je, gakie, (ng — 1) + (n, — 1).

H3C nBa dpoja Moxkemo n3padyHati EykInaoBUM aropuTMOM, I MOPaMO BOJHUTH padyHa Jia 300T BEJMKHUX yJa-
3HUX [TapaMeTapa MOXe HACTYIUTH MPEKOpauehe U MOPaMo KOPUCTHUTH aJIeKBATHE TUIIOBE MOJATKA.

using System;

class Program

{
static int nzd(int a, int b)
{
while (b > 0)
{
int ost = a % b;
a = b;
b = ost;
}
return a;
}
static long nzs(int a, int b)
{
return ((long)a / nzd(a, b)) * b;
}
static voild Main(string[] args)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int m = int.Parse(str[0]);
int n = int.Parse(str[1]);
long S = nzs(m, n);
int nx = (int)(S / m), ny = (int)(S / n);
intx=nx%2==02?0:m
inty=ny%2==07?20:n;
Console.WriteLine(x + 7 7 + y);
Console.WriteLine((nx - 1) + (ny - 1));
}
}
Pauyname H3C moxemo uzdehu. 3a pelere Hama je MOTPEOHO [a 3HAMO BPERHOCTH M, = nzs(m,n)/m u
ny, = nzs(m,n)/n. Howro je nzs(m,n) = (mn)/nzd(m,m), Baxu na je ny, = n/nzd(m,n) 1ok je n, =

m/nzd(m,n). Tume n3beraBamMo HOTpedy 3a PagoM ca BEIHKUAM OpOjeBUMa U M30eraBaMo MOryhHOCT HAaCTaHKa
IIpeKopaveHa.

using System;
class Program

{

static int nzd(int a, int b)
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{
while (b > 0)
{
int ost = a % b;
a =b;
b = ost;
}
return a;
}
static void Main(string[] args)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int m = int.Parse(str[0]);
int n = int.Parse(str[1]);
int N = nzd(m, n);
intnx =n /N, ny =m/ N;
intx=nx%2==02?0:m
inty=ny%2=02?220:n;
Console.WriteLine(x + 7 7 + y);
Console.WriteLine((nx - 1) + (ny - 1));
}

3agarak: YyeHNI HA HCTHM CeJHIITHMA

VYuenunu menajy asa puama y OMOCKOIICKO] calld y KOjOj Cy celiuilTa pacnopeheHa y m BpcTa ¥ n KOJIOHA (YYeHHUKa
nMa TaqHo m - n). Kaga cy riemamu npBu (hHIM, HACTAaBHUIM Cy WX PACHOpEAMJIM TaKO MITO cy ux pehamm mo
a30y4HOM pefociiey MomyaBajyhin BpCTy Mo BPCTY, a Kajia Cy IeAand Apyry (priM, IIOHOBO Cy OuiM pacnopeheHn
1o a30yYHOM pefiociieNly, ali OBaj MyT BPCTY Mo BpcTy. Hamuium mporpam koju oapehyje kKolmko y4eHuka je ceaesno
Ha MCTOM MECTYy TOKOM IJlefjamha 00a (puima.

Vaa3z: Ca cranmapaHor yinasa ce yHoce fBa 1ena dpoja m un (1 < m,n < 10000), cBaku y TOCEOHOM peny.

MN3na3: Ha crangapaHu u3na3 UCTIMCATH jeflaH Lieo Opoj KOju MpeAcTaBba Opoj yUEHUKA KOJU CY TOKOM IVleflamba
00a (priima ceesy Ha UICTOM CEIUIITY.

IIpumep

Vaaz Hznaz
3 3

5

Pememe

[Mpunukom pehama enemeHara BpCTy MO BPCTY MpU YeMy y je[HOj BPCTU MMa 7 €JeMeHarta, eJIEeMEeHT ca PeJHUM
Opojem x Hanasu y Bpcty v1 = x div n ¥ Koo k1 = x mod n (Opojame eeMeHaTa, BPCTa M KOJIOHA ITOYHELE Off
Hyse). [Jakiie Ha OCHOBY Ae(pHHUIIM]e IIeT00pOoJHOT ieiberha Baku aa je x = v -n—+ky, 0 < k; < n. CimaHo, ako ce
eJleMeHTH peljajy KOJIOHY IO KOJIOHY, M aKO y jeJHOj KOJIOHM MMa 1m eJieMeHara, Tajla ce eJIeMEHT ca peIHUM OpojeM
T HaJIa3M y KOJIOH! ko = x divm u Bpcti vo = x mod m. Hakne, Baxu gajez = ko - m+vo u0 < vg < m.

Ja du eneMeHT OO Ha MCTO] MO3UIM)U MOpa J1a BaXH Ja je k1 = ko 1 Aa je v = vy. JeIHO AMPEKTHO pellene je
Jla ce 3a CBaKW pelHU Opoj yuenuka oxg 0 mo m - n — 1 ompene v1, k1, v2 1 ko (1eTOOPOJHUM JeJbeHhEeM, Ha TOpe
OIMCaHN HAYMH) M 3aTHM JIa C€ BUAM KOJHKO TaKo ojpeheHux OpojeBa 3aJ0BObaBa TPAKEHH YCIIOB (peleme ce,
JlaKJjie, 3aCHUBA Ha Opojamy eleMeHaTa (pUATpupaHe cepuje).

using System;

class Program

{

static void Main()

{

int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
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int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int brojNaIstimSedistima = 0;
for (int ucenik = 0; ucenik < m*n; ucenik++)

{
int vl = ucenik / m, k1 = ucenik % m;
int k2 = ucenik / n, v2 = ucenik % n;
if (vl == v2 && k1 == k2)
brojNaIstimSedistima++;
}

Console.WriteLine(brojNaIstimSedistima);

}

Mebytum, mocroju u eprikacHuje perierbe. Ha ocHOBY rope pedeHor, Mopa Jia Baxu 1a je © = vy -n+k; = ko-m—+uvo,
a MOIITO 7 3aJ0BOJbABA YCJIOB 33/IaTKa aKO U CAMO aKO BaXu k1 = ko M v = vo, BaXu 1a je v1 -n+ k1 = k1 -m+vq,
Tj. v1-(n—1) =ky - (m — 1). Ipu tom, mopa ma Baxu 1a je 0 < v; < mu 0 < k; < n. Peurerma nMa OHOJIMKO
KOJIMKO OCTOju mapoBa (v, k1) KOjH 3310BOJbaBajy JaTu yciIoB (TakBu cy curypHo mapou (0,0) u (m —1,n — 1),
anm ux uMa Moskza jormr. O3Hauumo ca d Hajeehu 3ajenHuuky aenuan opojeean —lum —1. Hekajen—1 = s-d
um—1=t-d TamamopamaBaxkuvy-s-d==ky-t-d, 1. vy -s=Fkp-t, IpudeMy cy s U ¢ y3ajaMHO IIPOCTH
OpojeBn. OBa jesHauMHa je 33/I0BOJbEHA aKO M CAMO aKO IMOCTOjM HEKO ¢ TaKBO Ja je vy = ¢ -tu ky = i -s. U3
yeroBama je 0 < vy < menmemnaa je 0 < v; < m — 1 = t - d, mITo 3HaYM Ja je HEOMXOMIHO Jla BAXH Ja je
0<¢<d Cmyno, m30 < ky <ncaemupaje0 < ky <n—1=s-d, mro je orrer ekBuBasieHTHO ca 0 < ¢ < d.
Haxue, maposa (v1, k1) Koju 3agoBosbaBajy v1 - (n — 1) = k1 - (m—1),0 < vy < mu0 < k; < n jenHak je
Opojy BpeaHoCTH 7 KOje 3amoBosbaBajy 0 < i < d, a o je tauHo d + 1. Jlakje, 3aiaTak ce MOKE PEIIUTU TAKO IITO
ce u3pauyHa H3]l 0pojeea m — 1 un — 1 u taj H3]] ce yBeha 3a jenan. H3]] ce Moxe uspauynatu Eykmigosum
anroputrmMoM. Paznuuunte Bapujante EykinmoBor aroputMa onucane ¢y y 3aaatky Hajsehu 3ajenuuky aesuail.

using System;

class Program

{
static int nzd(int a, int b)
{
while (b != 0)
{
int tmp = a % b;
a = b;
b = tmp;
}
return a;
}
static void Main()
{
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WriteLine(nzd(m-1, n-1) + 1);
}
}

3anarak: MoayaapHu UHBep3

Mune u Tama Mopajy Ja pa3MeHe TajHe MOpYKe KOje ce cacToje Of IyHO BeJIHMKHX OpojeBa. Mwie je xkeneo qa
ce JI0JAaTHO 3alTUTU U Ja Te dpojeBe Ipe cllarkba W3MEHM TaKo LITO jé CBaKM Opoj MOMHOXHUO TajHUM OpojeM a U
M3padyHao OCTaTak Mpu Jesbemy ca TajHuM OpojeM n. Ilomro je nodap Matemarudap, Muse 3Ha j1a he Tama nako
Mohu J1a femudpyje Mopyky ako 3Ha OpojeBe a U m M aKO CY OHM y3ajaMHO MPOCTH U 3aTO UX je u3adpao dail Ha Taj
Ha4VH ¥ yHaIpea ux je goroopuo ca Tamom. Hammmm nporpam koju Tamu nomaxe aa nenmdpyje Opojese koje
joj je Mune nocrnao.
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Vaaz: Ca cranapaHor yiasa ce yHoce dpojesu a un (2 < a,n < 10%), 3a koje ce 3Ha 1a cy y3ajaMHO TIPOCTH.
Hakon Tora yHoce ce Opojesu z; (0 < x; < n), bux Hajuie 10, CBakM y TOCEOHOM pefy CBE JO Kpaja CTaHIapIHOT
yJ1a3a, KOju MpeAcTaBbajy Opojese Koje je Muie 1odno HakoH mudpoBama OpUrHHAIHUX OpojeBa.

M3zaa3: Ha cranmapaay w3na3 NCOHCATH OpUTHHATHE (AemmdpoBane) OpojeBe, CBaKU y MOCEOHOM pefy.

IIpumep

Yaas H3znaz
3 2

5 4

1 1

2 3

3

4

Odjamrserve

3aucra, Baxu ga je (3 - 2)mod5 = 6mod5 =1, (3-4)mod5 = 12mod5 =2, (3-1)mod5 = 3mod5 =3 u
(3-3)mod5 =9mod5 = 4.

Pememe

Haryiacumo 3a moverak Ja je y mporpamy IOTpedHO MHOXHTH JiBa Opoja Koju mory duty 10 10° u uzpauynatn
Tpou3BoJ Koju Mosxe dutu o 10'%. 3aro je y mporpamy norpedHo kopucTuTH 64-O6uMTHO 3anmcane dpojese. Y
jesuky C# MOKeMO KOPHCTUTH THIT Long.

IIperpara rpydoom cuiiom

3a cBaku yunTaHu Opoj x Tpeda ofpeaUTH Y TakaB aa je a -, y = x. bpoj y ce, makie, MOxe OJPEAUTH TaKoO IIITO ce
U3BPIIH JieJbehe Opoja x Opojem a no Moayity n. [ebemne o Moaysy je BeoMa crielirdguyHa ornepanyja, Apyraunja
0]l CBUX OIepalyja Mo MOAYJIy Koje cMO JIo caja cpeid. Yak HH MOCTOjare KOJMYHUKA TI0 MOAYJY 7 HUje YBEK
rapaHTOBAaHO (aKo Cy OpOjeBM a U 1 y3ajaMHO MPOCTH, KAO0 IITO jecy Y OBOM 3a/IaTKy TaJa MOJYJIAPHU KOJMIHUK
TIOCTOjH 32 CBAKO T M jequHCTBEeH Mehy OpojeBuma ox 0 mo n — 1).

MonynapHo aesbee rpyOooM CHIOM HOoApa3yMeBaslo OM IPHMMEHY arOpUTMa IIpeTpare 3a CBako X Tj. UCIPOOaBame
cBux Moryhux opojesa y ox 0 1o n — 1 u mpoBepy fa Jimt je @ -, Yy = x. [lomTo 1 MoXe OUTH NPWIMYHO BEIUKU
dpoj, MpoHaTaxeke NHBEP3a 1 3a jeJHO & MOKe OMTH BeoMa Hee(pKacHO.

using System;

class Program
{
// pokusavamo da podelimo x sa a po modulu n
// ako postoji rezultat se smesta u y, a funkcija vraca podatak o tome
// da li kolicnik postoji
static bool deli(long x, long a, long n, out long y)
{
// resenje grubom silom
// posto je (a * y) mod n = (a mod n * y mod n) mod n
// mozemo a zameniti sa a % n
a %= n;
// proveravamo sve moguce kandidate za y
for (y = 0; y < n; y++)
// ako je
if ((@ *y) % n==x)
return true;
// kolicnik ne postoji
return false;
}
static voild Main()
{
// ucitavamo brojeve
long a = long.Parse(Console.ReadLine());
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long n = long.Parse(Console.ReadLine());
// ucitavamo sve brojeve do kraja ulaza

string s;
while ((s = Console.ReadLine()) !'= null)
{

long x = long.Parse(s);

// delimo ih sa a po modulu n (po uslovima zadatka kolicnik
// postoji)

long y;

deli(x, a, n, out y);

Console.WriteLine(y);

}

'YMecTo HE3aBUCHOT JieJbeba CBaKor Opoja x dpojeM a (1o MOAYITy 1), O0bU MPUCTYI je U3pauyHaBambe MOJyJIApHOT
r“HBep3a Opoja a U KacHUje MHOXeHe (110 MOJYJIy 1) CBUX OpojeBa & TUM MHBEP30OM

1 1

3a jmati dpoj a morpedHO je mpoHahy HKEroB MHBEP3 MO MOAYIY 1 Tj. Opoj ™ TakaB #a je a - -, a = 1, Tj.
ma je (a=' - a)modn = 1. Axo ce Takas dpoj Habhe, oHa Baku 1a je a~ ! -, (a -, y) = a~ ' -, 2. Hourro je
aty(any)=(ata)py=1-,y=y,Bakugajey =a * -, x, mro Ham oMoryhasa na nemmdpoparme Tj.
JIeJbebe TI0 MOJYJTY U3BPIIMMO OIEPAIjOM MHOXEEbA 110 MOYJTY.

OnpehuBarbe MOy TaApHOT MHBEP3a Ce MOKE YPaUTH FPyOOM CHJIOM TaKO IITO Ce PEIOM UCTIUTAjy CBY dpojesn a

on 0 10 n — 1 u nposepu ce 1a M je a ! -, a = 1. Mako ce nperpara oBaj MmyT CIPOBOM CaMO jeHOM, a He 3a
CBaKO & M3HOBA, OBO pelleihe je OeT BeoMa Hee(DHKacHO y CiTydajy Kaja je 1. BeIUKH Opoj.

using System;

class Program
{
// odredjujemo inverz broja a po modulu n i1 smestamo ga u promenljivu t
// funkcija vraca podatak o tome da 1i modularni inverz postoji
static bool inverz(long a, long n, out long t)
{
// resenje grubom silom
// posto je (a * t) mod n = (a mod n * t mod n) mod n
// mozemo a zameniti sa a % n
a %= n;
// proveravamo sve moguce kandidate za inverz
for (t = 0; t < n; t++)
// ako je ostatak 1, nasli smo inverz
if ((t *a) $n==1)
return true;
// inverz ne postoji
return false;

}

static void Main()

{
// ucitavamo brojeve
long a = long.Parse(Console.ReadLine());
long n = long.Parse(Console.ReadLine());
// trazimo inverz elementa a po modulu n (po uslovima zadatka on
// mora da postoji)
long inv_a;
inverz(a, n, out inv_a);
string s;
// ucitavamo sve brojeve do kraja ulaza
while ((s = Console.ReadLine()) != null)

{
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long x = long.Parse(s);
// delimo ih sa a po modulu tako sto ih mnozimo sa inverzom od a
Console.WriteLine((inv_a * x) % n);

}
IIpomupenn Eykiannos aaropuram u besyoBa Teopema

Jenna m3pasurto BaxHa nocnequia EykimpoBor aroputMa ormicaHor y 3agaTtky Hajsehw 3ajemnnuky genmiar je
BesyoBa Teopema Koja Kake Jja 3a CBaKa [[Ba MPUpPOIHA Opoja a U b TocToje 1esm OpojeBH s U t Tako Ja BaXd Ja
jes-a+t-b = nzd(a,b). BpojeBu s u t ce MOTy U3pauyyHATH T3B. MPOMIUPEHUM EyKIIMIOBAM airopuTMOM.
INocmatpajmo HapeaHy Tadeny.

o = a So = 1 to =0

rn = b s1 =0 t1 = 1

ro = To—qiT1 So = S0 —q151 to = to—qity
Tidl = Tio1 — @iT Sitl = Si—1 — ¢;iSi tiv1 = ti—1 —qit;

Tk = Tk—2 — (qk—1Tk—1 Sk = Sk—2 — Qk—1Sk—1 ty = tp—2— Qr—1tk—1
rev1 = 0 Sk+1 = Sk—1 — QkSk tkt1 = tp—1 — Qitk

VYV cBakOM HEHOM KOpaKy Baxu J1a je s; - a + t; - b = r;. 3aucra, y mpBa ABa KOpaKa jeJHAKOCT je TPUBHjATHO
UCIIyHeHa. AKO MPETHOCTaBUMO Ja Baxu S;_1a + t;_1b = r;_1 u s;a + t;b = r;, Tama je Ha ocHOBY Taleie
riv1 = (Si—1a + t;-10) — qi(s;a + ;) = (si—1 — q;i8;) - a + (ti—1 — ¢;t;) - b. Iowmro je y Tadenu craBbeHO 1a
j€ Sit1 = Si—1 — ¢;S; U tiy1 = ti—1 — q;t;, My Kopaky ¢ + 1 Baxu 1a je S;41a + t;410 = 7;1. Hdakne, Baxu 1a
je sga + tpb = ry, a momro je rr H3]1 dpojeBa a u b (mTo cMo nokazanu y 3agatky Hajsehu 3ajepnuyky pemari,
dpojeBu sy u tj, cy Tpaxenu be3yoBu koepunyjeHTH.

HonatHo, BaXu Oa je Siy1 = im Ailgi1 = im. 3aucra, Baxu J1a Cy OpOjeBH Sk1 U t1 y3ajaMHO
MPOCTHU (TO CIEAW U3 UACHTUTETA Sktpy1 — LkSkt+1 = (—1)’“). Iomro y3 To Baxku  Aa je ask+1 + btgy1 = 0,
BaXH Ja Opoj Sp+1 Aemu dpoj b ok i1 Aemm dpoj a, ma TBphemwe ciequ. Moxe ce IOKa3aTH U Aa OpOjeBH S; U
t; odpazyjy cepuje antepHupajyher 3Haka Koje cy (mocjie HeKMX MpPBUX WIAHOBA) CTPOro pactyhe mo ancoiyTHOj
BPEAHOCTH. 3aTo BakH 1a je |s;| < m ult;| < m, HITO je BaKHO CBOJCTBO KOj& HAC OCUTYpaBa Off
HACTaHKa MpeKopavyerha TOKOM N3pauyHaBamba.

IMpukaxumo npomupenu Eykinaos anroputam Ha npuMepy opojesa 86 u 34.

o = 86 So = 1 to = 0

rn = 34 S1 = 0 t1 = 1

rg = 86—-2-34=18 s = 1-2.0=1 g = 0-2-1=-2
r3 = 34—-1-18=16 s3 = 0-1-1=-1 ts = 1-1-(-2)=3
rg = 18—1-16=2 s4 = 1-1-(-1)=2 t4 = -2-1-3=-5
s = 16—-8-2=0 s5 = —1-8-2=-17 t, = 3-8.(-5) =43

Haxse nzd(86,34) = 2, Baxu ga je 2 - 86 + (—5) - 34 = 2, u Be3yoBu koepunmjentu cy s = 2 u t = —5, cepuja
opojeBa s je 1,0, 1, -1, 2, -17, a cepuja dpojeBa t je 0, 1, -2, 3, -5, 43. Tlocnenmu KoeUIHjeHTH y TOj CEpPUjU Cy
3aMcTa KOJIMYHUIM OpojeBa a u b ca muxosuM H3I.

NmmneMenTanyja je jeqHOCTABHO YOMNIITeHe OCHOBHE MMIUIeMeHTauuje EykimaoBor anroputma. Y mo JBe mpo-
MEHJbUBE OfIpXKaBaMoO /B y3aCTOIHE BPEAHOCTH HU3a 7;, HU3a S; ¥ HU3A t;, Y MET/bU UX aXXypUPaMO Ha OCHOBY
IpHKa3aHuX (popMyJia CBe JOK WiIaH HU3a 7; HE IOCTaHe jeIHAK HYJIU.

Bupaehemo aa ce nporvpenu Eykianaos airoputam Moxe NPUMEHUTH Y MHOTO Pa3JIMUUTHX CUTYaIuja.

Bpartumo ce HallieM OpUrMHAIHOM IpodieMy. 3aJaTak cMO CBeJId Ha oipehuBambe MOIyJapHOT MHBEp3a Opoja a 1Mo
MOyJy 1 Tj. Ha TO fia Tpeda ponahu 6poj ¢ Tako ma je e~ '-a = ¢-n+1,1j. —g-n+a~'-a = 1. ITomrro cy dpojesu a
1 M y3ajaMHO ITPOCTH 1O MPETIIOCTABIM 3aJaTKa (Y CyIpOTHOM He OMCMO MOTJIH JIa FApaHTY jeMO MOCTOjarbe pelieha),
Baxu ja je H3]] OpojeBa a u n jemnHak 1. Ha ocHoBy BesyoBe Teopeme mMoryhe je mpoHahu OpojeBe s U ¢ TakBe Ja
jes-n+t-a = 1. Kaga npommpennm EykmmnoBum anroputmMom npoHaheMo Te keoduiijente, koeuimjentT ¢
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je TpaxxeHH MOIyJIapHH HHBep3. AKO je Taj Opoj HeraTWBaH, OH/a Ce 3a MHBep3 MOXe y3eTH ¢ + n (jep Taxa Baxu
(s—a)-n+(t+n) a=1,anomro je |t| < 7zd(amy = "> OPOj t 4 N je CUTYPHO MO3UTHBAH).

using System;

class Program

{
static long bezu(long a, long b, out long s, out long t)
{
long r® = a, rl1 = b;
long s6 = 1, s1 = 0;
long tO6 = 0, t1 = 1;
while (r1 > 0)
{
long q =10 / ri;
long tmp;
tmp = ro;
ro = ri;
ri =tmp - q * ri;
tmp = s0O;
s@ = si1;
sl =tmp - q * s1;
tmp = tO;
t0 = ti1;
tl =tmp - q * t1;
}
s = s0; t = t0;
return r0;
}
static bool inverz(long a, long n, out long t)
{
long s;
long r = bezu(n, a, out s, out t);
if (t <0) t += n;
return r == 1;
}
static void Main()
{
long a = long.Parse(Console.ReadLine());
long n = long.Parse(Console.ReadLine());
long inv_a;
inverz(a, n, out inv_a);
long x;
string s;
while ((s = Console.ReadLine()) != null)
{
x = long.Parse(s);
Console.WriteLine((inv_a * x) % n);
}
}
}

IMpumeTnmo 1a HaM BpeTHOCT Opoja s 3alpaBoO HUje MOTpedHa, Ma ce HEHO M3pPAuYyHaBabe Y OBOj CHEIUjaIHO]
MIPUMEHH MPOIIMpeHor EyKINI0BOr aroputMa 3arpaBo MOXe U30CTABUTH.

using System;
class Program

{

static bool inverz(long a, long n, out long t)
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long r =n, rl = a;
t =0; long t1 = 1;
while (r1 > 0)
{
long q=r/ ri;
long tmp;
tmp = r;
r=ri;
ri=tmp - q*ri;

tl = tmp - q * t1;
}
if (t <0) t+=n;
return r == 1;
}
static void Main()
{
long a = long.Parse(Console.ReadLine());
long n = long.Parse(Console.ReadLine());
long inv_a;
inverz(a, n, out inv_a);
long x;
string s;
while ((s = Console.ReadLine()) != null)
{

x = long.Parse(s);
Console.WriteLine((inv_a * x) % n);

}

OjaepoBa Teopema

Joru jeman HauYMH fa epUKACHO U3pavYyHAMO MOy IapHH HHBEp3 je Kopuihetse Ojtepose Teopeme. Heka p(n) o3na-
yaBa dpoj OpojeBa KOjH Cy y3ajaMHO IIpOCTH ca dpojeM n (0 HBOj U HAYMHY HEeHOT e(pUKaCHOT H3padyHaBama OUIIo
je peun y 3agatky Ojneposa ¢ynkiuja). OjnepoBa Teopema TBPAU Ja ako cy OpOjeBH a U 1. y3ajMHO MPOCTH BaXH Aa
je a®™ modn = 11j. ga je (a®™~1) -, amodn = 1. 3ato je a ! 1m0 Moay:y 1 jemak Spojy a®™ 1. Iowrro
€KCIIOHEHT MOXe OMTH BEJIUKH OPOj CTENEHOBahe TPeda U3BPIIUTU HEKUM e(PUKACHUM aJITOPUTMOM CTEIIEHOBaHba
(cTeneHOBabe ce, HAPaBHO, BPILY [0 MOIYJIY 7).

VYMmecto mpokasza OjiepoBe Teopeme 4ajMo caMo MaJlo MOjalllibemhe Ha jeqHoM mpumepy. [locmarpajmo dpoj n = 12
1 OCTaTKe MpH Jesberby ca 12 koju cy y3ajmuo npoctu ca 12. To cy dpojeeu 1,5, 7 u 11 1 uma ux taudo ¢(12) = 4.
VY3mumo Omto Koju dpoj koju je yzajamuo npoct ca 12. Heka To dyne, Ha npumep, Opoj a = 7. [ToMHO)kHMO 1O
MoayJity 12 cBe HaBenieHe ocratke dpojem 7. Tako modujamo dpojese 1 - Tmod 12 = 7, 3arum 5 - 7Tmod 12 = 11,
3atuM 7 - 7mod 12 = 1 mw Ha kpajy 11 - 7mod 12 = 5. IIpumeTnMoO 2 CMO HOOMIIM KCTe OpOjeBe Kao Ha MOYETKY
(jemnHO MM ce pemocien npomeHno). Kibyunn yBun y nqokasy je aa hie To yBek OuTH ciiy4aj Kaja ¢y a U n y3ajaMHO
npocty. 3ato cy npomssoau (7-1) - (7-5) - (7-7)-(7-11) 1j. 7*-(1-5-7-11)mu1-5-7- 11 jenHaku no Mozyy
12 u 3ato 6poj 74 mpu memersy ca 12 maje ocrarax 1, mto je ynpaso TBpheme Ojnepose TeopeMe.

using System;

class Program

{

// broj brojeva manjih od n koji su uzajamno prosti sa n
static long phi(long n)

{
// Ojlerova formula kaze da je taj broj jednak
// n * proizvod(1 - 1/p) za sve proste brojeve p koji dele broj n
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long d = 2;
long proizvod = n;
// dok broj n ne postane prost

while (d
{
if (
{

}

*d <= n)

n%d==0)

// nasli smo nov prost faktor pa azuriramo proizvod

proizvod = (proizvod / d) * (d - 1);

// uklanjamo ostala pojavljivanja tog faktora

while (n % d == 0)
n /= d;

// prelazimo na sledeceg kandidata

d++;

}

// n je prost broj, pa treba azurirati proizvod i1 za njega

if (n >
proi

)

zvod = (proizvod / n) * (n - 1);

// vracamo rezultat

return p

}

roizvod;

// i1zracunavamo x*k mod n koristeci algoritam efikasnog stepenovanja
static long stepen_po_modulu(long x, long k, long n)

{
k %= n;
long ste
while (k
{
if (

return s

}

pen = 1;
> 0)

k%2==1)
stepen = (stepen * x) % n;

tepen;

// izracunavamo broj t takav da je a * t mod n = 1
// funkcija pretpostavlja da su a i n uzajamno prosti 1 tada t
// uvek postoji

static long

{
}

return s

static void

{

long a
long n =

long inv_

long x;
string s
while ((
{
X =
Cons
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inverz(long a, long n)

tepen_po_modulu(a, phi(n)-1, n);

Main()

long.Parse(Console.ReadLine());
long.Parse(Console.ReadLine());
a = inverz(a, n);

E

s = Console.ReadLine()) != null)

long.Parse(s);
ole.WriteLine((inv_a * x) % n);
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}

3anarak: Kunecka rteopema

INepa nmokymaBa Ja mapajenansyje CBOj MporpaM KOju paau Haja & MoJaTaka Tako Ja CBaKH mpouecop odpalyje uctu
Opoj nojaraka. AKo pacropejy MOoJaTKe Ha 1 MPOoLecopa, OcTaje My a1 MojaTaka BHIIKa, aKO Pacope/iy MOoaTKe
Ha no MpOLEcopa, OCTaje My ao MoJaTaka BHUIIKA, a aKO UX paclopeqy Ha 13 MpoLecopa, ocTaje My a3 MoJaTKa
BUIIKAa. AKO ce 3Hajy OpojeBH a1, ni, G2, N2, A3 U N3 U aKO Ce 3HA J1a CYy OpPOjeBU n; y3ajaMHO IPOCTH, HAMUIIN
mporpam Koju oapelhyje x.

Vna3: Ca cranpapaHor yiasa yHoce ce OpojeBu aqi, N1, Gz, N2, az U ng (2 < n; < 10%, 0 < a; < n;). CBakn nap
ce HaBOJY Yy MOCceOHOM pejly, a OpojeBU Cy pa3iBOjeHH pa3MakoM. BpojeBu ny, ng U n3 Cy y3ajaMHO MPOCTH.

MN3na3: Ha cranmapaHy uM3ja3 UCIMCATH jeiaH IPUPOJaH Opoj - jeAUHCTBEH NMPUPOAAH Opoj MamH Of MPOU3BOJA
N1 - Ng - N3 KOjU 3aJ0BOJbaBA JATE YCJIOBE.

IIpumep

Yaaz Hznasz
23 23
35

27

Odjawrserve

Kaga ce 23 nopaTtka nojenu Ha 3 mpoliecopa, CBaku Mmpoliecop 1oduja 7 mopaTtka (yKymHo 21) u 2 mogatka ocTajy
Hepacniopehena. Kana ce nonenu Ha 5 nporiecopa cBaku npotiecop aoduja o 4 nogarka (ykynHo 20) 1 Tpy nojgatka
ocrajy Hepacnopehena. Kazna ce nogenu Ha 7 nporecopa, cBaku Ipolecop Aoduja no 3 nogaTka (yKymnHo 21) u oner
2 nopatka ocrajy Hepacropehena. CimaHo Ou Baxkwio u 3a 128 noataka, 233 nomatka utH., anu 23 je jequHu Opoj
Mamu o 3 - 5 - 7 = 105 3a KOju OBO BaXH.

Pememe

I'pyda cuia

Pemere rpydom cuiiom moapasymMeBa Jia JIMHEAPHOM IpeTparoM rnpoHahemMo HajMamK Opoj KOju MpH Aebermy ca
JaTUM JeMolMMa Jaje aTe ocTaTKe.

using Systenm;

class Program
{
static voild Main()
{
// ucitavamo ulazne podatke
long[] a = new long[3], n = new long[3];
for (int 1 = 0; 1 < 3; 1++)

{
string[] s = Console.ReadLine().Split();
a[i] = long.Parse(s[0]);
n[i] = long.Parse(s[1]);

}

// rezultat izracunavamo na osnovu kineske teoreme o ostacima
for (long rezultat = 0; true; rezultat++)
if (rezultat % n[0] == a[0] &&
rezultat % n[1] == a[1] &&
rezultat % n[2] == a[2]) {
Console.WriteLine(rezultat);
break;
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Curo

INocroju jemaH mocTymak KOju HHje MPEBUIIE MATEMATHUYKHU 3aXTEBaH, Al KOJU HEje ONTHMAJIAH y CMHUCITY ehu-
KacHOCTHU (HO, MCIIOCTaBjba CE€ [a je AOBOJBHO e(hMKACaH Ja PEeIlH 3aJaTak y OKBHPY IOCTaB/bEHUX OIPAHMYCHA).
IIpuctyn je 3acHOBaH Ha MaMeTHOj TpeTpa3u. Ako dpoj r ca Opojem nq Jaje ocTaTak a; OHJIA je OH CUTYPHO jeJaH
0J] WIAaHOBA apUTMETUYKOT HU3a a1, a1 + N1, a1 + 211, ... Y NETbU peJJOM NpoBepaBaMo oBe OpojeBe CBe AOK He
HauheMo Ha MpBU €JIEMEHT KOjU MpU JIeJbeY ca No Aaje ocraTak ae. Kaga TakaB Opoj a2 Hahemo (oH he Outu
HajMam¥ MO3UTHBAH OpOj ca OCOOMHOM JIa ITPH AeJberby ca N1 U Ng Jaje peioM OcTaTKe a1 M ag), 3HaMmo Ja he cBaku
HapeiH! Opoj KOjH 3a/I0BOJbaBa TO CBOJCTBO OUTH WiIaH aPUTMETHUKOT HU3a (12, G12 + Ny - N, G132 + 2Ny - Na, ...
Penom npeTpaskyjemMo ejileMeHTe OBOT HU3a JJOK He Han)eMo Ha eJIeMEHT 123 KOjU MPH JAeJbeY ca N3 Jaje ocTaTak
as. TomrTo cy y HaleM 3aaTKy Jata caMo TPH eJIeMEHTa, OBO je M KOHa4YHO peliere. [locTymnak Ou ce JIako yOITHO
TaKo IITO OM ce HAKOH MPOHAJIAKEha G123 MMOCMATPaM OPOjeBH G123, G123 + N1 - Mo * N3, G123 + 2 N1 - Ny - N3 U
TaKo JaJbe.

TTpuKakMMO PETXOAHM aIropuTam Ha jegHoM npumepy. Heka je (a1, n1) = (2,3), (a2, n2) = (3,5) u (as, n3) =
(2,7). Baxu ma je N = ng - nq - ng = 105.

INocmaTpamo pBO ApUTMETUYKH HU3 a1 + K - my YMjU Cy WIAHOBH 2, 5, 8, 11 UTA. U Y BeMY TPaKHUMO IIPBH OpOj
KOjH MU JIeJberby ca No = D Jlaje TpaxkeHW ocTaTak as = 3. [IpBu TakaB Opoj je ajo2 = 8.

Cajia nocMaTpamo Hu3 a1z + k- (ny - n2) 1j. HU3 8, 23, 38 UTA. My HbeMy TPaXKMMO IPBH €IEMEHT KOjU TIPH Je/berbY
cans = 7 gaje TpaxeHu ocratak 2. To je 0poj aj23 = 23, KOjU je KOHaYaH pe3ysTarT.

using System;

class Program

{
static void Swap(ref long a, ref long b)

static voild Main()
{
// ucitavamo delioce i1 ostatke
int k = 3;
// ucitavamo ulazne podatke
long[] a = new long[3], n = new long[3];
for (int 1 = 0; 1 < 3; 1++)

{
string[] s = Console.ReadLine().Split();
a[i] = long.Parse(s[0]);
n[i] = long.Parse(s[1]);

}

// sortiramo nizove opadajuce po n - nizovi su kratki pa koristimo
// naivnu implementaciju selection sort algoritma
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
for (int j =1+ 1; J < k; j++)
if (n[i] > n[iD)
{
Swap(ref n[i], ref n[j]);
Swap(ref a[i], ref a[j]);
}
// Usito”
long m = a[0], p = n[0];
for (int 1 = 1; 1 < k; 1++)

{
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while (m % n[i] != a[i])
m += p;
p *= n[i];
}
// prijavljujemo rezultat
Console.WriteLine(m);

Kunecka TeopeMa o0 ocralumMa

HNaxko ce y 3aaTKy ocMaTpajy TauHO TPH JEJMOIA U OCTAaTKa, pa3MOTPUMO MaJIO OMIITHjH CIIyYaj MpOHAJTAKEHa
dpoja r TakBO 1a 3a k y3ajaMHO mpocTux OpojeBa ny,. .., Ny BAXU Aa je r modn; = ay, ..., r mod ng = ag. Cimu-
YaH MpodJIeM pelllaBama CUcTeMa KOHpYeHIMja IocMaTpaH je joI y ApeBHOj KuHu, Tako Ja je mocTymak peliaBama
Koju hemo omucaTy ¥ IPUMEHUTH y pellieby 3aCHOBaH Ha TBphemy Koje ce Ha3KBa KHHeCKa TeopeMa 0 OCTanu-
ma. OHa TBpaM fa ako je N = nj ...7n, NPOU3BOJ CBUX OpojeBa n,; U ako Cy OpojeBH nq, . .., ny MehycodHo, y
MapoBHMa, y3ajaMHO IPOCTH, Taja 33JaTH CUCTEM YCJIOBA MMa jeMHCTBEHO pellere 7 Takso Ja je 0 < r < N.

Axo 3a cBako ¢ TakBo 1a je 1 < 4 < k mponahemo Opoj r; TakaB Jia mpH Aejbery ca OpojeM n; Jaje ocraTak
a; JIOK TIpU JieJbely ca cBuUM ApyruM OpojeBuma nj 3a 1 < j < ku j # i naje ocrarak 0, Taja he TpaxeHu
pe3yirar r OUTH jemHak 30mpy cBHX OpojeBa r; mo monyny N T1j. Baxuhe ma jer = r1 +n ... +nN Tk, OQHOCHO
r=(ri+...+rp)mod N.

Peryivo 1 1a je oBaj IOCTyIaKk BeoMa CJIMYaH OHOM KOJI KOHCTPYKIHMje JlarpaHkeBor HHTEPHOJIALMOHOT OJIMHOMA
Tj. Aa je JlarpaHkeB MOCTYyNaK MHTEpIONAIMje 3alpaBo CElHjaiaH Ciaydaj KHHECKe TeopeMe O OCTallMa, Kajia ce
yMecTo dpojeBa mocMaTpa MpCTeH MOJMHOMA.

Hokaxumo mperxogHo TBphewe. Ako Baxku ga je Nmodn; = 0, Taga 3a CBakM Opoj T Baxu jAa je
(xmod N)modn; = xmodn,. 3aucra, ako je y = (zmod N)modn; Tama NoCToju HeKH OpOj ¢ Takas
na je xmod N = q - n; + y. Mehyrum, Tana nocroju Heku 0poj ¢’ Takas ja je x = ¢’ - N + ¢ - n; + y. 3aro Ha
OCHOBY OCOOMHA cadupara, OJy3UMarba 1 MHOXEHa 10 MOIYJIy OMUCAHUX Y 3aAaTky Onepaliyje 1o Mo/yty, Baxu
na je xmodn; = ((¢' - N)modn; + (¢-n;) modn; + (ymodn;)) modn; = (ymodn;) modn; =ymodn; =y
(jer je Nmodn; =0,n,modn; =0u0 <y < n; mazarou ymodn; = y).

3aro 3Hamo 1a he 3a cako 1 < ¢ < k BaXATH U

rmodn; = ((r1 + ...+ %) mod N) mod n;

r1+...+rp)modn;

(
(
(rymodn; 4+ ...+ r;modn; + ...+ rp,modn;) modn;
O+...4+a;+...+0)modn; =a;

jepje 0 < a; < n;.

Pasmorpumo caa npodiem oapehusama BpeHOCTH 7;. AKO je Opoj 7; IEJbUB Ca CBUM KOE(MUMJEHTUMA 70; OCHM
eBEeHTYAJIHO ca 7; OH je OesbuB 1 ca p; = N/n; Tj. MOpa Ja IpeCTaB/ba HEKU YMHOXAK Opoja p; Tj. Mopa durtu obmu-
Ka ¢; - Pi, 3 HEKM KoepULIHU]EHT c¢;. [la Ou 7; Ipu Jesbemy ca n; Jao OCTaTaK ¢, XKEJIMMO Ja BaXH 1A J€ C; n, Di = ;.
Opnagpe ce Hamehe fa ce ¢; MOxe JOOUTH HEKUM ODJIMKOM JIe/berba 1o MOJyJIy n; Opoja a; dpojeM p;. Pazmarpajmo
MOJLyJIApDHU UHBEP3 P; 1 8poja p; mo moayy n;, Tj. 5poj D; ! Takas na je (p; 1. p;) modn; = 1 (mpoHaakee MO-
JyJIapHOT MHBEp3a OMUcaIi cMO Y 3aAaTky Moayiapuu naseps). MoaysiaapHu uHBep3 he nocrojaru jep cy dOpojeBu
p; M n; y3ajamHo npoctu. Heka je ¢; = a; N p; ! Tama je Tpakenu 6poj r; mpoussox no moayy N Opojesa a;,
p{l up; 1j. dpoj r; = (a; N p[l) ‘N P; IMa TpakeHa CBOjCTBa.

Toxaxumo na 6poj 7, = (a; N p; 1) -N p; IMa TpakeHa CBOjCTBa.

Baxwu fa je r; = ((a; - p; ) - p;) mod N, ma 3a cBako 1 < j < k (ykmydyjyhu u j = i) Baxu

rimodn; = (((a; -pi_l) -pi)mod N)modn; = ((a; -pi_l) - p;) modn,;.

* AKko je j = 4, HA OCHOBY OCOOMHA MHOXeHa Mo MOjyJly, Baxu fa je r; modn; = (((a; modn;) - ((p; ' -
p;) modn;)) modn;. Homwro je 0 < a; < n,;, Baxu aa je a; modn; = a;. Takode, Baxu ga je (pi_1
p;) modn; = 1, pa je zato r; mod n; = a;.

119



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

» CimmuHo, 3a cBako j TakBo ma je j # im 1 < j < k Baxu ma je r;modn; jemHaxo ((a; modnj) .
(p; ' modn;) - (pimodn;)) modn;. Mehyrum, nomro je p; modn; = 0, jep je n; dakrop dpoja p;,
Baxu Ja je r; modn; = 0.

C 003upom Ha To Ja MehypesyaraTv MOry OUTH BeJMKM OpojeBH, Tpeda duTh Beoma 0da3puB Ha MoryhHoCT mpe-
Kopauewa. Y3eBIIM y 003Up OrpaHuuera JaTa y TEKCTy 3ajaTka ([a cy 3ajaTa caMo TPH JeNHoLA U TPHU OCTaTKa,
Kao ¥ J1a Cy CBU OPOjeBH 1; OFpaHUYeHH 010310 ca 10°), y MMIUIeMEeHTaIMj1 MOXE Jia CE KOPUCTH 64-OUTHY THIT 3a
3aImKC IeMX dpojeBa Koju Moke Jia uyBa BpeaHocTd 10 1018 (am u To camo ako ce (opmyJie J0AaTHO MaJjo TpaHc-
¢dopmunty). Haume, 6pojesu n; uMajy orpanuyerse 10° Tako 1a BUXOB TIPOU3BOJ 11 - Mg - N3 HMA OTPAHUYEH-E
10'® u 3a merosy penpeseHTalM]y HUKAKO HUCY JIOBOJbHA 32 OUTa, allu jecTe J0BOILHO 64 duta. Bpojesu p; umajy
ropme orpasndeme 1010, 10K BUXOB MHBEP3 MO MOAYIY 1; ¥ OPOj a; UMajy rope orpamyemne 10°, Tako ga ou
JMPEKTHO U3pavyHaBambe MPOU3BOAA d; - pi_l - p; IPOY3POKOBAJIO TpeKopayere 64-OuTHOr THMa rnojaTtaka. Yak u
n3pavyHaBamba OCTaTKa IpH Jesberby ca N Ipe ¥ HAaKOH CBaKe Orepalyje Hac He OU 3aIlITUTHIIO Off ITPEeKopaveHa.
BpenHocr (a; - p; 1) mod N uma ropme orparnueme 10'° (jep je N Bemmku 5poj), a 6u MHOKeme TOr Opoja ca
6pojem p; unje je ropme orpannyene 100 BeposaTHO 10BENO 10 Mpekopavema. Yak U Ja ce pefocyes oneparyja
3ameHu U j1a ce Opoj (a; - p;) mod N MHOX)M dpojem p[l KOjU je JOCTa MawU Hac He Ou 3alTUTIiIO, jep Ou ce
MHOKWJIM HpojeBu umja cy orpanndersa 1015 u 10°, unju ce mpousBos oneT He MoOke penpe3eHToBaTH ca 64 dura.

Be30eHO pelierme ce Moke JOOUTU ako ce MpUMeTH Jia je N = p; - m; U J1a ce 3alpaBo payyHa BpeTHOCT U3pas3a
(ai - p; 1. p;) mod (p; - ;) Koju u 'y OpojuoLly M Y MMEHHOILY MMa 3ajeTHuYKH (pakTop p;. BpenHoct tor uzpasa
jemHaka je BpenHocTd M3pasa p; - ((a; - p; 1) mod n;)). Oa ¢opma Ham rapantyje na Hehe qohu [0 mpeKopayetsa.
Haume, 5pojesu a;, p; © 1 n; cy mamwu on 10°, na je Takas u (a; - p; *) mod n;. Tomro je p; Mamu o 10'° muxos
j€ IpOM3BOJ MakbH OJf 1015 u moxe ce MPeACTaBUTH 64-OUTHUM LIETUM OpojeMm.

Kaza nmoctoju Benmka omacHOCT Off ITpeKopaderha, OOMYHO je HajOe3deaHuje pelemne (Koje JoayIie KOPUCTH Mo
BHUIIIE OIepallja Hero MTo je TO CTBAPHO HEOMXOJHO) je Aa ce AedunHuiny nocedHe (pyHKIMje 3a caduparbe U MHO-
JKerbe 110 MOJIyJTy U J]a ce OHe I03MBajy Ha MECTy CBaKOT caduparba 1 MHOXeHa y kony. Kao 1mro cMo Bunenu y oBom
MpUMepy, YaK HU TO HUje rapaHiivja U MoTpedHO je OUJI0 BeoMa MaxJbUBO aHAIM3KUPATU MPodJIeM J1a OU ce u3Besa
(opmyna koja rapanTyje ga 1o nmpekopauerma Hehe gohu.

TTpuKakMMO PETXOAHM aIropuTam Ha jegHoM npumepy. Heka je (a1, n1) = (2,3), (a2, n2) = (3,5) u (as, n3) =
(2,7). Baxu 1a je N = ny - ng - ng = 105.

» Baxwu 1a je p; = N/n; = 35. Tpakumo MopyJapHu UHBep3 Opoja p; = 35 mo moayiay nq = 3. OH je
WCTU Kao MOJyJIapHU UHBEP3 Opoja p; mod 3 = 2. JeAHOCTAaBHO MPOHAJIA3MMO JIa je TO Opoj pfl =2 (jep je
(35-2)mod 3 = (2-2)mod 3 = 1). Ipousson 6pojesa a; = 2, p; = 35u p; - = 2 no moayny N = 105
je 1 = 35 M OH je TakaB Jia IIpU JIeJbemby ca 3 Jaje ocTaTak 2, a Ipu Jejbewy ca S u 7 aaje ocratak 0.

* Baxu ga je po = N/ny = 21. Tpaxumo MopysapHu MHBEp3 Opoja pe = 21 mo moayny ny = 5. OH je
UCTU Kao MOJlyJIlapHU UHBEP3 0poja po mod 5 = 1. JeHOCTaBHO IIPOHAIA3UMO Ja je TO Opoj ps L' =1 (jep je
(21-1)mod5 = (1-1)mod5 = 1). Ipousson Spojesa az = 3, po = 21 up, - = 1 no moayny N = 105
je ro = 63 1 OH je TakaB Ja MpHU by ca b aje ocTaTak 3, a mpu Jesbemy ca 3 u 7 aaje octatak 0.

» Baxwu 1a je p3 = N/n3 = 15. Tpakumo MopyJapHu UHBep3 Opoja ps = 15 mo moayay ng = 7. OH je
UCTH Kao MOJYJIapHU UHBEP3 Opoja p3 mod 7 = 1. JefHOCTaBHO NMPOHAIA3UMO Ja je TO Opoj ps L=1 (jep je
(15-1)mod 7 = (1 - 1)mod 7 = 1). [pousson dpojesa az = 2, p3 = 15u p;* = 1 mo Mmogyny N = 105
je rs = 30 1 oH je TakaB Ja IpH JieJbelby ca 7 Aaje ocTaTak 2, a Ipu Jesbemy ca 3 u 5 aaje ocrarak 0.

Konauno pememe je 30up OpojeBa 11 = 35, ro = 63 ur3 = 30 mo moxyny 105, n oH je jenHak 23. OH IpH Jiesbeby
ca 3 U 7 1aje ocTaTak 2, a IpH AeJberby ca b aje ocTaTak 3.

using System;

class Program
{
// t je inverz broja a po modulu n tj. broj takav da je (a * t) mod n = 1
// funkcija vraca da 1i je uspela da izracuna broj t
static bool inverz(long a, long n, out long t)
{
long r = n, rl1 = a;
t =0; long t1 = 1;
while (r1 > 0)
{

120



2.2. TEOPUJA BPOJEBA

}

}

longg=r/ ri1;

long tmp;

tmp = r;

r=ri;

ri=tmp - q*ri;
tmp = t;

t = t1;

tl =tmp - q * t1;

if (t < 0) t += n;
return r == 1;

// proizvod brojeva x i y po modulu n
static long pm(long x, long y, long n)

{
}

return ((x % n) * (y % n)) % n;

// zbir brojeva x i1 y po modulu n
static long zm(long x, long y, long n) {
return ((x % n) + (y % n)) % n;

}

// racuna (z * x) mod (z * y)
static long pmp(long x, long y, long z)

{
}

// na osnovu kineske teoreme o ostacima se izracunava rezultat tako da
// za sve elemente nizova n 1 a vazi da je rezultat mod n[i] = a[i]
// funkcija vraca da li je rezultat bilo moguce naci

static bool kto(long[] n, long[] a, int duzina, out long rezultat)

{

}

return z * (X % Vy);

long N = 1;
for (int 1 = 0; 1 < duzina; i++)

rezultat = 0;
for (int 1 =

{

}

N *= n[i];

0; 1 < duzina; i++)

long pi = N / n[1];

long pi_inv;

if (!inverz(pi, n[i], out pi_inv))
return false;

// rezultat = (rezultat + (a[i] * pi_inv * p_ 1) % N) % N

// zbod prekoracenja moramo koristiti vezu

// rezultat = (rezultat + ((p_1 * (af[i] * pi_inv)) % (p_1 * n[1])) % N
rezultat = zm(rezultat, pmp(pm(a[i], pi_inv, N), n[i], pi), N);

return true;

static void Main()

{

// ucitavamo ulazne podatke
long[] a = new long[3], n = new long[3];
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for (int 1 = 0; 1 < 3; 1++)

{
string[] s = Console.ReadLine().Split();
a[i] = long.Parse(s[0]);
n[i1] = long.Parse(s[1]);

}

// rezultat izracunavamo na osnovu kineske teoreme o ostacima
long rezultat;

kto(n, a, 3, out rezultat);

// prijavljujemo rezultat

Console.WriteLine(rezultat);

IIpumena Be3yoBe Teopeme Ha 1Be jeqHaunHe

INopen ommiTer MocTynka 3a pelnlaBame MpodsieMa 3a k ocrataka, y cIydajy camo JBa OCTaTKa IOCTOjU U BEOMa
CJIMYaH, aJI MaJIo Jipyraunje (hopMyJrcaH MOCTyNaK, KOjH ce 3aCHIBA Ha TOME 1a yMEMO Jia PEIIMO CUCTEM O/] IBE
jeaHaduHe (IBe KOHrpyeHIuje), mpruMeHoM besyose Teopeme.

3a y3ajaMHO IIpocTe OpojeBe 11 U Ny, Ha OCHOBY besyose Teopeme Mory ce mpoHahu OpojeBH s U ¢ TaKBU J1a BaXKU Ja
jes-ni+t-ng = 1. Moxe ce J1ako OKa3aTy ia KOepHIIMjeHT S IpecTaBba MOLyJIapHU MHBEP3 Opoja 11 MO MOLYITy
Ng, JOK KOS(HIIMjEeHT ¢ TpecTaB/ba MOIyJIAaPHI HHBEP3 Opoja 1o MO MOAYIY 11. 3aT0 Opoj ria = ay-t-no+ag-s-ny
Tj. HEroB OCTaTaK Mo MOMIYIY N1 - Mo, €BEHTyaTHO yBehaH 3a ni - Mo aKo je HeraTUBaH, NpU Je/beby ca nq Jaje
ocTaTak a1, a IIPY JIEJbEbY ca N2 Jaje OCTaTaK ag.

Baxwu na je

riga=2ai-t-Ng+as-s-nq
=a;-t-no+as-s-ny+ay;-s-np—ay-s-n
=a;-(t-na+s-n)+s-ny-(az—ay)

=a;+s-ny-(az—ay)

3aTo je ocTaTak Ipu Je/bewy 712 OpojeM Ny jeJHaK a;.
CnraHo ce moKasyje u a je r12 = ag + t - no - (a1 — ag) Ha je OCTaTak Ipu Ae/beiby 1'12 OpojeM ng jedHaK as.

Haxie, ako Kunecky TeopeMy IprMeryjeMo Ha J1Ba Opoja, He MOpaMo JBa IyTa HE3aBUCHO padyHAaTH MOJIYyJIApHU
HMHBEP3, Hero 0da norpedHa koepuKjeHTa MOXeMO J00UTH jeIHOM MTPUMEHOM MPOIIUPEHOr EyKiInaoBor ajiropuT-
Ma.

Axo nMa BHIIe OpojeBa Ha Koje je morpedHo npumeHuTn Kunecky TeopeMy, HakoH ofpehiBama pelerma 3a mpBa
JIBa, UCTH TIOCTYMAK Ce MPUMEbY je Ja ce oJpean OPOju KOjU MPH Je/berby ca ni - o aje OCTaTaK 112, a IPU IE/beby
ca ng Jlaje ocTatak as. AKo je k > 3, ocTymnak ce HacTapjba Ha MCTH HauMH, JOK Ce He JI00Mje KOHauaH pe3yJTar.

IMpumernmo na ce y dpopmynu (a; -t - ng + ag - s - n1) mod (nq - ng) MHOXKE ABA IMyTa MO TpH Opoja, Kao u aa je
MOJYJN N} - Ny MPIIMYHO BEJUKH OpOj, TIa IPUBPEMEHH Pe3yJITaT MOTY Aa IpeKopaue orcer 64-OUTHOT TUIa, YaK
WAKoO Cy CBU a; U n; 32-OUTHU 11eNMX OpOjeBU U aKO ce MOJYJIM pauyHajy Tipe U HAKOH CBaKe Orepalifje MHOXeHa.
To ce MOXe MpedypeauTr ako ce npumeTH jaa je (ap - t - ny) mod (ny - ny) = no - ((a - t) modny) u na je
(az - s-my)mod (ny - ng) = ng - ((az - s) mod ngy).

TTpUKaKMUMO TIPETXOAHU aIrOpUTaM Ha jeqHoM npumepy. Heka je (ai,ny) = (2,3), (a2, n2) = (3,5) u (az, n3) =
(2,7). Baxu 1a je N = ng - ny - ny = 105.

IIponahumo npBo OpojeBe s Ut TakBe Aa je s-ny +t-no = 35+ 5t = 1. Baxku, Hanpumep ga je s =2ut = —1,
jepje3-2+5-(—1) = 1. Tpakenu 0poj je ria =ay -ng-t+ag-ny-s=2-5-(—1)4+3-3-2=28. Ounpu
JeJbelby ca 3 1aje OcTaTak 2, a IpH JeJberby ca ca b aje ocTaTak 3.

YV HapeqHOM KOpaKy Tpa:XHMO OpOj TakaB [a IpH JeJbelby Ca 11 - g = 15 Jaje ocTaTak 112 = 8, a IpH Ae/berby ca
ng = 7 Jaje octatak 2. 3aro ogpehyjemo OpojeBe s u t TakBe Aa je 15s + 7t = 1. To mory durtu dpojesu s = 1
ut = —2. Tpaxenu Opoj jetaga 8 - 7 (—2) +2-15-1 = —82 1j. —82 4 105 = 23 (momrro je —82 HeraTuBau
yBehaBamo ra 3a (ninq)ns = 105).
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using System;

class Program

{

// proizvod brojeva x i1 y po modulu n
static long pm(long x, long y, long n)

{
}

return ((x % n) * (y % n)) % n;

// racuna (z * x) mod (z * y)
static long pmp(long x, long y, long z)
{

}

return z * (X % Vy);

// zbir brojeva x 1 y po modulu n
static long zm(long x, long y, long n)
{

return ((x % n) + (y %$ n)) % n;

}

// izracunavanje Bezuovih koeficijenata prosirenim Euklidovim

// algoritom - nakon primene funkcije vazi:
// s*a + t*b = nzd(a, b)

// pri cemu funkcija vraca vrednost nzd(a, b)
static long bezu(long a, long b, out long s, out long t)
{
long r@ = a, r1 = b;
long sO@ = 1, s1 = 0;
long tO0 = 0, t1 = 1;
while (r1 > 0)
{
long g =10 / ri;
long tmp;
tmp = r0;
ro = ri;
ri =tmp - g * ri;
tmp = s0O;
s@ = si;
sl =tmp - q * s1;
tmp = tO;
t0 = t1;
tl = tmp - q * t1;
}
s =s0; t = 1t0;
return ro;
}

// kineska teorema o ostacima za dva broja

static long kto(long a1, long n1, long a2, long n2)

{
long m1, m2;

// 1zracunavamo bezuove koeficijente tako da je mi*n1 + m2*n2 = 1

bezu(ni, n2, out mi1, out m2);
// resenje je (al*m2*n2 + a2*mi*n1) % (ni*n2),

// ali zbog prekoracenja moramo transformisati formulu

long n = n1*n2;
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long x = zm(pmp(pm(al, m2, n), nl, n2),
pmp(pm(a2, mi, n), n2, nl), n);
// popravak ako je resenje eventualno negativno
if (x < 0)
X += n;
return x;

}

static void ucitaj(out long a, out long n)
{
string[] s = Console.ReadLine().Split();
a = long.Parse(s[0]);
n = long.Parse(s[1]);

static void Main()
{
// ucitavamo prvi par
long a, n;
ucitaj(out a, out n);
for (int j = 1; j < 3; j++)
{
// ucitavamo naredni par
long aj, nj;
ucitaj(out aj, out nj);
// Kineskom teoremom izracunavamo resenje za tekuce
// vrednosti a, n i ucitane vrednosti aj, nj i
// pripremamo a 1 n za sledecu iteraciju
a = kto(a, n, aj, nj);
n *=nj;
}
// ispisujemo resenje
Console.WritelLine(a);

3anarak: buamjap

Buujapcku cTo je npaBoyraoHor odMKa AMMEH3Hje 1m X 1 M MMa YeTupH pyne y homkosuma. Jlontuna ce yaapa u3
10Jba ca 11eJI00pOjHUM KoopauHaTaMa (, i) (IIpH YeMy TO He MoXe OMTH Heka pyra), 1y JIMHHje KOja je mapajiesHa
WM je MOoA YIJIOM oJ 45 creneHu y oiHOCy Ha HEKy OJ MBHMIIA CTOJIa. AKO IPETHOCTaBHMO /12 JIONTHIA He yCIiopaBa
CBOje KpeTame, 1a ce Off CBaKe ce MBHILIE 0/101ja 1ol yIJioM o1 45°, 1a je BeoMa Maja M 1a y pyIy yIaja caMo ako
Cy jOj KoOpAMHATe IIEeHTpa jedHaKe KOOPAWHATH pyIie, HAWIIM IporpaM Koju oapelhyje na mu he nonrtima Hekaga
YIIacTH y PYIly U aKko Xxohe y Kojy pymy he ymactu.

Vaa3z: Ca crangapiHor yiasa ce yuuTasa 6 nemux opojesa. Jumensuje cronamun (1 < m,n < 10%), koopausare
noveTHe nosunmje jJontuie x 1y (0 < z < mu 0 < y < n), Tako Aa Te KoopaAuHaTe He ozpelyjy pymny u
XOPH3OHTAJIHA ¥ BEPTUKAJIHA KOMIIOHEHTA OP3UHE JIONTHULE vy U Uy (—1 < vy, vy < 1),

M3aa3: Ha cranpapanu u3ias ucnucaty KoopauHaTe pyne y Kojy he ymactu sontuna wm —1 axo he ce gontuna
OeCKOHauHO JIyro ogdujaTu.

IMpumep 1

Vaaz Uznaz
4322-11 00

Objaurserve

ITyrama nonTuue je mpuka3aHa Ha CIMLM.
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Cnuxka 2.2: bumjap

IIpumep 2
Yaas
442011
Hznaz

-1
IIpumep 3
Yaaz

10 106 101 -1 ©
Hznaz

-1

Pememe

CrnyyajeBu Kaja ce JIONTUIIA UCTIAJbY je TIapasieTHO ca UBUILIOM CTOJIa Cy TPUBHjaJTHU U MOTY C€ j€[IHOCTABHO AUPEKTHO
paspemmtu. [IpeTmocTaBUMO 3aTO 12 je JIONTHIIA MCHa/beHa Ny Heke Koce TpaBe.

OcHOBHA Ujieja 3a pellaBame 3a/JaTKa je CIMYHA OHOj MPHKA3aHo] y 3afaTKy bumjap u3 homka. Odenexumo ca
7, TIOYETHO XOPU3OHTATTHO PacTOjarke KOje JonTuna npehe o BeHor MoYeTHOT MoJIokaja 0 JIeBe Tj. JAECHE MBHUIIC
cToNa Ka k0joj ce kpehe uum ce ucnanu. Pactojame r, Ouhe jeqHako HyaM ako ce jonTuiia Beh Hana3u Ha JIEBOj
WJIM IECHOj UBUIIH, Ouhe jeJHaKO T ako ce JIONTHIIA UCTIa/by je HAJIEBO WK M — X aKO Ce Ucnasbyje HajecHo. TokoM
CBOT' KpeTama JIONTHIIA Ce HaJla3W Ha JIEBOj WM Ha JIECHO] WBHUIIM CTOJIA Kajla XOPU3OHTAJHO Nipehje pacrojame 7,
HaKOH Tora KaJa JofaTHO rnpefje jemHy mupuHy cTona (kaga mpefe r, + m), HaKOH Tora Kaga JoJaTHo mpefje jour
jemHy mmpuHy ctona (kana npehe r, + 2m) u Tako gasse. dakie, nontuia he dutw Ha 1€BOj WITH IECHO j UBUIIM KaJa
je Dy’XKuHa HeHOT peheHor MmyTa Y XOPU3HOTAIHOM IMPaBIly jeAHAKO 7' + k.M, 3a HEKO 11eJ100pojHO k.. TlomTo je
MOYETHO pacTojame 7, 10 HajONInKe UBULE YBEK Mame OJ1 IIMPHHE CTOoNIa 1M, JONTHLA he OUTH Ha J1eBOj WM IECHO]
WBUIIM aKO M CaAMO aKO je OCTATaK IPU JIe/beEhY XOPHU3OHTATHOT PacTOjara ca m jefHaK 7. CII4YHO, jonTuna he
OWTH Ha TOPH0j WM JIOKO0] MBHIM CTOJIA aKO M CAMO aKO je OCTATaK IIPH JIeJberhy BEPTUKAHOT PacTojarba ca 7
jeaHak ry, rae je ry MOYETHO PAcTOjare JIO TOPHe WM JIOHEe UBULE Ka KOjoj je jontuia ucnabeHa. Ilowro je
MHTEH3UTET XOPU30HTATHE U BEPTUKAIHE KOMIOHEHTE Op3MHE YBEK jeIHaK, YKYITHO XOPH30HTATHO U BEPTUKAIHO
npeheHo pacrojamwe Ouhe yBek jemHako. [akie, sonrtuia he OUTH y pynu Kajga XOpU30HTATHO U BEpTUKAIHO Tipehe
HajMame pacTojarme T TAaKBO Ja je OCTaTaK NMpH JeJbeby I ca 1 jeAHAKO 7, W Kajia je OCTaTak IpH AeJbery I ca n
JEMHAKO Ty

Kapa cy 7, vy, jenHaku HyaM (Kaja ce JIONTHLA Ha TIOYETKY Hanasu y pynu), 1 he ouru H3C Opojesa m u n.

Kapa Hucy, oHpa ce r Moxe ofipeauTu npuMeHoM KuHecke Teopeme o ocranmma, KOjy MO NpPHKa3ald y 3aJaTKy
Kunecka teopema. OOpaTUMoO Haxmy Ha TO J1a OpOjeBH M U m HE Mopajy OUTU y3ajaMHO MPOCTH, TaKo Jia Ce He
MOXEMO JUPEKTHO M03BaTH Ha OCHOBHH 0OJMK TeopeMme. Heka je d Hajsehu 3ajemHnuku genwman dpojesa m u n.
Mosxe ce JoKa3aTH Ja JIONTa yraja y pyny ako ¥ caMo ako OPOjeBH 75 M 7 MMajy UCTH OCTaTakK IIPH JeJbemby ca d.
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JokakuMo MpeTxosiHo TBphere. 3ancra, MPETHOCTaBUMO f1a je 1y = ¢y - d + 71, ujgajer, = q, - d + 1, 7a
0<r, r; < d. Axo 01 nocrojao dpoj T Koju OM IaBao OCTATaK 7 NPH JEJbERY Ca 1M U OCTATAK Ty NPH JIeIbEbY
can, BAKWIO OU JIa Je I = @y - M + Ty = qp - N+ 1y. Iowro je d nemmnan dpojesa m U n BaxUIO OM Ja je
Gm - (M’ -d) + ¢z - d+ 1), = qu(n' - d) + qy - d + 7. 3aT0 paznuKa ), — r, MOpa OUTH JieJbuBa ca d, a MOLITO Cy
oba Ta dpoja Mama ox d, oHM Mopajy dutn jenHaku. [lakie, ako pelene M0CTOjH, OCTaTak NpH Aesbeby OpojeBa 7y
U 1y ca d Mopa duth ucty. JIokas CynpoTHOT cMepa je KOHCTPYKTUBAH U JIaT je y HaCTaBKY.

Ako OpojeBH 7, U Ty Jajy UCTH OCTATAaK NPH JeJbelby ca d, TaJa 3a1aTak MOKEMO PELIMTH MaJIo MOAU(UKOBAHOM
npuMeHoM KuHecke Teopeme o octaniuma. TBpaumMo Ja he mocrojatu jeAMHCTBEH Opoj MamwM ofl HajBeher 3ajeiHNY-
KOT cajipxkaoiia dpojeBa m u n (Koju je jemuak (m - n)/d) Koju IIpu Jeberby ca m Jaje OCTaTaK 7y, & IPU JeJberby
can Jaje OCTaTakK 7.

Kopumthewem Besyose teopeme m3pasumo d = ¢, - m + ¢, - n, 3a HEKe 1EN00pojHE KOE(UIMJEHTE Cpy U Cpy.
CkpahusameM ca d 1odujamo fa je ¢, - (m/d) + ¢, - (n/d) = 1. Tpaxeno pewese je dpoj (ry - ¢, - (n/d) + 1y -
¢m - (m/d)) mod ((m - n)/d).

using System;

class Program
{
// zbir brojeva x 1 y po modulu n
static long zm(long x, long y, long n)
{
return ((x % n) + (y % n)) % n;
}

// proizvod brojeva x i1 y po modulu n
static long pm(long x, long y, long n)
{

return ((x % n) * (y % n)) % n;
}

// vrednost izraza (z * x) mod (z * y)
static long pmp(long x, long y, long z)
{

return z * (X % Vy);

}

// izracunavanje Bezuovih koeficijenata prosirenim Euklidovim
// algoritom - nakon primene funkcije vazi:
// s*a + t*b = pnzd(a, b)

// pri cemu funkcija vraca vrednost nzd(a, b)
static long Bezu(long a, long b, out long s, out long t)
{

long r® = a, rl1 = b;

long sO@ = 1, s1 = 0;
long t0 = 0, t1 1;
while (r1 > 0)

{

long q = r0 / ri;
long tmp;

tmp = r0;
ro = ri;
rl = tmp - q*ri;

tmp = s0O;

sO = si;
sl = tmp - q*s1;
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tmp = t0O;

t0 = t1;

tl = tmp - q*tl;
}
s = s0; t = t0;
return ro;

}

// kineska teorema o ostacima za dva broja
static bool KTO(long a1, long n1, long a2, long n2, out long r)

{
long m1, m2;
// izracunavamo Bezuove koeficijente tako da je
// mi*nl + m2*n2 = nzd(n1, n2)
long d = Bezu(nl, n2, out ml, out m2);
// proveravamo da li resenje postoji
if (a1 % d !'= a2 % d)
{
r=20;
return false;
}
// resenje je (a1l*m2*(n2/d) + a2*mi*(ni/d)) % (ni*n2/d),
// ali zbog prekoracenja sve operacije radimo po modulu
long n = (n1 / d) * n2;
r = zm(pmp(pm(al, m2, n), ni, n2 / d),
pmp(pm(a2, mi, n), n2, n1 / d), n);
// popravak ako je resenje eventualno negativno
if (r < 0)
r += n;
return true;
}

static voild Main(string[] args)

{
String[] str = Console.ReadLine().Split();
int m, n, X, y, VX, Vvy;

= int.Parse(str[0]);

= int.Parse(str[1]);

int.Parse(str[2]);

= int.Parse(str[3]);

vx = int.Parse(str[4]);

vy = int.Parse(str[5]);

< X o 3
]

if (vx == 0 && vy == 0)
// loptica stoji
Console.WriteLine(”-1");
else if (vx == 0) { // loptica se krece samo vertikalno
if (x !'=0 && x !=m)
Console.WriteLine(”-17);
else if (vy > 0)
Console.WriteLine(x +
else
Console.WriteLine(x + ” 7 + 0);
} else if (vy == 0) { // loptica se krece samo horizontalno
if (y '=0 8 y !=n)

EXIET)

+ m);
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Console.WriteLine(”-1");
else if (vx > 0)

Console.WriteLine(m + 7 7 + y);
else
Console.WriteLine(0 + 7 7 + y);
} else { // loptica se krece dijagonalno

// horizontalno rastojanje potrebno da loptica dodje do leve ili
// desne ivice
intrx=(vx>07?2(m-Xx):Xx)%m;
// vertikalno rastojanje potrebno da loptica dodje do gornje ili
// donje ivice
intry=(vww>07?2(n-y):y)%n;
// horizontalno 1 vertikalno rastojanje koje loptica predje dok ne
// upadne u rupu
long r;
// rastojanje odredjujemo primenom KTO
if (!KTO(rx, m, ry, n, out r))
// loptica nikada ne upada u rupu
Console.WriteLine(”-1");

else {

// prva ivica koju loptica dodirne

int prva_ivica_x; // 0 je leva, a 1 je desna

if (x == 0) // vec je na levoj ivici
prva_ivica_x = 0;

else if (x == m) // vec je na desnoj ivici
prva_ivica_x = 1;

else // zavisi od brzine
prva_ivicax =vx < 0 ?2 0 : 1;

int prva_ivica_y; // 0 je donja, a 1 je gornja

if (y == 0) // vec je na donjoj ivici
prva_ivica_y = 0;

else if (y == n) // vec je na gornjoj ivici
prva_ivica_y = 1;

else // zavisi od brzine

prva_ivica_y = vy < 0?20 : 1;
// broj prelaza stola koja loptica napravi
long broj_prelaza_x = (r - rx) / m;
long broj_prelaza_y = (r - ry) / n;
// koordinate na kojima se loptica nalazi
int rupax = (prva_ivica_x + broj_prelaza_x) % 2 ==
int rupay = (prva_ivica_y + broj_prelaza_y) % 2 ==
Console.WriteLine(rupax + ” ” + rupay);

3aparak: Ojaeposa pyHkumja

Harmmummm nporpam xoju onpeljyje KOIMko uMa IpUpoTHAX OpojeBa m MamKX WK jeJHAKMX O] JaTor dpoja n Koju
Ccy y3ajaMHO npoctH ca n Tj. 3a koje je 1 < m < nwunzd(m,n) = 1.

Vaasz: Ca cranfapaHor ynasa ysocu ce opoj n (1 < n < 2-109).

M3zaa3: Ha cranpapaay w3na3 NCOKUCATH caMo TpaXkeHH Opoj.

IIpumep
Vaaz Hznaz
9 6
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Objauwroerve

Bpojesu y3ajamuo mpoctu ca dpojem n cy dpojesu 1, 2, 4, 5, 7 1 8 1 umMa uX yKymHo 6.
IIpumep 2

Yaas

1

H3znaz

1

Objauwroerve

Bpoj 1 3agoBomasa ycmose 1 < 1 unzd(1,1) = 1.

Pememe

I'pyda cnia

®yHKIHMjy (n) Koja M3padyHaBa Opoj dpojeBa y3ajaMHO MPOCTHX ca n npoyvasao je JleoHapn Ojiep, ma ce oBa
¢yHk1Mja oduuHo HazuBa OjnepoBa (pyHKIM]a.

HauBHu npucTyn u3payyHaBamwy 3aCHUBAO O ce Ha Opojarmby ejleMeHaTa KOjU Cy y3ajaMHO MPOCTH ca AaTUM OpojeM
n (#Aakye, Ha Opojamy eJeMeHaTa KOju 3a[10BOJbaBajy AT YCJIOB), IPU 4eMy OMCMO MPOBEpY Ja Jiv Cy [1Ba dpoja
y3ajaMHO IPOCTa MOIIM 3aCHOBaTH Ha u3padyHaBarwy H3/I u mpumenn EykimmoBor anroputma KOju CMO OTHCAIH
y 3agatky HajBehu 3ajennmuku nenmmnan (OpojeBH Cy y3ajaMHO IPOCTH ako 1 camo ako uM je H3]I jemHak 1).

using System;

class Program

{
// ilzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i b
static int nzd(int a, int b)
{
// Euklidov algoritam
while (b > 0)
{ // dok b ne postane nula
int tmp = b; // par (a, b) menjamo parom (b, a % b)
b=a%b; // jer je nzd(a, b) = nzd(b, a % b)
a = tmp;
}
return a; // nzd(a, 0) = a
}
// broj brojeva iz intervala [1, n] koji su uzajamno prosti sa n
static int phi(int n)
{
int broj = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
if (nzd(i, n) == 1)
broj++;
return broj;
}
static void Main()
{
// izracunavamo vrednost phi za uneti broj
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Console.WriteLine(phi(n));
}
}
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PacraB/bame Ha NpocTe YUHUOILE

Nnak, matemarnuka cBojctBa OjnepoBe (pyHKIMje HAM J1ajy HAUMH Ja HEeHY BPeIHOCT MHOTO OpXe M3padyHaMmo.
DyHKIHMja je MyJITUIIMKATABHA, Tj. aKO CY a 1 b y3ajMHO mpocTy dpojesu, Tana je ¢(a-b) = ¢(a)-p(b). Bpemroctu
MYJITUIUTMKATUBHUX (PYHKIMja ce MOTy jako e(UMKacHO M3pauyyHaTH Ha OCHOBY pasjlarama aprymMeHTa Ha IIpocTe
YHMHHUOIIE ¥ U3padyHABaY BPEAHOCTU (DYHKIIM]jE 3a TIPOCTE YMHHUOLE (Ty CMO TEXHHUKY BUJEIH, HA IPUMED, Y 331aTKY
Cagpuienu Opojesn). Ako je p mpoct 6poj, Tana je ¢(p) = p — 1 (jep cy cBu OpojeBr Marb Of P y3ajaMHO [IPOCTU
ca p). Bpoj y3ajamuo npoctux dpojesa ca dpojem pF je p(pF) = pF — pF~1 = pk . (pTTl). Op cux p* &pojesa

w3 unTepsana [1,p*] jemunu koju Hucy y3ajamMHo mpocty ca p* cy ymuoumm &poja p (To cy dpojesu p, 2p, 3p, ...,

p*~1 . p). Hux je p*!, mro gokasyje Tphemwe. Jlakie, ako ce 6poj 1 pacTaBma Kao pil - ... - pFm . Tama je
(K -1 K (Pm—1\) i (K ko (1=p1)- o (1=pim 1-p))ee(1=pm
o) = (o (2570)) oo (vl (25)) o o) O ) omocrio - (b e,

OBo HaM jiaje HauKH 32 e(pUKaCHO U3padyHaBarbe BpeqHoctr ¢(n). Ha ocHOBy anroputma garor y 3agatky Pacra-
BJbakbe Ha [IPOCTE YNHHUOIIE ¥ CBaKH MYT KaJja HauljeMo Ha IPOCT YMHMIALL P; TPOU3BO/ (KOjU MHUIMjanu3y jeMo Ha 1)
MHOXHMMO BpeIHoIIhy %. HaxkoH Tora u3 dpoja ykjambaMo cBa 110 jaB/biBakha YNHHUOIIA P; (32 CBAKO M0 jaBJbUBAE
yuHUOLA, Oe3 003Mpa Ha HErOBY BUIIECTPYKOCT, IPOU3BO]] CE MHOXKH CaMO je/IHUM YMHHOLIEM).

Ha kpajy kao pesyarar Bpahamo akyMyJIHpaHU MPOM3BO[] IOMHOXeEH BpeHolhy dpoja n. Iomiro ce n Merwa TokoM
onpehuBarba BHEroBUX MPOCTUX YMHUIIAIA, OOJbE PEletbe je MPOM3BO/I HA MOYETKY UHUIIMjaTM30BATH Ha 7.

using System;

class Program
{
static int phi(int n)
{
// Ojlerova formula kaze da je taj broj jednak
// n * proizvod(1 - 1/p) za sve proste brojeve p koji dele broj n
int d = 2;
int proizvod = n;
// dok broj n ne postane prost
while (d*d <= n) {
if (n%d==0){
// nasli smo nov prost faktor pa azuriramo proizvod
proizvod = (proizvod / d) * (d - 1);
// uklanjamo ostala pojavljivanja tog faktora
while (n % d == 0)
n /=d;
}
// prelazimo na sledeceg kandidata
d++;
}
// n je prost broj, pa treba azurirati proizvod i1 za njega
if (n > 1)
proizvod = (proizvod / n) * (n - 1);
// vracamo rezultat
return proizvod;
}
static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine(phi(n));
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2.3 IMoaunomu

3anarak: BpeaHoct noamnoma

Ca cTaHJapJHOT yJa3a ce YHOCE CTENeH 1 U PEalHu KoeDUIMjeHTH HOMMHOMA i = Gy, - " + @p_1 - 271 4+ ... 4
T - ay + ag. Hamumm nporpam Koju u3padyHaBa BPeAHOCT TOT MOJMHOMA y k paBHOMEPHO pacriopeheHux Tavyaka
UHTEpBana [p, q|.

VYaa3: V npBoj nuHUjU cTaHAapaHor yiaa3a yHeTd n (2 < n < 9) - cTeneH noiuMHoMa, y ciegehux n + 1 auHuja
peayHe BpeqHOCTH KoedpuIMjeHaTa ToJMHOMA (PeioM OPOjeBH Ay, Gyp—1, - - - A1, Gg), 3ATUM, Y HApETHOj IUHUjU K
(2 < k < 40) - bpoj paBHOMEPHO pacriopeljeHrX Tayaka Ha HHTEpPBAIY [p, ¢|, y HAPEAHO] JIMHU]U PEaHy BPEIHOCT
P - IOYETaK MHTEPBaJIa, U Y HAPEHO] JIMHIjH PeasIHy BPETHOCT ¢ - Kpaj MHTepBaa.

N3na3: V k 1uHMja UCMcaTy BPEJHOCT MOJMHOMA Y PABHOMEPHO pacropel)eHM Tauakama UHTepBana [p, g| 3a0-
KpYykeHy Ha B JeLUMaJle.

ITpumep

Vaaz Hznaz
2 4.00
1.0 9.00
2.0 16.00
1.0 25.00
7 36.00
1.0 49.00
7.0 64.00
Pememe

XopHepoBa mema

Bpennoct nosmnoma

-1
y:an'$n+an—1'l‘n

+...+x-a1+ag
ce MOXe U3padyHaTH 0e3 Kopuiihemwa orepalije CTEeHOBalba ako Ce MOJIMHOM NIPEACTaBU Y XOPHEPOBOM OOJIUKY
(Koju cMO onucany, Ha mpuMep, y 3aaatky Japau, crorne v unun i UNIX Bpeme):

y:((("'(((an'I+an—1)'$+an—2)'$+-.-+a1)'$+a0

Ako ce y uannyjanusyje ca 0, y n + 1 urepauuja ce u3pauyHaBay = y-r+an, Yy =Y T+ 0n-1, ... , Yy = Y- T+ agp.

TeHepucatbe k paBHOMEPHKX Tayaka y MHTEpBally [p, ¢| omucam cMo y 3aiaTky [lojiena MHTepBaa Ha jejiHaKe [1e/10-
Be. Jla OM ce BPEHOCT MOJIMHOMA M3pauyHala y k paBHOMEPHO pacriopeleHux Tayaka MHTEpBaa [p, q] - BPEJHOCT
HOJIMHOMA ce M3pavyHaBa y Taukama p +i-hszai=0,1,...,k—1luh=(¢—p)/(k—1).

static double VrednostPolinoma(double[] a, int n, double x)

{

// Hornerova shema

double y = 0.0;

for (int 1 = n; 1 >= 0; i1--)
y = y*x + a[i];

return y;

}

static void Main()

{

// ucitavamo stepen n 1 koeficijente polinoma a

/) ...

// ucitavamo broj tacaka k i granice intervala p, g

/] ...

// duzina intervala
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double h = (q - p) / (k - 1);

// tekuca tacka

double x = p;

for (int 1 = 0; 1 < k; i++)

{
Console.WritelLine(VrednostPolinoma(a, n, x).ToString(”0.00”));
X += h;

}
Knacnuna nedunnnuja

VYMmecto XopHepoBe IieMe MOXe ce YHNOTpeOUTH UM KJlacuyHa AeduHunyja BpeqHoctyu. Taja ce y cBakoM KOpaky
u3padyHaBa ctenen x’. V jesuxy C# creneH ce Moxe u3padyHaT (pyHKImjoM Math.Pow. W3pauyHaty cTeneH ce
MHOXH ca KoepuIMjeHTOM «; (KOjH ce Hala3W y HU3y KoeHIMjeHaTa a Ha MO3UINjH 1) U Jojaje Ha TeKyhu 30up
(KOju je MHMINjaJTHO TOCTaB/beH Ha HyJy). JemHa moryha onTuMmm3anyja OBOT MOCTYIKa (KOja n3deraBa yrnorpedy
CTeNeHOBawa) je Ja ce oJipikaBa BPEOHOCT cTerleHa (Koja ce MHUIMjanu3yje Ha 1) 1 ja ce y CBaKOM KOpaKy, HaKOH
yBehamwa 301Mpa BpeJHOCT CTeleHa MOMHOXHU ca T (CIMYHO Kako je TO MpHKa3aHo y 3ajauuma Lludpe crecHa u
bpoj ¢popmupan on gatux nudapa 3aecHa Ha jeBo). Mnak, XopHepoBa 11eMa je HajeseraHTHUje U HajepuKacHuje
peleme.

static double VrednostPolinoma(double[] a, int n, double x)

{
// Hornerova shema
double y = 0.0;
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
y += a[i] * Math.Pow(x, 1);
return y;
}

3anaTaK: ApI/ITMeTI/IKa Haa MOJUHOMHMA

Hata cy nBa nonuHoma, P u () cTerieHnMa M HU30BUMa CBOjUX KoeduimjeHata. OpeuT BbUXOB 30Up U POU3BO/I.

Vaa3: ¥V npBoj muHMjM cTaHAapAHor yiaas3a Hanasu ce crerneH 1 (0 < n < 20) npBor nosimHoMa, a y cineaehux n + 1
JIMHUja peanHu Koe(pUIMjeHTH MIPBOT MOJMHOMA M TO PeIoM IoYeB of KoedHliijeHTa y3 Hajsehu cTerneH. 3aTHM ce
Ha CTaHAapAHOM yia3y Hanazu crenieH m (0 < m < 20) apyror nojuHoMma, a y cienehux m + 1 JuHuja peasHu
KOoe(bULIMjeHTH JPYror MOJMHOMA U TO peJIoM MoUeB 0o KoedUlijeHTa y3 HajBehu cTerneH.

N3na3: [pukazatu penom 30Mp U MPOU3BOJA, CBAKM y MMOCEOHOj TMHUjU. 3a CBAKM MOJMHOM IIPHKA3aTH y jelHO]
JIMHUjU HeroBe KoedulrjeHTe, Ha JBe JeiMalie U To pelloM MoueB of KoedulljeHTta y3 HajBehu creneH.

IIpumep

Vaaz Hznaz

2 2.00 2.00 1.00

2 2.00 -1.00 1.00 -2.00
1

2

1

1

-1

Pememe

Hexka cy natu noammomu

P.(z) = pn'$n+Pnf1'$€"—1+...+$'P1 + Po
Qum () Gm ™ g1 T T+ Qo

30up nosmHoMa ofipehyjemMo Ha cienehu HauuH:

* aKo Cy MOJMHOMHM HCTOT CTeleHa (n = m) pe3yJTar je MOJIMHOM CTETlieHa 1 M HerOBH KOe(HIMjeHTH CY
jenHaku 30upy oxarosapajyhux koedurmjenara nonmaoma P u @,
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* aKO Cy MOJMHOMHM Pa3IMYUTUX CTETEHM HOp. 71 > M OHJA je 30Mp MOJIMHOM CTereHa n 1 KoepuimjeHTH
ogn 1o m — 1 jexHaku cy koedurmjeHTMMa noauHoMa P, a koedunujentr og m 1o 0 jeqHaku cy 30upy
oaroBapajyhux koeduuujeHara nosHoma P u ().

IMpoussox nommuoma P u () je nomiaoM R crenena n + m. IlpousBoa ozxpelyjeMo Tako IITO MHOXHMMO CBaKH
MOHOM jeJHOT MOJIMHOMA CBAKMM MOHOMOM JPYTOT TIOJIMHOMA M cadupamo JJoOMjeHe MOHOME HCTOT CTETIeHa.

n m

P'Q:ZZPi'%'UEiH

i=0 j=0

Cabupare BPIIMMO MOCTYITHO - Ha TIOYETKY CBe KoeuIlMjeHTe pesyJiTyjyher moimHoMa cx MOCTaB/baMo Ha HyTy,
a 3aTuM 3a cBako 7 o 0 10 1 1 3a cBako j o 0 10 m yBehaMo KOepUIMjeHT ¢; 4 ; 33 BPEIHOCT MPOU3BOAA P; * q;
(IPHJIMKOM MHOXEFa MOHOMA p; - &' MOHOMOM ¢; - x7 100MjaMo MOHOM p; - q; - 1, koju ce nomaje MoHOMY
Cit;2"T7 TPeHYTHO aKyMy/IMPaHOM y pe3yJary).

VY nmrneMeHTanuju KoeunyjeHTe MoJIMHOMA 1 CTEIeH MOJIMHOMa MOXKEMO 1yBaTH 00 jeAnbeHe YHyTap CTPYKTYpe.

struct Polinom

{
public double[] a;

public int n;

// pravi polinom sa n+1 nula koeficijenata
static Polinom Napravi(int n)

{
Polinom p;
p.n = n;
p.a = new double[n+1];
return p;
}
static Polinom UcitajPolinom()
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
Polinom P = Napravi(n);
for (int 1 = P.n; 1 >= 0; 1--)
P.a[1] = double.Parse(Console.ReadLine());
return P;
}
static void PrikaziPolinom(Polinom P)
{
for (int 1 = P.n; 1 >= 0; 1--)
Console.Write(P.a[1].ToString(”0.00”) + » );
Console.WriteLine();
}

static Polinom Zbir(Polinom P, Polinom Q)

{
Polinom R = Napravi(Math.Max(P.n, Q.n));
for (int 1 = 0; 1 <= R.n; 1++)

{
if (1 <= P.n)
R.a[i1] += P.a[1];
if (1 <= Q.n)
R.a[1] += Q.a[1];
}
return R;
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}
static Polinom Proizvod(Polinom P, Polinom Q)
{
Polinom R = Napravi(P.n + Q.n);
for (int 1 = 0; 1 <= P.n; 1++)
for (int j = 0; j <= Q.n; j++)
R.a[i1 + j] += P.a[1] * Q.a[]j];
return R;
}
static void Main()
{
Polinom P, Q, R;
P = UcitajPolinom();
Q = UcitajPolinom();
R = zbir(P, Q);
PrikaziPolinom(R);
R = Proizvod(P, Q);
PrikaziPolinom(R);
}

3agarak: MHOKem€ NOJNHOMA

Hanwuim nporpam koju epukacHo oapehyje npou3Bo[ ABa NOJIMHOMA.

Vaa3: Ca cranmapIHOr yiasa ce Hoce ABa MOJIMHOMA. 3a CBaKH MOJIMHOM je Y je/IHOj JIMHUjU AT cTeneH n (11eo Opoj
mmely 1 u 50000), a 3aTUM y HapeaHO | TMHUjU KoeduiijeHTH (peaiHi OpojeBr 3a0KpyKEHH Ha jeIHY JelruMaly,
paszBojeny pasmaruma). KoedunmjenTr ce 3a1ajy peioM, KpeHyBIIH Of CTIOOOIHOT YiaHa Tj. kKoeduimjenta y3 20,
Ta 3aKJbYYHO ca KoeuIrjeHToM y3 z".

M3aa3: Ha cranpapaHy U3/1a3 UCIIKCATH MOJIHOM ITPOU3BO[, Y UCTOM (popMaTy y KOM Cy 3aJaTH ¥ YMHUOLM, OCUM
ITO CBU KoeduljeHTH Tpeda Aa dyay 3a0KpyKeHH Ha JIBe Jerumalle.

IIpumep

Vaaz Uznaz

2 3

1.0 2.0 3.0 1.00 4.00 7.00 6.00
1

1.0 2.0

Pememe

MHoO)eHe MOXEMO N3BPIINTU KJIACUYHUM aITOPUTMOM MHOXKEHa, KOjU CMO IMPUKA3AIH Y 3a/1aTKy APUTMETHKA HaJ|
nonHomumMa. CroxkeHoct Tor anroputma je O(ny - ng), TAE CY g ¥ Nz CTENIEHH MOJIMHOMA KOJU Ce MHOXE.

using System;

class Program
{
// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2
static double[] proizvod(double[] p1, double[] p2)
{
int n1 = pl.Length, n2 = p2.Length;
double[] proizvod = new double[n1+n2-1];
for (int 1 = 0; 1 < n1; i++)
for (int j = 0; j < n2; j++)
proizvod[i+j] += p1[i] * p2[i];
return proizvod;

}

static double[] ucitajPolinom()
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{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
double[] p = new double[n+1];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
p[i] = double.Parse(str[i]);
return p;
}
static void Main(string[] args)
{
double[] p1l = ucitajPolinom();
double[] p2 = ucitajPolinom();
double[] r = proizvod(pl, p2);
Console.WriteLine(r.Length - 1);
for (int 1 = 0; 1 < r.Length; i++)
Console.Write(Math.Round(r[i], 2).ToString(”0.00”) + ~ ”);
Console.WriteLine();
}

}

Hako ce HEKO BpeMe CMATpPAJIO /1A je JI0kha IPAHUIIA CJI0KEHOCTH MHOKeRa nojimHoMa O (11 -ng ), Anarosuj Kapaiyba
je 1960. nokazao fa je gekommnosuuyjoM Moryhe nodutu eprkacauju anropuraMm. IIpernocraBumo aa je noTpedHo
MOMHOXHTH TONMHOME ¢ + bx u ¢ + dx. [upektaH nprcTyI noapasymeBa u3padyHasame ac + (ad + be)x + bd,
IITO Nofpa3yMeBa 4 MHOkera. KapairyOnHa KibydHa oracka je a ce HCTO MOXe OCTBAPUTH CaMo ca TPH MHOKEHa
(Ha pauyH masio Beher dpoja cadupama Tj. 0Ly3uMama, IITO HUje KPUTHYHO, jep ca cadupame U Oly3UMarmhe OONIHO
BpIIIM Opke HEro MHOXeHe, a IITO BaKU M 3a TMOJMHOME, jep je cadupame M OJy3uMarbe MOJIMHOMA orepaivja
nHeapHe cioxenocrr). Haume, Baxu na je ad + be = (a + b)(c + d) — (ac + bd). TorpedHo je, nakie, camo
u3pavyHaTu npoussome ac, bd u (a + b)(c + d), a oHzma npBa J1Ba MPOM3BOJA YIOTPeOUTH IO [Ba IyTa (OHU Cy
noTpeOHU U JUPEKTHO U 3a U3pavyHaBame npoussoaa ad + be).

Nwmajyhu oBaj KapamyOun “Tpuk” y BHIY, JJaKO MOXEMO HAIIPABUTH aJITOPHTAM 3aCHOBAH Ha JeKoMmnosurmju. [la
Ou mIIeMeHTaIMja Ouia jeJHOCTaBHHja Mpe MHOKEHa MOJIMHOME IOy jeMO HyJlamMa Tako J1a 0da uMajy 2" Ko-
edurmjeHara.

TMomTo MHOKeme 3a10B0baBa jerHaunny 1'(n) = 37 (n/2) + O(n), CroxeHocT MHOKemwa je onma O(n!o823),

NmmneMeHTanyjy HajjeJHOCTABHHUje MOKEMO HAIIPaBUTH TaKO Jja Ce Y CBAKOM PEeKyp3MBHOM MO3UBY CBH MehypesyJi-
TaTH, KA0 ¥ KPajibH pe3yJITaT CMEelITajy y MoceDHUM BeKTopuMa. MeljyTuMm, TakBa UMITJIEMEeHTalja je HeeprkacHa
1 TECTOBH NOKA3yjy [a He JONPUHOCH MOdO0JbIaky e(pUKacCHOCTU HauBHe Mpoleaype. Kibyunu mpod:iem je To miro ce
TOKOM pPeKyp3Hje Ipajic BEKTOPH Y KOjiMa ce YyBajy NPHUBPEMEHH Pe3yJITaTh U Te ajloKalyje U AeaoKalllje TpoLIe
JjAKO MYHO BpeMeHa.

using System;

class Program

{

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2 sa po 2’k koeficijenata
static double[] karacuba(double[] p1, double[] p2)
{

// broj koeficijenata polinoma

int n = pl.Length;

// polinome stepena @ direktno mnoZimo
if (n == 1)
return new double[]{p1[0] * p2[0], 0.0};

// delimo p1 na dve polovine: a i b

double[] a = new double[n/2];
double[] b = new double[n/2];
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Array.Copy(pl, 0, a, 0, n/2);
Array.Copy(pl, n/2, b, 0, n/2);

// delimo p2 na dve polovine: ¢ 1 d
double[] ¢ = new double[n/2];
double[] d = new double[n/2];
Array.Copy(p2, 0, c, 0, n/2);
Array.Copy(p2, n/2, d, 0, n/2);

// Vazi:
//  (ax+b)*(cx+d) = a*c*x"2 + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d

// rekurzivno racunamo a*c i1 b*d
double[] ac = karacuba(a, c);
double[] bd = karacuba(b, d);

// izracunavamo a+b (rezultat smestamo u vektor a)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

a[i] += b[i];
// izracunavamo c+d (rezultat smestamo u vektor c)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

c[i] += d[1];

// izracunavamo (a+b)*(c+d)
double[] adbc = karacuba(a, c);

// izracunavamo (a+b)*(c+d) - a*c - b*d
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
adbc[1] -= ac[i] + bd[1i];

// sklapamo proizvod iz delova
double[] proizvod = new double[2*n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
proizvod[n + 1] += bd[1];
proizvod[n/2 + i] += adbc[1i];
proizvod[i] += ac[i];

}

// vraéamo rezultat
return proizvod;

}

// najmanji broj oblika 27k koji je veci 1li jednak od n
static int stepenDvojke(int n)

{
int s = 1;
while (s < n)
S <<= 1;
return s;
}

static double[] ucitajPolinom()

{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
double[] p = new double[n+1];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
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}

}

p[i] = double.Parse(str[i]);
return p;

static voild Main()

{

double[] p1l = ucitajPolinom();

int nl1 = pl.Length - 1;

double[] p2 = ucitajPolinom();

int n2 = p2.Length - 1;

int s1 = stepenDvojke(pl.Length);

int s2 = stepenDvojke(p2.Length);

int s = Math.Max(s1, s2);

Array.Resize(ref pl, s); Array.Resize(ref p2, s);

double[] r = karacuba(p1l, p2);

Console.WriteLine(nl + n2);

for (int 1 = 0; 1 <= nl + n2; i++)
Console.Write(Math.Round(r[i], 2).ToString(”0.00”) + » ”);

Console.WriteLine();

[NaxprBHja aHATM3a TTOKa3yje Aa je Moryhe cBy moMohHy MEMOpPH]y aJIOLMPATH CaMO jeJHOM U OHJ]a TOKOM PeKyp-
31je KOPUCTUTH CTAJTHO UCTU MOMONHM MeMOpPHjCcKH IpocTop. Bennunza nmotpedHe nomohne memopuje je 4n (oBa
IyTa I10 1 1a C& CMeCTe NMOJIUHOMHU ¢ + b U ¢ + d 1 joul 2n fa ce CMeCTH BHXO0B pou3Boa). JogaTHa onTuMu3anuja
je a ce IpUMETH Ja je 3a MaJle CTelleHe OJIMHOMA KJIaCUYaH aJiropuTaM OpKU HEro aJlrOpUTaM 3aCHOBAH Ha JI€KOM-
NO3ULMjU (OBO je YecT cllydaj KoJ alropuTtaMa 3aCHOBAHMX Ha AEKOMIO3MIUjH). EKCriepruMeHTaTHOM aHATM30M Ce
yTBphyje Ja ce BUIle UCIUIATH IIPUMEHUTH KJIaCHYaH alropuTaM Kaj rof je n < 4.

using System;

class Program

{

// mnozZimo polinome Ciji su koeficijenti smesSteni u vektorima
// pl[startl, starti+n) 1 p2[start2, start2+n)

// 1 rezultat smestamo u vektor

// proizvod[start_proizvod, start_proizvod + 2n),

// koristeéi pomocni memorijski prostor u vektoru

// pom[start_pom, start_pom + 4n)

static void karacuba(int n,

double[] p1, int starti,

double[] p2, int start2,

double[] proizvod, int start_proizvod,
double[] pom, int start_pom)

// 1zlaz iz rekurzije
if (n <= 4) {
// klasicni algoritam mnoZenja
for (int 1 = 0; 1 < 2*n; i++)
proizvod[start_proizvod + i] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
proizvod[start_proizvod + i+j] +=
pl[startl + 1] * p2[start2 + j];
return;
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}

// Vazi: (a+bx)*(c+dx) =
// a*c + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d*x"2

// Izracunavamo rekurzivno a*c i1 smestamo ga u levu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, startil, p2, start2,

proizvod, start_proizvod, pom, start_pom);
// Izracunavamo rekurzivno b*d i smestamo ga u desnu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, startl + n/2, p2, start2 + n/2,

proizvod, start_proizvod + n, pom, start_pom);

// Izracunavamo a+b i1 smestamo ga u pomocni vektor (na pocetak)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)
pom[start_pom + i] =
pl[startl + i] + pil[startl + n/2 + i];
// Izracunavamo c+d 1 smesStamo ga u pomocéni vektor (iza (a+b))
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)
pom[start_pom + n / 2 + i] =
p2[start2 + 1] + p2[start2 + n/2 + i];

// Rekurzivno izracunavamo (a+b)*(c+d) 1 smestamo ga

// u pomocni vektor, iza (a+b) 1 (c+d)

karacuba(n / 2, pom, start_pom, pom, start_pom + n / 2,
pom, start_pom + n, pom, start_pom + 2*n);

// Izracunavamo (a+b)*(c+d) - (ac + bd)
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
pom[start_pom + n + i] -=
proizvod[start_proizvod + i] + proizvod[start_proizvod + n + i];

// Dodajemo ad+bc na sredinu proizvoda
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
proizvod[start_proizvod + n/2 + i] += pom[start_pom + n + i];

}

// funkcija mnozi dva polinoma pl1*p2 sa po 2°k koeficijenata
static double[] karacuba(double[] p1, double[] p2)
{

// broj koeficijenata polinoma

int n = pl.Length;

// koeficijenti proizvoda

double[] proizvod = new double[2*n];

// pomoéni memorijski prostor potreban za realizaciju algoritma
double[] pom = new double[4 * n];

// vrsimo mnoZenje

karacuba(n, p1, 0, p2, 0, proizvod, 0, pom, 0);

// vracamo proizvod

return proizvod;

}

// najmanji broj oblika 27k koji je veci i1li jednak od n
static int stepenDvojke(int n)

{

int s = 1;
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while (s < n)
s <<= 1;
return s;

}

static double[] ucitajPolinom()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
double[] p = new double[n+1];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
p[i] = double.Parse(str[i]);
return p;

}

static void Main()
{
double[] pl1l = ucitajPolinom();
int nl1 = pl.Length - 1;
double[] p2 = ucitajPolinom();
int n2 = p2.Length - 1;
int s1 = stepenDvojke(pl.Length);
int s2 = stepenDvojke(p2.Length);
int s = Math.Max(s1, s2);
Array.Resize(ref p1l, s); Array.Resize(ref p2, s);

double[] r = karacuba(p1l, p2);

Console.WriteLine(nl + n2);

for (int 1 = 0; 1 <= n1 + n2; i++)
Console.Write(r[1].ToString(”0.00”) + » );

Console.WritelLine();
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I'nmaBa 3

AJITOPUTMH TEKCTA

3.1 Tpaxeme y30pKa y TEKCTY
Jenan on Hajuenrhe cpeTaHMX 3ajlaTaka y pajy ca TEKCTOM je TO Ja ce MPOBEPH Ja JIU jeJJHa HUCKA CallpKH IPYTYy.

3aparak: IIpeduxc cydpukc

JloMMHe ce ciaxy jeqHa y3 JpyTy, Tako LITO ce MOoJba Ha JOMUHAMa IIOCTaB/bEHUM jeJHY Y3 ApYyry Mopajy MOKJIaIaTH.
JomuHe 0OMYHO MMajy camo J1Ba MoJjba, MehyTuM, Hallle Cy JOMUHE ClelUjaIHe U MMa]jy BUIIE Pa3MuUTHX MOJba
(o3HaYeHMX CIOBMMA). AKO CBE JIOMHMHE KOje CIaXeMO MMajy MCTy IIapy, HalWIIH IporpaM Koju ozapehyje kako
je moMuHe Moryhe CIIOXHUTH Tako ja 3ay3My IITO Mame MPOCTOpa Mo AyKMHM (CBaKa HapeJHa JOMUHA MOpa duTh
cMakHyTa Oap 3a jeaHo nosbe). Ha mpumep,

ababcabab
ababcabab
ababcabab

Vaa3: [pBu pen cTaHgapAHOT yia3a CaApKY HUCKY MaJlUX CJIOBA EHIVIECKE adelie/ie Koje MpelcTaBibajy Iape Ha
nomuHama. yxuHa Hucke je usmehy 2 u 50000 kapakTepa. Y HapeHoM pey ce Hanasu 11eo opojn (1 < n < 1000)
KOjH MpelcTaBba Opoj JOMUHA.

N3na3: Ha cranmapaHu Usnas3 UCIMCATH 1IE0 OpOj KO MPEICTaBba YKYITHY JyKHUHY CIOKEHHUX JOMUHA.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
ababcabab 19 abc 15 aa 11

3 5 10

Pememe

Kipyu periersa oBor 3a1aTka je onpehuBarmbe HajmaykKer paBor npedrKca HUCKE KOjH je YjeIHO U BeH MPaBH CY(hUKC
(npedukc U cyukc cy ImpaBH, aKO HUCY jeAHAKHU Lenoj HUCKM). TakaB mpedukc Tj. cyduxc 3Bahemo ipeguxc-
cygpuxc. JemaH HauMH J1a ce OH MpoHahe je rpyda cuna (ma ce ymnopene cBU NpaBu mpeduKcu ca oaropapajyhum
cydukcuMa 1 1a ce o] OHUX KOjU ce MoKJIanajy ogadepe Hajayku).

using System;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

string str = Console.ReadlLine();
int n = int.Parse(Console.ReadLine());

int maxD =
for (int d
{

0;
= 1; d < str.Length; d++)
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bool prefiks_suffix = true;
for (int 1 = 0, j = str.Length - d; 1 < d; 1++, j++)
if (str[i] != str[j])
{
prefiks_suffix = false;
break;
}
if (prefiks_suffix)
maxD = d;

Console.WriteLine(maxD + n * (str.Length - maxD));

}

Wnak, MHOTO eprKacHH]je pellermhe 3aCHOBAHO je Ha AMHAMUYKOM MPOrpaMHpamy KOje YMHM OCHOBY 4yBeHor KHyT-
Mopuc-ITpatosor (KMII) anroput™ma.

Pexyp3uBHa popmynanmja

3ajatak UMa peKyp3MBHO pelliekhe. AKO je HUCKA S TIpa3Ha OHa HeMa IpeduKc-cyuke (jep Hema npaBUX npedukca
HU cyHKca), a aKo je jeJHOCJIOBHA, TaJa jOj je jequHU NpeduKc-cy(UKC Npa3Ha HUCKA. 3aTo NMPETHOCTABUMO Ja
je|s| > 1u na je s = s’a 3a Heky HUCKY s’ ¥ HeKH KapakTep a. KibyuHH yBHI je TO j1a ce CBakH HpeHKC-Cy(HKC
peuH s, OCHM IPa3Hor, JOoOUja MPOLIMPUBAKEM HEKOT HpedrKc-cyduKca peurt s’ 3a cioBo a. [IpeTnocTaBumMo na
je x Hajayxu npedukc-cybuKe peud s’ (OH ce MOKE M3pauyHaTH PEKYp3UBHO, jep je ped s’ kpaha o peud s) u
aa My je myxuna d. Tapga moctoje HUCKe w U v TakBe jga je s = xu = vx. OHe Cy HelpasHe jep je x IpaBu
npedukc Tj. npaBu cydukc HucKe s, a Huje jenHak s’'. Heka je b mpBo clloBO HHCKe u U HeKa je u = bu’, 3a
Heky ped v'. Tama je s = xbu’a = vra. Ako je a = b, Tama je xra = xb Hajayxu npedUKC-CYPHUKC HICKE S U
werosa AyxkuHa je d + 1. Ocraje murame ITa pajuTH y ciIydajy Kaja je a # b. Ako je x mpasad, Tj. ako je d = 0,
Taga je jeauHu npepuKc-Cy(pUKC pedd s mpa3a. Y CylpoTHOM, MOpPaMO Pa3MOTPUTH HEKH Kpahu npedukc-cypukce
nucke s’. Cienehu KaHaUaaT je Hajayxu rpau Cy(UKC O T KOjU j€ yjeqHO IpaBy NpedUKC O T U3a mhera Tpeda
IPOBEPUTH JIa JIU CE MOXKJAa MOXe IIPOIYXKUTH CIOBOM a. OBMM CMO IIpodJIeM CBEM Ha MPOHAJIAKEHEe HajaysKer
npedukc-cydukca HUCKe X, a TO ce MOKe PEIUTU PEeKYP3UBHO (jep je pedu x kpaha o peuu s).

IMocTynak vcnMTHBamba KanauaaTa kpehe o Hajayxker nmpedprkc-cyukca peun s’ 1 HacTaB/ba CKpahrBarmbeM KaH/y-
JlaTa ce CBe JJOK ce He MpBU MyT He Hawmle Ha npeduKc-Cy(hUKC KOjH ce MOKe HACTABHUTH WM JOK ce He YTBPIH Ja
HH pa3aH npedukc-cyhrKe He Moxke aa ce npomyxu. [pernocraBumo aa je |s| = n. Taga je a = S,,—1, @ MOWITO
je |z| = d, Baxu na je b = sq4, ma ce nopehewe a = b cBogy Ha nopeherme S,—1 = Sq. AKO Cy jeHAKH, TyKUHA
je d+ 1, a'y cynmpoTHOM, axxypupamo d Ha TyKUHY Hajayxer mpedukc-cydukca HucKe x (Tj. IPBUX d Kapaktepa
HHUCKE S) U TIOHaBJbaMo Nopeherwe s4 U S, —1 U MOCTyNaK HaCTaB/haMO CBE JIOK CE He UCIIOCTABU Jja Cy OHU jeIHAKU
WK J1a Cy Pa3JIM4WTH U J1a je nyxuHa d = 0.

using System;

class Program

{
static int prefiks_sufiks_(string str, int k, int 1)
{
int ps = prefiks_sufiks(str, k);
if (strps] == str[i])
return ps + 1;
else if (ps == 0)
return 0;
return prefiks_sufiks_(str, ps - 1, i1);
}
static int prefiks_sufiks(string str, int i)
{
if (1 == 0)
return 0;
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return prefiks_sufiks_(str, 1 - 1, 1);

}
static void Main(string[] args)
{
string str = Console.ReadLine();
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int ps = prefiks_sufiks(str, str.Length - 1);
Console.WriteLine(ps + n * (str.Length - ps));
}

JMHAMHYKO NIpOrpamMupame

Mozxemo npuMeTHTH Aa he ce y MpeTX0JHO ONMMCAHOM PEKYP3MBHOM ITOCTYNKY MHOTHM PEKYpP3UBHH ITO3UBH MTOKJIa-
naTtu (Buille myTa he ce onpebhuBaty ayxuHa Hajayxer npedukc-cydukca 3a uctu npedukc Hucke s). Crora je
MOTPeOHO NPUMEHUTU MEMOU3ALH]Y, WIN joll O0Jbe AUHAMUYKO MpOrpaMupame. Y TOj CUTyalUju OgpkKaBaMo HU3
d; KOju cafpXul TyKWHE Hajayxkux mpedukc-cypukca 3a npedrke HUCKe s OyxuHe i. Tako he d,, campxkatu Tpa-
KeHy AyKUHY Hajmyxer npedukc-cydukca nene Hucke s. [IpBa Ba eeMeHTa HU3a MOXKEMO MHHIMjIN30BaTH Ha
HyJy (jep mpa3Ha U jeIHOCJIOBHA HICKA He MOTY MMaTy HelpasaH npedukc-cypukc). Moryhe je yak npBu eeMeHT
MOCTaBUTH Ha — 1, Kako OW ce HaracuiIo J1a HY Mpa3Ha HKUCKa HUje TipaBu cydukc-npedukc npaszHe Hucke. Hakon
TOra, MOMYHkaBaMO OCTaJIe eJIeMEHTEe HU3a, jeflaH MO jeJaH.

HyxuHy Hajmyxer npedukc-cypurca peun s . . . S; OesneknMo Kao d; 1 (jep Ta ped uma tavgHo ¢ + 1 cioso). Ty
IyXMHY ozipel)yjeMo Tako LITO MOPEINMO S; ca Sq, (3aKcTa, d; je yKuHa Hajayxker npedukc-cypukcasa sg . . . S;—1,
Ta ce MpBH ciejiehn KapakTep n3a \bera Hajla3yu Ha MO3ULUJH Sq,). AKO Cy jeqHaku, Baxu 1a je d;11 = d; + 1. ¥V
CYIPOTHOM, aKo je d; jeaHak 0, 3ak/pyudyjemo aa je d;+1 = 0, a ako HHje, HaCTaB/baMO MCTH MOCTYINAK TaKo IITO
YMECTO d; IIOCMATpamo dg4, U TIOPEAUMO $; € Sq, . 3alPaBO, MOKEMO IPOMEH/bUBY  MHULjATM30BATH Ha d;, A
3aTHM TOPEIUTH S; Ca S4, AKO CY jeJHAKW MOCTaBbaTh d;41 HA d + 1 M NPEeKMJaTH MOCTYIIaK, a aKo HHUCY, OH/A
TOCTBa/bATH d; 1 Ha HYJIy M IPEKUAATH TTOCTYIAK

using System;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

string str = Console.ReadlLine();
int n = int.Parse(Console.ReadLine());

int[] kmp = new int[str.Length + 1];

kmp[0] = 0;
for (int 1 = 1; 1 < str.Length; i++)
{

int k = kmp[i1 - 1];
while (true)

{

if (str[i] == str[k])

{
kmp[i] = k + 1;
break;

}

else if (k == 0)

{
kmp[i] = 0;
break;

} else

k = kmp[k - 1];
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}

int ps = kmp[str.Length - 1];
int duzina = ps + n * (str.Length - ps);
Console.WriteLine(duzina);

}

I/IMHHCMCHTHHI/ij HCTOT" AJITOPUTMA MOKEMO HAITPAaBUTU U MAJIO leyraqnje.

using System;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
string str = Console.ReadlLine();
int n = int.Parse(Console.ReadLine());

int[] kmp = new int[str.Length + 1];
kmp[0] = -1;
for (int 1 = 0; 1 < str.Length; i++)
{
int k = 1;
while (k > 0 && str[i] != str[kmp[k]])
k = kmp[k];
kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;
}

int ps = kmp[str.Length];
int duzina = ps + n * (str.Length - ps);
Console.WriteLine(duzina);

}

3anarak: Ilogaucka

Harmucatu nmporpam kojuM ce 3a JiBe JaTe peud IpoBepaBa Ja JiM je Apyra caap:kaHa y MpBOj, aKO jecTe OIpeanuTH
MIPBY MO3UIM]Y HA KOjOj ce Apyra ped rnojapibjyje y npBoj.

VYaa3: Ha cranmapaHoM ynasy Hajiase ce AB€ peud cBaka y noceOHoj inHuju. CBaka ped uMa HajBuie 20 kapakrepa.

M3aa3: Ha cranpapHoM n3ia3y nprkas3aTi pBY HO3UIHM]Y (TIo3uIMje cy HymeprcaHe of 0) Ha K0joj ce Halasu ipyra
ped y IpBOj, ako ce pyra ped He HaJla3u Yy MPBOj MpuKazaTh - 1.

IMpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
banana 1 branka -1
ana ana

Pememe

budimnoreuke (pynknmje nperpare

Kapa cmo peun y jesuky C# yuntamu y ase nmpoMensbuse Tuna string (mazoBumo ux igla m plast, jep je tako
OJMax jacHo IITa y 4eMy TPaXMMO) OHJa MO3UIIMjy IPBOT 0 jaB/bBama peun iglay peun plast Moxkemo oxpeanuTu
nomohy plast.Index0f(igla). Ako peu plast He cagpxu ped igla onga find Bpaha pesynrar -1.

// ucitavamo rect

string prvaRec, drugaRec;
prvaRec = Console.ReadLine();
drugaRec = Console.ReadLine();
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// trazimo 1 ispisujemo poziciju pojavljivanja druge reci unutar prve
Console.WritelLine(prvaRec.Index0Of(drugaRec));

HNMmuieMeHTanmja nperpare rpydoomM cujiom

Ocum kopurhewa OMOIMOTeUKUX (PYHKIIH]ja, pelene je Omio Moryhe ucnporpamupary 1 “nemike” Tako mro hemo
nedpuHucaTi cBOjy PyHKUMjy nperpare. HapaBHO, y peanHoj cUTyaluju je yBek OoJbe ynoTpeOUTH OUdIMoTeuKe
¢yHKLIM]je jep ce KOI jelHOCTaBHUje MUILe, Malba je MOIyhHOCT Ipellke, a alTOPpUTMUA Ha KOjUMa Cy 3aCHOBaHe
dudnmoTeuke (pyHKIMje Cy 4eCTO HANPEAHHUjH Off HAaMBHHX JTOpUTaMa Ha KOjuMa ce “Ielke” pellermba IMOHeKal
3aCHMBAjY, KAKBO je U OBO KOje ieMo onmcat y HacTaBKy.

Pasmotpumo, Ha mpumep, Kako drcMo y peun ababcab Tpaxwmm peu abc.

e TIpBO MOXEMO MPOBEPUTH Ja Jiu ce peu abc Hanasu y peun ababcab nouesmu ox nmosummje 0. To pagumo
TaKo IITO MOPEJUMO peuMO ciioBa peur abc u cioBa peun ababcab nouesmm ox nozunwje 0, cBe K0k He
npoHahieMo pa3iIMYMTO CJIOBO WJIM JIOK He mohjeMo /1o Kpaja peun abc a He mpoHalleMo pas3inky. Y OBOM
npuMmepy pasiuka he dutn npoHaliena Ha mo3unuju 2 (cnoBa a Ha no3uuju O u b Ha mosunuju 1 he dutu
jenHaka, a oHa he ce cl10BO C pa3MKOBATH Of cj0Ba a). IIomTo cMO HalUIM Pa3lMKy Mpe HEero IITO CMO
CTWIJIH JI0 Kpaja peun abc.

 HacrasbaMo nperpary Tako IITO IIPOBepaBaMo Ja JIM ce MOXa ped abc Hanasu y peun ababcab nouesmm o
nosurje 1. OBaj myT mopeaumo ciioBo Ha nosurmju 0 y peun abc ca cioBoM Ha no3unju 1 y peun ababcab
Y 0JJMax HaWJIa3MMO Ha Pa3jMKy, jep a HUje jeqHako b.

* HaxkoH Tora mpeTpary HacTaB/baMoO TaKO IITO IIPOBEPaBaMOo J1a JIH ce ped abc Hamasu y peun ababcab nouesmm
on nosunyje 2. Taga mopenumo cioro a Ha no3uju 0y peun abe, ca ciioBom a Ha mo3uiwmju 2 y peun ababcab,
cioBo b Ha mo3uimju 1 y peun abc, ca cioBom b Ha mosuimju 3 y peun ababcab u cioBo ¢ Ha no3unuju 2 y
peun abc, ca ciioBoM ¢ Ha nosuiyju 4 y peunt ababcab u momTo He HaMIA3UMO Ha pa3jIMKy, KOHCTATYjeMO Ja
je noaped npoHaheHa.

AKko drcMo, Ha TIpUMep, TPAXWIU ped cba y peun ababcab taga dricMo o nctom npuHIKITY KPEHYJIM [ je TPaXXUMO
on nosurmje 0, 3atum 1 uta. Kama peu cba He mponalhemo HU Tako fa mouume of nosunmje 4 peun ababcab (jep
cab Huje ucto mTo u cba) Hema MOTpede 1a TpakMMO Aajbe, jep U3a Mo3uldje 4 HeMa TOBOJFHO KapaKTepa Ja ou ce
ped abc mponara.

HakJie, 3a cBaky no3uuyjy ¢ y peuu plast, og nosuuuje 0, na 0K Baxku Ja je 30up nosuiyje ¢ u ayxune peuu igla
Mamy WX jeJHaK TyKUHU peunr plast nmpoBepaBamo ja i ce ped igla Hamasu y peun plast noueBnm of nosummje
i. To pamyMo Tako IITO CIPOBOAMMO AITOPUTaM JIMHEApHE IpeTpare KOju PesioM, 3a CBaky HO3MLH]jy j y peun igla
MpoBepaBa Ja Ji je cioBo y peun igla Ha TOj MO3MIWH Pa3IMYMTO Off CJOBAa Ha MO3WIMH ¢ + j y peun plast.
AJnropuTam mpeTpare IMIUIEMEHTHPaMO Ha HEKM O]l HAauMHa KOjU CMO MpHKa3aau y 3agaTky Heratusan opoj. Ha
npuMep, y nembl yBehaBamo j o HyJe, 1a CBe JOK je j Mame oJ AyXuHe peur igla u JIOK Baxu jaa Cy cJlioBa y
peuu igla Ha nosunuju j u peun plast Ha mo3unuju ¢ + j jenHaka. Kana ce nemsa 3aBpiuy, IpoBepaBaMo 3alTo je
MIPEeKUHYTa. AKO yTBPJMMO 72 je BPeJHOCT j jeJHaKa AykMHU pedd igla, MOXeMOo KOHCTATOBATH /1a pa3yifKa HUje
nponaljeHa, a ce MPBO MojaBbuBamkbe peur igla y peun plast Hamasy Ha MO3UIMjH ¢ M (PYHKITH]a MOXE a BPaTH
pe3ynrar ¢ (mpekuaajyhu TuMe Criosballmby NeTsby). Y CYIPOTHOM je MpoHa)eHO pa3IuduTo CJIOBO, U HACTaBJbha Ce ca
U3BpIIIABAEM CIIOJballlbe TIeTbe (7 ce yBehaBa, v MOJHKCKA ce Tpaxu of cliefiehe Mmo3uiyje, ako eBeHTYaIHO HUje
JOCTUTHYT YCJIOB 32 3aBPILETAK CIIOJbAIIbE MET/bE).

Jom jenaH HaUMH J1a IMIUIEMEHTHPAaMO TIPeTpary je Aa yBeJeMo JIOTHUKY IIPOMEHJBUBY KOja Oelexu 1a Jiu je pas3iiu-
Ka npoHalieHa 1 Kojy uHMIMjamm3yjeMo Ha false. Y cBakoM KOopaky yHyTpalliibe NeT/be (MeT/be MO j) MpoBepaBaMo
Jia 7M1 je cy ciioBa y peud 1gla Ha mo3uIMju j ¥ peur plast Ha MO3WIUju ¢ + j jemHaKa. AKO HHCY, JIOTUYKO] MPO-
MEHJbUBO] MOCTAB/AMO BPEJHOCT true U MpeKkuaMo YHyTpallwy netby. HakoH yHyTpallitbe TeT/be MpoBepaBaMo
JIa JIK je BpeHOCT JIOTHUKe poMeHsbrBe octaia false u ako jecre, pyHKIIMja MOXe Jia BPaTH BPEJHOCT 7.

// Trazimo ”iglu u plastu” tj. trazimo poziciju u reci plast na
// kojoj se nalazi rec igla. Ako takva pozicija ne postoji,
// funkcija vraca -1.
static int podniska(string igla, string plast)
{
// za svaku poziciju u reci plast takvu da do kraja ima bar
// onoliko karaktera koliko ima u reci igla
for (int 1 = 0; 1 + igla.Length <= plast.Length; i++)
{
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// Proveravamo da li se rec igla nalazi u reci plast
// pocevsi od pozicije 1. Brojac j uvecavamo dok ne
// dodjemo do kraja neke reci ili do prve razlike.
int j = 0;
while (j < igla.Length && plast[i + j] == igla[j])
J++;
// ako smo dosli do kraja reci igla, tada smo nasli njeno
// pojavljivanje
if (j == igla.Length)

return i;
}
return -1;
}
static voild Main()
{
// ucitavamo reci
string prvaRec, drugaRec;
prvaRec = Console.ReadLine();
drugaRec = Console.ReadLine();
// trazimo 1 ispisujemo poziciju pojavljivanja druge recti
// unutar prve
Console.WriteLine(podniska(drugaRec, prvaRec));
}

Ha xpajy, perimo 1 fa ce oBaj mpodIeM MOXe pelaBaTé 1 MHOTO e(PMKACHUjUM CIElHjTN30BaHUM aJTOPUTMIMA
kakBu cy Kayt-Mopuc-IIpatoB anroputam wm bojep-Mypos anropuram.

3anarak: Ilogancke

Harmmumm nporpam koju ozapeljyje KOJIMKO IMyTa ce JaTa HHUCKa jaBjhba Kao MOTHHCKA Jpyre JaTe HHUCKe. Bwire moja-
BJbMBaba MOJHNUCKE CE MOTY ITpeKJIalaTH.

Vaa3z: Ca craHgapIHOT yia3a ce yHoce JIBe HUCKe, CBaka y nocedHoM peny. [IpBa Hiicka nma Hajeuine 10 kapakTepa,
a npyra HajBume 1000.

WN3na3: Ha cranpapaHu usnas UCOMCATH TPaxXeHU Opoj MOjaB/bUBamba.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
aba 4 aa 3
abababcababac aaaa

Pememe

IIperpara o cBake mo3uIAje

JlMpeKTaH aJIroprTaM Ja ce OBaj 3a/1aTaK pelld je Ja ce MOKYIIa MpeTpara MOJHUCKE O] CBaKe MO3ULMje KPEeHYBIIH
O]l HyJITe, Ma JI0 OHE MO3MLMje Ha KOjoj ce JeCHM Kpaj HHCKe IOKJana ca JIeCHHUM KpajeM mojHucke. Odunazak
MO3MIIMja, JaKJIe, TeUe CBe JIOK je 30up Tekyhe rno3uiiyje u Ay>KMHe MOJIHUCKE MabyU WM jeIHaK OJ1 Iy )KMHE HUCKe. 3a
CBaKy TaKBY MO3UIIM]y ITPOBEpABAMO JIa JIA Ha Fh0j TIOUHELE ITOJHUCKA ¥ aKO TIOUHEbe, yBehaBaMo Opojay MHUIHM]aTHO
TIOCTaBJbeH HA HYJTY.

[IpoBepy Ja 11 ce MoAHUCKA HAJIA3U Y JaT0j HUCKU KPEHYBILM OJ1 1aTe MO3UIje MOKEMO ypaJIuTH Ha pa3He HauuHe.
JenaH HauMH je 1a U3ABOJUMO JIeo HUCKe Of AaTe mo3unuje nomohy ¢yHkmnmje Substring u ma ra ymopemumo ca
JaTOM ITOJHHUCKOM roMohy orepaTopa ==.

OBaj npuctyn Moxe OUTH HeerKacaH jep ce HENOTPeOHO CBAKM MyT IPafy HOBA HUCKA IIPE HEro IITO Ce U3BPIIU
nopeheme.

3a nopebhere HUCKU (Tj. HBUXOBHUX MOJHUCKU) MOKEMO U CaMHU MCIpOrpaMUpaTtH (hyHKIH]y KOja Kopullhewem Jiu-
HeapHe mpetpare (IOIyT OHe y 3aAatky [lorohena komOuHaIMja) MpOBEpaBa J1a JIM MOCTOjU KapaKkTep y Kojuma ce
JIBE HUCKE Pa3JIUKyjy, IpX YeMy (pyHKIIMja y3 HUCKE S U t Koje ce Mmopezie, MOXe JOOUTH M MHIEKCE TIO3ULHja PS 1
pt on kojux he ce mopehere BpIINTH U Ay KUHY N 1eJI0OBA HUCKH KOjU ce mopene. Y MembH unju Opojau 1 kpehe of
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0 u Teue cBe JIOK je MamM Of N MOpeJie ce KapakTepy Ha nosuijama s[ps + i] m t[pt + 1] m ako cy paznmmuntu
¢ynkmja Bpaha false. Ako ce newse 3aBpiie Oe3 mpoHaljeHe pasivKe JeJIOBH Cy jeIHaKku U (pyHKnHMja Bpaha true.

YMecto 3acedHe (pyHKIM]je TaKBY MIPeTpary MOXXeMO peasli30BaTy U Y IIaBHO] (PYHKIIMjH y TeTy NeT/be Koja Hadpaja
TIOTEHLIMjaJTHe TO3UIIMje MoYeTKa, ajld HaM je Taja 3a MMIUIEMEHTAlWjy JIMHeapHe IpeTpare norpedHa noMmohHa
JIOTMYKa MPOMEH/bHBA M HEKU HAUMH JIa YHYTpallliby NeT/by MPEKMHEMO Kajia ce Haule Ha MPBYU Pa3IniuTH KapakTep.

static bool jednaki(string s, int ps, string t, int pt, int n)
{
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
if (s[ps + i] !'= t[pt + i])
return false;
return true;

static voild Main()
{
string podniska = Console.ReadlLine();
string niska = Console.ReadlLine();
int brojPojavljivanja = 0;
for (int p = 0; p + podniska.Length <= niska.Length; p++)
if (jednaki(podniska, 0, niska, p, podniska.Length))
brojPojavljivanja++;
Console.WritelLine(brojPojavljivanja);

Budanoreuka nperpara nojHucKe

Bubnmoteuka pyHKIMja 32 peTpary NOAHMUCKE OOMYHO UMa I0IATHU NapaMeTap KOjUM ce KOHTPOJIMIIE MTO3UIHja O
Koje mperpara Tpeda na kpere. To Baxu 3a merony IndexOf y jesuky C#, koja Bpaha no3uimjy npBor npoHahjeHor
110 jaB/bUBaba NOAHUCKE (KOje HUje UCTIPe/] HaBe/IeHe MO3UIIMje) WM BPEAHOCT -1 KaJja HeMa 10 jaB/bUBatba MOIHUCKE
KOjH HUCY UCTIpe]] HaBeJeHe nosurmje. CBaku MyT Kajia ce mpoHalje mogauckKa, yBehasa ce dpojad, a HoBa mpeTpara
kpehe of mo3uIje HeMoCpeaHO M3a MO3UIIHje Te je MOTHICKA poHaheHa.

PeriMo fa 01 ce axJbHBOM aHAJIM30M HHCKE KOja ce TPaxy TO MOIIo onTuMu3oBaty. Ha npuMep, ako cMo Hanuwm
HHCKY abcacbabc yHyTap 1vMpe HHCKe, HOBO T0jaBJbHBathe Te MOJHUCKE He Tpeda TPaXkuTH o[ HapeHe MO3HLIMje
(mo3mmje mpBor Kapaktepa b), Beh on Tpehe mosuimje Ha K0joj ce mojapibyje KapakTep a (TO je HajayXu Cy(pUKC
KOjU je yjemHo | mpeduKc HHUCKe Koja ce Tpaxku). OBo je ocHoBa anroputMa KMII o koM he dutn BHIie peuu y
HapeHOM TOMY OBE 30UpKe.

string podniska = Console.ReadlLine();
string niska = Console.ReadlLine();
int brojPojavljivanja = 0;

int p = 0;
while ((p = niska.IndexOf(podniska, p)) != -1)
{
brojPojavljivanja++;
pH+;
}

Console.WritelLine(brojPojavljivanja);

3anarak: Hememajyhe poranmje

Hucka myxuHe m ce LMKJINYHO MOMEpaA 3a jeIHO MECTO Yy JIEBO TaKO IITO CE FEH MOYETHU KapaKTep ca MoueTKa
npedaiy Ha Kpaj. HakoH n IMKJIMYHKUX MOMepama HUCKa ce Bpaha y moveTHu nonoxaj. Ha npumep, cBa muxiIny-
Ha TioMepama HUcke abcabc cy bcabca, cabcab, abcabc, bcabca, cabcab u abcabc. Op wux cy nBa 1uKIMYHA
ToMepama jeHaKa MoJIa3HOj HUCKU.

Vaa3: Ca CTaHJapAHOT yJjila3a C€ yuMTaBa HUCKA CaCTaB/bEHA CaMO Ol MaJIMX CJIOBa €HIJIECKE aderene.

N3na3: Ha cranmapaHu n3na3 UCIMCATH KOJIMIKO j€ FheHUX LUKIMYHUX TIOMepama jeHAKO TIOYETHO ] HACKH.

146



3.1. TPAJKEILE Y30PKA Y TEKRCTY

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznas Yaasz Hznaz
algoritmi 0 dadadada 4
Pememe

3ajaTak MOXKEMO PeluTi rpyOdOM CHJIOM, TAaKO IITO y CBAKOM KOPaKy HHMCKY pPOTHPaMO 3a jeJHOM MECTO YJIEBO U
MpOBEpaBaMo JIa JIM je je[HaKa MOJIa3Hoj.

CnoxeHocT TakBor peiena je O(n?), e je n aykuHa HUCKE S.

using Systenm;
using System.Text;

class Program
{
static bool Equal(StringBuilder sb, string s)
{
if (sb.Length != s.Length)
return false;
for (int 1 = 0; 1 < sb.Length; 1++)
if (sb[i] !'= s[i])
return false;
return true;

}

static voild Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
int n = s.Length;
int broj = 0;
StringBuilder sb = new StringBuilder(s);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
if (Equal(sb, s))
broj++;
sb.Append(sb[0]);
sb.Remove(0, 1);
}

Console.WritelLine(broj);

}

JenHo ecdprkacHo pemieme ce 3acHIBaA Ha TOMe Aa hie ce CBaKo IMKIIMYHO MTOMEPame HUCKE S T10jaBUTH Kao MOJHNCKA
HHCKe ss (TToueTHO nomepame he ce mojasuty Aga myta). OBUM ce podJeM CBOIM Ha IpedpojaBarbe MOjaB/bUBakba
HHUCKE S YHyTap HUCKe SS, IITO ce epukacHo Moxe ypaagutu KMP anropurmom.

Crnosxenocr oBor npucryna je O(n), tie je n qyKuHa HUCKE S.

using System;

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
int[] kmp = new int[s.Length + 1];

kmp[0] = -1;
for (int d = 0; d < s.Length; d++)
{
int k = d;
while (k > 0 && s[d] != s[kmp[k]])
k = kmp[k];
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kmp[d + 1] = kmp[k] + 1;

int broj = 0;

string ss = s + s;
int i =0, j=0;
while (i < ss.Length)

{
if (ss[i] == s[iD)
{
++; j++;
if (j == s.Length)
{
broj++;
j = kmp[J];
}
}
else if (j == 0)
1+4;
else
j = kmp[3];
}

Console.WriteLine(broj - 1);

}

3anarak: [lepuoauaHoCT HHCKE

Peu w je mepuoguuHa ako MOCTOjU HEMpasHa ped p = piPe U NpUpojaH Opoj n > 2 Tako Ja je w = p"p;.
Ha mpumep, peu abacabacabacab je mepuogmyHa jep ce MoHaBba abac, TIPU YeMy ce TOCTIeAbe TOHABbAkbe He
3aBpuiasa 1es1o Beh ce 3aycrasba ca ab, Tj. ped je (abac)®ab. Hamuumm nporpam Koju mposepasa ja Jiu je yHeTa
ped neproanyvHa.

Vaa3: IlpBa imMHUja cTaHAApIHOT yjIa3a caJpkU ped Koja ce cacToju caMo Of MajuX CJIOBa eHrieckor ajgadera —
wux Hajume 5S0000.

N3na3: Ha cranmapanu usnas ucnucaty ped da ako ped jecte NeproJryHa Tj. Ne ako HUje.

ITpumep

Vaaz Hznaz
abbaabbaabbaa da
Pememe

I'pyda cuua

3aaTak MOXEMO PeIIMTH rpydboM CHIIoM, Tako mTo hemo 3a cBaky BpeaHocT d TakBy jaa je 2d < |w| nposepurtu
Jia JI1 je ped MepUoANYHA MIPU YeMy je TepHol npeduke peun w aykuHe d. JeIHOCTaBHO ce JOoKasyje Ja je ped
NEPHOJIMYHA Ca [IEPUOJIOM P YHja je AykuHa d, aKO U caMo aKo 3a cBakKo i 3a koje je 0 < iumi + d < |w| Baxu
Ja je w; = w;44. 3aaTaKk ce OH/a pelllaBa ca JiBe yrHexkl)eHe JMHeapHe MpeTpare — y CIoJbHOj IPOBEPaBaMoO CBE
NOTEHIIMjaTHe BPEAHOCTU Ay XHUHE d, a y YHYTPAIlbOj IPOBEpABaMO Jia JIM ITOCTOjU BPEIHOCT ¢ TaKBa 1a je w; #
Witq. AKO Y YHYTPAIIh0]j e/ YTBPAUMO J1a TAKBO ¢ HE MOCTOjH, TaJa je HUCKa mepuoguyHa. Ako mpoHahemo
TaKBO 4, MOXEMO ITPEKUHYTH YHYTpalllby NeT/by (peu HUje neproJyHa ca nepuoaoM ayxute d) u npehu Ha ciepehe
d (3a jenan Behe). AKO TakBoO d He MOCTOjH, TaJa MOXEMO KOHCTATOBAaTH Jia ped HUje NeproIuvHa.

CJ10%eHOCT Hajroper ciy4aja OBOT JITOPUTMA je KBaJlpaTHa. 3aKcTa, yHYTpallliha JIMHeapHa MpeTpara Moxe y Hajro-
pewm ciy4ajy 3axteBatu O(|w|) utepauuja, u oHa ce monaeka O(|w|) myTta. Mnak, ako je HUCKA HACYMUYHA, PEATHO
je ouekuBaru na he ce 3a BehuHy BpeqHOCTH d BeoMa Op30 YCTaHOBIbABATU Ja j& wW; 7 W;4d, N1a IPOrpamMm Moxe
panuTi gocta Opoke Of1 Hajroper ciay4aja.

using System;
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
string str = Console.ReadLine();
bool periodicna = false;
for (int p = 1; 2 * p <= str.Length; p++)
{
bool greska = false;
for (int 1 = 0; 1 + p < str.Length; i++)
if (str[i] !'= str[i + p])
{
greska = true;
break;
}
if (!greska)
{
periodicna = true;
break;
}
}
if (periodicna)
Console.WritelLine(”da”);
else
Console.WriteLine(”ne”);
}
}

Kuyr-Mopuc-Ilparos aaropuram

EdukacHo peleme ce 3aCHMBA Ha TEOPEMHU KOja Kaxe Ja je HUCKA w NEepUOJMYHA aKO M CaMO aKo MMa IpaBU
npedukc-cyduke unja je 1y)KrMHa HajMame MOJ0BUHA HUCKE, Tj. aKO IIOCTOje HeTIPa3HU T, s U ¢ TaKBU A je Ts = tx
12 |x| > |w|. Ha mpumep, ako je Hrcka abacabacaba, tana je Tpaxenu npedukc-cyuke x jemHak, abacaba
OCTaTaK s jefHak je caba, mok je ¢ jemHak abac.

JlokakxuMo TIPeTXO/IHY KapakTepu3aiyjy. [IpBo, mpeTnocTaBuMo 1a je HUCKa repuoandHa. Taia mocToju HerpasHo
p = p1p2 TAKO Ja je = p"p1,3aHekon > 2. Taga jet = pipy = p, © = p™ 'p1, NOK je s = pap;. Baxu ma je
|z] = (n —1)|p| + |p1], a momrro je n > 2, Baxu na je (n — 1) - |p| > |p|, maje |z| > [¢|u2-|z| > |z| + |t| = |w|.

JlOKaKUMO U CYNpPOTaH CMep.

JlokaxuMo MPBO MHIYKIIMjOM Ja aKO BaKM Jla je w = xS = tx 3a Hempas3He ¢ U s, Tajia OCTOje PeUYr U ¥ v TaKo J1a je
t=wuv, s =vunw = (uv)". IIpeTHocTaBuMo ia TBphere BaXu 3a CBE PEUH yXKHHE Matbe Off A 1 MPETIOCTABUMO
1a je peu w nyxune k. Ako je |x| < |t|, Tajma mocroju y Tako Ha je ¢ = xy, A HA OCHOBY XS = tx CIIeIH U
na je s = yx. TpakeHe peunt u v v cy Taja « u y. AKo je |x| > |t| Tama mocroju y Tako nma je x = ty, ma Ha
OCHOBY s = tx cie ys = x 1j. ys = ty. Iowro je s u t HenpasHo Baxu Aa je |ty| = |z| < |w]|, na Ha
OCHOBY MH/IYKTHBHE XMIIOTe3€ [OCTOje U M v TaKBM Ja je t = uv, s = vu U n TakBo Aa je y = (uv)"u. Tana je
x =ty = wv(uv)"u = (uv)"ta, na TBpheme cremu.

Jokaxumo u na je ped nepuoanyna. Heka cy u, v u n Takeu ga je t = uv, s = vu © w = (uv)™u (OHU MOCTOje
Ha OCHOBY TpeTxopHe auckycuje). IIpBo, n > 1 (ako ou Baxwio n = 0, Taga Om Baxwio ga jew = s = t = u,
a Ja je T mpasHa ped, Ma ojawie ciequ aa je [t| > 1 > |x| = 0, mTo je KOHTPaAMKIMja ca MPETIOCTABKOM Ja je
|x| > [t]). Ako bu Baxwio ma je n = 1, Taga du Baxwio fa je w = uvu, Ha U3 Tj. w = tx = TS MOpa Ja BAXH Ja
je x = u, mro ca |z| > |t| noBnaun ja jet = s = x = u. Tajga je p = py = u, IOK je p; Npa3Ho, Ma je w = u?
u neprognyHa je. Ilpeocraje jomr caydaj n > 2. Melytum, Tama ce MOXe Y3eTU 1a je p1 = U, P2 = U, P = UV H
BaXu J1a je w = p"u, IpH 4eMy je n > 2, Tla je ped IOHOBO IePUOJNYHA.

JlaxJe, peieme ce 3aCHMBA Ha TOMe Jla IpoHaljleMo Ny XUHY d HajmyKer MpaBor Ccy(uKca peur w KOJH je VjeaHO
BeH MpedHKC, U [a ce MpoBepu Oa m Baxu na je 2d > |w|. To moxemo ypaauru nomohy Kuyr-Mopuc-TIpatoBor
ajroputMa (UCTo Kao y 3aaatky [Ipedukc cydukc).
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using System;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

string str = Console.ReadLine();

int[] kmp = new int[str.Length + 1];
kmp[0] = -1;
for (int 1 = 0; 1 < str.Length; i++)
{
int k = i;
while (k > 0 && str[i] != str[kmp[k]])
k = kmp[k];
kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;
}

if (2 * kmp[str.Length] >= str.Length)
Console.WriteLine(”da™);

else
Console.WriteLine(”ne”);

3.2 Hajayxu naJuaHapoMu

3anarak: Hajayka naauHapoMcka nmoHuckKa

Jlat je ctpuHr s koju canpku camo Masa cioBa. IIprka3aTy HajLy)kKu CETMEHT CTPHHIa S (HU3 y3aCTOIHUX eJleMeHaTa
CTPMHIa) KOjH je MaJMHJIPOM Y CTPUHTY S. AKO MMa BHIIIE HAjIyKMX CErMEHaTa MPHKa3aTH CETMEHT UMjU MOYeTaKk
VMa HajMarmby UHJIEKC.

Vaaz: [Ipea u jenuHa IMHUjA CTAHIAPIHOT yjla3a cagpKy CTPUHT CACTaBJbEH Off MAJINX CJIOBA.

M3na3: Ha cranpapaHoM n3iasy MprKa3aTH MPBU HajLyKU CETMEHT JaTor CTPHHIA KOjH je MaJMHIPOM.

ITpumep 1 IIpnmep 2

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
cabbadcmmc abba babcbabcbaccba abcbabcba
Pememe

IIpoBepa cBHX cerMeHara

3ajartak je Moryhe penmTy aHaJIM30M CBUX CErMEHaTa, IPOBEPOM Ja JIM je TeKyhu cerMeHT NaIuHAPOM U oapehu-
BamEeM Hajayxer IpoHahjeHor maluHapoMa.

Toro je mposepa manuHapoma ciokenoctd O(n), a cermenara uma O(n?), cnokeHocT osor npuctymna je O(n?).
using System;

class Program

{
// provera da li je s[i, j] palindrom
static bool palindrom(string s, int i, int j)

{
while (i < j && s[i] == s[j])
{
T+ §--5
}
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return i >= j;

}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
// duzina niske s
int n = s.Length;
// duzina 1 pocetak najduzeg palindroma
int maxDuzina = 0, maxPocetak = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1; j < n; j++)
if (palindrom(s, i, j))
{
int duzina = j - 1 + 1;
if (duzina > maxDuzina)
{
maxDuzina = duzina;
maxPocetak = 1;
}
}
// izdvajamo i1 ispisujemo odgovarajuci palindrom
Console.WritelLine(s.Substring(maxPocetak, maxDuzina));
}

IIpoBepa cBux cermeHara y peaocJeny onaaajyhe gy:xxune

HmriemMeHTanuja ce Mo:e MaJjIo 110 je JHOCTABUTH U JyTauKH MaJIUHIPOMH ce MOry ITpoHahu dp:ke, ako ce TPUMETH J1a
CErMeHTe MOXXEMO aHAIN3UPATH PEIOM MOUEB OJ] HajoyKeTr CerMeHTa ITa yHa3a[ 10 CerMeHTa AykH1He 1 (CTMYHO Kao
y 3anaTky Cse noapeuu no onaaajyhoj ayxunu). [Ipumerrmo aa he ca oBUM pegocieioMm oduacka NpBU CErMEHT
KOJH je MIMHAPOM YIpaBo OUTH Hajay Xy NaIMHIPOM KOjU TpaxkuMo. [IpuMeTnmo fa n3na3 u3 yraexeHnx netsn
Huje Moryhe ocTBaputi Hapendoom break (Tume du ce M3amIo U3 yHYTpaIlibe, AT HE M CIIOJbAIlhE NeT/be), Beh
13J1a3 MOpPaMo pean30BaT oMohy noMohHe JIOrMyuKe MPOMeHJbHBE (CIIMYHO Kao y Cllydajy ajlropuTama Iperpare,
Kao, Ha mpumep, y 3agaTky Heratusan Opoj) unu Hapendom goto (Mako je moTpedHo u3deraBaTH je, HeKU ayTopU
cMarpajy Aa je mpekuj yrHexkheHux NeTbH jerHa CUTyaluja y Kojoj je yrmorpeda goto ompasaaHa). CroxkeHOCT
Hajroper ciy4aja oor npuctyna je u aame O(n?).

using System;

class Program

{
// provera da li je s[i, j] palindrom

static bool palindom(string s, int i, int j)

{
while (1 < j & s[i] == s[j])
{
T++; §--;
}
return 1 >= j;
}

static void Main(string[] args)

{
string s = Console.ReadLine();
// duzina niske s
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int n = s.Length;

// potrebno za prekid dvostruke petlje
bool nasli = false;

// proveravamo sve duzine redom

for (int d = n; d >= 1 && !nasli; d--)

{
// proveravamo rec odredjenu indeksima [p, p + d - 1]
for(int p=0; p+d - 1 < n & !nasli; p++)
{
// ako smo naisli na palindrom
if (palindom(s, p, p + d - 1))
{
// ispisujemo ga
Console.WriteLine(s.Substring(p, d));
// prekidamo dvostruku petlju
nasli = true;
}
}
}

IIpoBepa nentapa

IManuuapomu nocenyjy oxpeheHo cBOjCTBO MHKPEMEHTATHOCTH KOje HaM MOsxe oMohu J1a mpoHahemo epukacHUju
anroputam. HanMe, ako je Mo3Har HeHTap NaJuHApoMa (TO MOXe OUTH OWJIO HEKO CJIOBO, OWUJIO MO3UIMja TAuHO
n3Meljy IBa cyceiHa CJIOBa) M aKO 3HAMO Ja ce k CJIOBa OKO TOT IIEHTpa CIIMKAjy Kao y oriefainy (M TUMe Trpajie
TIAJIMHIPOM), OH/Ia 32 TIPOBEPY Ia Jiu ce k + 1 c1oBa OKO TOT LIEeHTpa CIIMKajy Kao y Orieiary He Tpeda poBepaBaTH
CBe U3 NIOYeTKa, Beh je JOBOJbHO caMo MPOBEPUTH 1A JIU CY JIBa CJIOBA Ha CIIOJBHUM Mo3uLMjama (k + 1. clIoBO JIEBO Tj.
JIECHO OfI LIeHTpa) jeJHaKa. 3aTo eduKacHUje pelemhe JoOMjaMo aKo 3a CBaKO CJIOBO CBAKO CJIOBO PeUH OPEIMMO
Hajayky MaJMHIPOM HerapHe Jy)KUHEe TaKkaB Jja My je M3adpaHo CJIOBO IIEHTap U 3a CBaKy Mosunujy nsmelhy asa
CJIOBA OIPeTMMO HAjIIy KU TTOJIITHOM TIapHE TyXKHWHE KOjUMa je Ta MO3UITH]ja IIeHTap.

Ja ducMo opeaniy MaJrMHAPOM Ca IIEHTPOM Y CIIOBY S;, IMUPUMO MATUHIPOM S; Y JeCHO M Y JIEBO 3a k CJIoBa JOK
ce Haja3umo yHyTap peun (1 — k > 0,7 + k < n) u Jok cy oaroapajyha ciosa jegHaka (Si—x = Sitk). Y
TPEHYTKY KaJa ce TO MPBU MyT HAPYIIU J0OUjaMO Hajay KU MaJTMHIPOM ca IEHTPOM Y S; (aKo ce nzahe u3 peun jambe
MpoIIMpUBake HUje Moryhe, a ako ce npoHahe pa3auuuT Map CJIoBa Jaba MPOIIMpUBaka HE MOTY BHIIE Ja Jajy
naymHgpoM). OnpehuBarbe Hajayxer MAIMHIPOMa ca IIeHTPOM u3Meljy Ba clioBa BpIIUMO Ha BeOMa CIMYaH HAYKH.

3a cBaky mo3uiyjy (a bux uma 2n — 1 1j. O(n)) HaIa3UMOo HajIy K1 HAIMHIPOM Ca IEHTPOM Ha 10 mmpehu Tekyhn
MaJIMHPOM HAJIEBO 1 HAJIECHO U ITIOOATHO HajayK¥ MaJMHIPOM HAIA3MMO KAo HAjLyKH Of THX MAIMHAPOMA.

Ilupeme ce 0daBba jeTHUM TIPOJIACKOM M 3axTeBa BpeMe O(n) M yKymHa ciokeHocT aaroputMa je O(n?).

using System;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
string s = Console.ReadLine();
// duzina niske s
int n = s.Length;

// duzina 1 pocetak najduzeg palindroma
int maxDuzina = 0, maxPocetak = 0;
// prolazimo kroz sva slova reci

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
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int duzina, pocetak;

// nalazenje najduzeg palindroma neparne duzine ciji je
// centar slovo s[i]
int k = 1;
while (i-k >= 0 && i+k < n && s[i-k] == s[i+k])
k++;
// duzina i pocetak maksimalnog palindroma
duzina = 2 * k - 1;
pocetak = 1 - k + 1;

// azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina)
{

maxDuzina = duzina;

maxPocetak = pocetak;

// nalazenje najduzeg palindroma parne duzine ciji je
// centar izmedju slova s[i] 1 s[i+1]

k = 0;
while(i-k >= 0 8&& i+k+1 < n && s[i-k] == s[i+k+1])
k++;

// duzina i pocetak maksimalnog palindroma
duzina = 2 * k;
pocetak = 1 - k + 1;

// azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina)
{

maxDuzina = duzina;

maxPocetak = pocetak;

// izdvajamo i1 ispisujemo odgovarajuci palindrom
Console.WritelLine(s.Substring(maxPocetak, maxDuzina));

}
JonyHa peuyn 1 mMo3uNMje

IMocToju HEKOJIMKO TeXHHKA KOje MOTy /1a MaJlo CKpaTe MMILIEMEHTAIU]Y [TPETXOIHOT AIrOPUTMA, 00 jeInbaBajy-
hu cinyvajeBe manMHIpPOMa MApHE W HemapHe AyKWHEe. 3aMHCIMMO Jia Ce Tpe IPBOT, HAKOH MOCTeaer U n3Melhy
CBaKa JiBa Cyce/lHa CJIOBa Peyd MMOCTaBH crienujannu kapaktep |. Ha npumep, peu aabcbab momymaBamo no peun
[alalb|c|blalb|. Ha taj HauuH modujamo TO Aa Cy caja CBH IIEHTPH NAIMHIPOMA KapaKTepu OBAKO JOMYHEHOT
peyH U JIOBOJHHO je aHAIM3UPATH CAMO NMAJIMHIPOME HEIapHE Iy KUHe y hemy. OBO J0MymhaBame je Moryhe peanuso-
BaTU U GU3NUKH (Y IPOrpaMy KperpaTH JOMYHEHH CTPHUHT), IITO MOXe MAJIO 1a OJIAKIIA UMILUIEMEHTAI]Y 110 HEeHY
MaJio Cropujer mporpama (Iojyiie He acCUMITOTCKH) U gojatHor 3ay3eha memopuje. Mnak HapeqHO pa3zmatparbe
HaM roBOpPH Ja OBe IIoMOhHe KapaKkTepe MOKEMO caMo pa3MaTpaTy 0K pa3MaTpaMo ajiropuraM, 0e3 eKCIUTHIUTHOT
IPaBJbE€HA TOIYHEHOr CTPUHTA Y IPOrpaMy.

Ha ducMo onakIany u3narambe MHAeKce y AOMyHheHo] peur heMo Ha3uBaTH MO3UIIMje, 2 Y OPUTHHAIIHOj PeYr caMo
nHaekcu. Ha npumep,

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 - pozicije
| a | a | b | ¢ | b ] a | b |
0 1 2 3 4 5 6 - indeksi

ITpuMeTHMO HEKOJMKO YMH-eHHUIA. AKO je MoJla3Ha ped JyXuHe 1, YKynHo umMamo N = 2n + 1 nosuimjy. Ciosa
MOJIa3He pevr ce Hala3e Ha HeMmapHUM IO3WIMjaMa, JOK Ce Ha MAPHUM IO3WIMjaMa Hajla3W CHEeLHjajHA 3HaK |.
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CJ0BO ca MHZIEKCOM k Cce Hajla3d Ha MOo3UNUju p = 2k + 1, ITO 3HauM 1a ce Ha HEeMapHO | TIO3UIHjU p HAJIA3HU CJIOBO

OpUrMHaIIHe pedn ca uHIekcoM k = | 2.

3a cBaky nosuijy ¢ (0 < ¢ < N) qyXuHy NAIMHIPOMA Ca LIEHTPOM Ha TO] MO3MLIMjH MOKEMO OJIPEUTH Ha UCTH
HauuH, Oe3 003Mpa Ha TO J1a JIM je Ha TOj MO3MIIMjH CJIOBO WM CrielrjaiHy 3HaK |. Perpivo na hemo oBzie moapa3syme-
BaTH IyKUHY MaJUHAPOMA Y OPUTMHAIHOj peuH (a He IOMYHEHO]) ¥ OHa je jeHaKa Opojy KapakTepa ca JIeBe CTpaHe
JaTe TIO3MLIMje Y JOMYHBEHO] peur KOjU Cy jeNHAKH OAroBapajyiuM KapakTepuma ca AecHe CTpaHe Te MO3HLHje Y
JOMyBeHoj peurn. Ha mpumep, y IpeTxogHOM MpuMepy 3a o3uImjy 7 To je 3, jep je manuHapoM bcb myxune 3,
IITO OZITOBapa TOMe Jia TPU KapakTtepa |b| ca jeBe cTpaHe kapakTepa C y JOIyHhEHOj pedr OAroBapajy Kapakrepuma
|b| ca necne crpane kapakTtepa C.

Ha nouetky, nyxuHy najiuaapomMa d moctaB/baMo Ha 1, ako je mosuija HerapHa Tj. 0 ako je mapHa. 3aucra, ako
j€ To3MlIMja HenapHa, Ha Bh0j Ce HaJla3| CJIOBO KOje je caMo 3a cede NATMHAPOM Oyx)uHe 1 (13 Apyror yria rieiaHo,
JIEBO U JIECHO O Fhe ce Hasase |, ma je dap jedaH KapakTep jemHaK). AKO je IMO3MIMja MapHa, OKO e e Hajla3e JBa
cyoBa (OCHM Yy CITydajy KpajibUX MMO3WIIMja) U He 3HAMO yHAIpe] 1a JIU Cy OHa je/IHaKa, TaKo Ja TyKUHY HaTHHAPOMAa
MHUIMjAJTHO mocTaBbaMo Ha 0. OBUM MOCTHKEMO Jia Cy OpojeBU ¢ + d U ¢ — d MapHU, ITO 3HAUM lacy i —d — 1 u
i-++d+1 HerapHu 1 ako cy y orcery [0, V), OHM yKa3y]y Ha Hape/iHa 1Ba KapaKTepa 4mjy jeAHaKOCT Tpeda IpOBEpHUTH.
AKo cy KapakTepy Ha oAroBapajyhum HHIeKcHMa jeIHaKH (TO Cy MHAEKCU L%J u LMT“J) oHpia ce d yehasa
3a 2 (13 jeTHOT yIUla IJIeIaHo, Ta JIBa jeIHaKa KapakTepa ce Jojajy TekyheM rmaauHIpoMy Ia My ce TyKHHa roBehasa
3a 2, a M3 Ipyror yriia IJeAaHo, UCTIPE MPBOT ¥ 132 JPYTOr ce Hajla3e CMeNHjaTH! 3HAM | KO Cy CUTYPHO jeJHAK!
Y BbUXOBY jeJHAKOCT HUje MOTPedHO eKCIUIMIMTHO MpoBepaBatH). TuMe ce ofpkaBa M MHBapHjaHTa [ja cy OpojeBu
i+ dw i — d napHu ¥ NIeT/ba ce MOXKe HACTABUTH Ha UCTH HAUMH CBE JIOK ce Haulje Ha JBa pa3yIMumTa CJIOBa WM Ce
He n3al)e BaH oIicera JIOMyHhEHe peyn.

Penmmo jom 1 ja ce ¥ mpoBepa MPUIIaAHOCTH MHJIEKCA Tj. TIO3MILIM]ja OTICETy Pevr MOXe eTMMUHMCATH aKo Ce MoJla3Ha
ped MpoILIMpH ca JOJATHUM CIElMjaTHIM KapaKTepuMma Ha MOYeTKy M Ha Kpajy (OHM Mopajy OWTH pasjinduuTH 1
00MYHO ce KopucTte » 1 $, jep ce TH KapaKTepy KOPHCTE 32 O3HaYaBambe MOUETKA U Kpaja y peryJapHUM U3pa3rMa).

using System;
using System.Text;

class Program
{
// da bismo uniformno posmatrali palindrome i1 parne i neparne
// duzine, prosirujemo string dodajuci ~ i1 S oko njega i umecuci |/
// izmedju svih slova npr. abc -> *|al/b/c$
static string dopuni(string s)

{
StringBuilder rez = new StringBuilder();
rez.Append(”"”);
for (int 1 = 0; 1 < s.Length; i++)

rez.Append(”|” + s[i]);

rez.Append(”|$”);
return rez.ToString();

}

static void Main(string[] args)

{

string s = Console.ReadLine();

// jednostavnosti radi dopunjavamo rec s
string t = dopuni(s);

// dovoljno je pronaci najveci palindrom neparne duzine u
// prosirenoj reci

int maxDuzina = 0, maxCentar = 0;

// proveravamo sve pozicije u dopunjenoj rect
for (int 1 = 1; 1 < t.Length - 1; 1++)

{
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3.2. HAJAYEKU IMAJIMHAPOMM

// prosirujemo palindrom sa centrom na poziciji 1 dokle
// god je to moguce
int d = 03
while (t[1 - d - 1] == t[1 + d + 1])
d++;

// azuriramo maksimum ako je potrebno
if (d > maxDuzina)

{

d;

i;

maxDuzina
maxCentar

}

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg
// palindroma

int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
Console.WritelLine(s.Substring(maxPocetak, maxDuzina));

Mana4yepoB aJropuram

INocmarpajmo caa Kako M3riea AyKMHA HajayKer MalWHIpPOMa 3a CBaKy of mosuiwja y peun babcbabcbaccba.
Obenexumo oBy IykuHy ca d,,. Odenexumo JOIymeHy ped ca t.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1
|l bl a | b | cl| b ] aflb|]cl|]b]alcl|lclb]|a]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
© 106306 106706109661066506101612106101°80

IMocmarpajmo manuHIpOM ca IeHTpoM Ha Ho3uLuju 11 - mweroa ayxkuHa je di; = 9 ¥ mpocTupe ce of rnosutyje 2
Jo nozuuyje 20.

IMocMaTpajmo cajia ayKUHY HajaoyXer HaJUHIpOMa ca IeHTpoM Ha nosuiiju 12. [TomTo je Halll NaIuHAPOM CUMe-
TpuYaH oko nosunuje 11, mozunmju 12, ogrosapa noszunuja 10. 3uamo aa je dyg = 0. To je 3ato mto je tg # t11.
Melhytum, Mu 3HaMoO f1a je tg = t13 (IIOMITO Cy 00e YHyTap HaIller MAJUHAPOMA), 1A je 3aT0 t11 7 t13 ¥ Baku Ja je
d12 = dyp = 0. [IpumeTnMO 1a OBO MOXeMO KOHCTaTOBaTH Oe3 MKaKBe moTpede 3a ymopehupamem kapakrepa.

INocmarpajmo caja Ay’KMHY Hajayker MaJMHApPOMA ca IIeHTpoM Ha nosuuuju 13. Fbemy oaroapa maamHapom ca
LEeHTpoM Ha mo3uumju 9. Baxu ga je dg = 1, jep je ts = t1g U t7 # t11. Ha ocHOBY cumeTpHje najquHapoma ca
neHTpom y 11, Baxu 1a je tg = t14, A je t1g = t1o, t7 = t15 U a je ty; = t11. 3at10 je t14 = t1o M t15 # 11, Ma
je d13 = dg = 1.

Hawusrnen, Baxu 1a je 3a CBaKO ¢ YHyTap MIMPer NaJIHHAPOMa ca IIEHTPOM y Hekoj nosutimju C' dpoj d; jemHak dpojy
d;, rae ce i oppehyje kao cMMeTpUYHa MO3UIIMjA NO3ULIMjH ¢ y opHocy Ha C' (Baku fa je pactojate ox C' o ¢ m ¢
jemnako, ma jetj C — i’ =i — C,1j. i/ = C — (i — C)). Ho, TO HHje yBeK TauyHO.

Iocmarpajmo di5 1 wemy omarobapajyhy BpemHoct d7. OHe Hucy jemHake. 3armrto? ITocMaTpajmo IiTa je OHO
TO MOXEMO 3aK/bYUUTH U3 CUMETpUje MaJUHIpOMa ca LeHTpoM Ha no3uuuju 11. Baxku na je to Ao t12 jenHaxo
onroeapajyhuM KapakTepuma tog 10 t1( - TO je TapaHTOBAaHO CIMETPHjOM U HUje IIOTpedHO IpoBepaBaT. MehyTum,
Baxu 1a je d7 = 7. 3HaMo 3aTo U 1a je t1 = t13, MehyTHM, He MOKEeMO J1a TBPIVMO 14 je to; = tg, 3aTO TO to1 HHUjE
BHIIIE JIeO MAJIMHIPOMa ca HEHTPOM Ha no3uiiju C' - mpoBepy Ja JiM je to; = tg je NoTpedHO NocedHO N3BPIIUTH.

Haxue, Baxu cienehe. IpernocraBumo na je [ L, R] namaaapom ca nenrpom Ha nosutinju C (taga je C—L = R—C),
11a je i HeKW MHJIEKC YHyTap Tor nmamHapoma (Heka je C' < i < R)u na je i/ = C — (i — C') weMy cuMeTprIaH
MHIEKC. AKO je MaJMHIPOM ca IIeHTpoM Y ¢’ cagpkan y namHapomy (L, R) (5e3 ypauyHaTHxX KpajeBa) Tj. ako je
L<i—dy,1j.dy <i'—L=(C—(i—C))—(C—(R-C)) = R—iTj. dy < R—i,1anajed; = d;. Jokaxumo
oBo. 3a cBaky BpegHoct 0 < j < d; Tpeba gokasaTu ja je t;_; = t;4;. 3aucra, momrto Baxu a je L < i —ju
majei+j < R,Baxujajet,_; =tyy; ujgajet;y; =ty_;. Mehyrum, nowro je i’ ueHrap najausapoma ayxuHe
dir, Baxu ja je ty—; = ty4 4. 3aTO je Ha MO3ULM)H ¢ LIEHTap NaluHApoMa ayxuHe dap d;. Jlokaxumo aa je oBo n
TOPIbE OTPAHNYIEIHE, Tj. MOKAKAMO J1a je t;_ g, 1 #* tivd, +1. Hommo je i+ dy < R,Baxu na jet +dy +1 < R,
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ma je ti—d, -1 = tiryd,+1 W livd, +1 = Lir—d, —1- Mebytum, momTo je MaTMHIPOM ca IIEHTPOM Y 7! IOyXuHe d;/
BaKH 14 je tir g, 1 7 tiryd, +1-

Ako je [L, R] nanuaapom ca nieHTpoM Ha nosutuji C' ¥ ako je ¢ HeKu MHeKC yHyTap tor namuapoma (C' < i < R),
aJu TakaB J1a je d;; > R — 4, OH/1a MOXeMO caMo Ja 3aKJby4uMo 1a je d; > R — 1.

OBO MHCIIMIpHIIIE HAPEIHU ajropuTaM, MOo3HaT Moja MMeHoM MaHavepoB anroputaM. CIMYHO Kao Yy NPETXOAHO]
Bep3uju odpabyjemo cee mozunwje ¢ 01 0 1o N — 1. ITpu tom oppxasamo urgekce C' u R takse na je [C'—(R—C), R|
nmaJMHAPOM. AKo je ¢ > R, Taja naquHIpOM ca IIeHTpoM Y ¢ oapelhyjemo u3 novetka, nosehasajyhu 3a aBa qyxuHy
naymaapoMa d; koja Kpehe ox 0 mm 1 (y 3aBUCHOCTH OJf TTAPHOCTH TO3HIIH]E ¢), CBE JIOK je To Moryhe, UCTO Kao y
IIPETXO/IHO OMMCAHOM airoput™My. MehyTum, ako je i < R, tama ogpelyjemo i/ = C' — (i — C') u ako Bax# 1a je
d;y < R — i, mocrapamo onmax d; = d;/. Ako je di > R — i, Taga nykuHy d; IOCTaB/baMO HA MOYETHY BPETHOCT
R—i1. naR— 17+ 1Tako na cy i — d; u @ + d; napuu dpojeBu, 1 oHAa je mocrerneHo nosehasamo 3a 2, cBe
JOK je To Moryhe (omneT, BeoMa CIMYHO Kao y MPETXOAHO OMKCAHOM aJITOPUTMY). AKO je IpoHaljeHH NaMHIPOM ca
LEHTPOM Y ¢ TAKaB Jia My JECHH Kpaj peBasule nosuiunjy R, OH/Ia Bera NporaiaBaMo 3a HoBu nauuapom L, R],
noctaeibajyhu my nenrap C' = i u jecau kpaj R = i+d;. Ha nouetky moxemo nnunmjamzosatu R = C' = 0 (Time
00e3dehyjemMo Aa He MOXxe Ja Baxu jAa je ¢ < R 1 Ja ce Ha MoYeTKy Hehe KOPUCTUTH CUMETPUYHOCT OKPYXYjyher
TOJIMHOMA).

Moryhe je moka3atu za je cioxeHoct opor anropurMa O(n) (MHTYUTHBHO, IPOHAJTIAKEHE KPATKUAX HAITMHIPOMA 3a-
XTeBa M Opoj U3BPIIaBaba yHYTPALIIbE NET/bE, JOK je MPOHAIAKEHE jeHOT AYraykor NaIMHIPOMa 3aXTeBa JIyKe
M3BpIIABAE YHYTpAIhe MeT/he, aJli JOBOIH 10 Tora fa hie ce y HapeJHUM KOpalMa y BEIMKOM Opojy cilydajeBa
y HOTIIYHOCTH M30eraBa HBeHO M3BPIIABAE).

using System;
using System.Text;

class Program
{
// da bismo uniformno posmatrali palindrome i1 parne i neparne
// duzine, prosirujemo string dodajuci ~ 1 S oko njega 1 umecuci |
// izmedju svih slova npr. abc -> ~[alb/c$
static string dopuni(string s)

{
StringBuilder rez = new StringBuilder();
rez.Append(”"”);
for (int 1 = 0; 1 < s.Length; i++)

rez.Append(”|” + s[i]);

rez.Append(”|$”);
return rez.ToString();

}

static void Main(string[] args)

{

string s = Console.ReadLine();

// Jjednostavnosti radi dopunjavamo rec s
string t = dopuni(s);

// d[1] je najveci broj takav da je [1 - d[i], 1 + d[1]]

// palindrom to je ujedno 1 duzina najduzeg palindroma ciji je
// centar na poziciji i1 (pozicije su ili slova originalnih

// reci, i1li su izmedju njih)

int[] d = new int[t.Length];

// znamo da je [L, R] palindrom sa centrom na poziciji C
intC=0,R=0; //L =C-(R-C)

for (int 1 = 1; 1 < t.Length - 1; i++)

{

// karakter simetrican karakteru i1 u odnosu na centar C
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3.2. HAJAY KU NAJIMHAPOMH

int i_sim=C - (1 - O);

if (1 <R & 1 + d[i_sim] < R)
// nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je
// centar C palindrom sa centrom u i_sim 1 palindrom
// sa centrom u 1 su celokupno smesteni u palindrom

// (L, R)
d[i] = d[i_sim];

else

{
// 1li se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog
// palindroma ili se nalazimo unutar palindroma [L,
// R], ali je palindrom sa centrom u i_sym takav da
// nije celokupno smesten u (L, R) - u tom slucajmo
// znamo da je duzina palindroma sa centrom u i bar
// R-1, a da li je vise od toga, treba proveriti
d[i] =1 <=R ? R-1 : 03
// prosirujemo palindrom dok god je to moguce krajnji
// karakteri *S obezbedjuju da nije potrebno
// proveravati granice
while (t[i1 - d[i1] - 1] == t[1 + d[1] + 1])

d[i]++;
}

// ako palindrom sa centrom u 1 prosiruje desnu granicu
// onda njega uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1 + d[1] > R)
{
C
R

i;
i+ d[i];

}

// pronalazimo najvecu duzinu palindroma i1 pamtimo njegov
// centar
int maxDuzina = 0, maxCentar = 0;
for (int 1 = 1; 1 < t.Length - 1; 1++)
if (d[i] > maxDuzina)
{
maxDuzina
maxCentar

d[il;
i;

}

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg
// palindroma

int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
Console.WriteLine(s.Substring(maxPocetak, maxDuzina));

HpomanBa}Le HUCKE HI/Ije HEONXOAHO BPHIMTH €KCIIJIMIUTHO.
using System;

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

string s = Console.ReadLine();
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// broj pozicija u reci s (pozicije su i1li slova originalnih
// rect, ili su izmedju njih). Npr. niska abc ima 7 pozicija i
// to [alb]c]

int N = 2 * s.Length + 1;

// d[i1] je duzina najduzeg palindroma ciji je centar na

// poziciji 1 to je ujedno 1 broj pozicija levo 1 desno od 1
// na kojima se podaci poklapaju - 1li su obe pozicije izmedju
// slova 1li su na njima jednaka slova

int[] d = new int[N];

// znamo da je [L, R] palindrom sa centrom u C
intC=0,R=0; //L=C-(R-C)
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++)
{
// karakter simetrican karakteru i1 u odnosu na centar C
int isim=C - (1 - O;
if (1 <R & 1 + d[i_sim] < R)
// nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C
// palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i su
// celokupno smesteni u palindrom (L, R)
d[i1] = d[i_sim];
else
{
// 1li se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog
// palindroma ili se nalazimo unutar palindroma [L,
// R], ali je palindrom sa centrom u i_sim takav da
// nije celokupno smesten u (L, R) - u tom slucajmo
// znamo da je duzina palindroma sa centrom u i bar
// R-1, a da li je vise od toga, treba proveriti
d[i] =1 <=R?R -1: 0;

// prosirujemo palindrom dok god je to moguce

// osiguravamo da je i1 + d[i] stalno paran broj
if ((L+d[1]) % 2 == 1)
d[i]++;

// dok god su pozicije u opsegu i1 slova na
// odgovarajucim indeksima jednaka uvecavamo d[i] za 2
// (jedno slovo s leva i jedno slovo zdesna)
while (1 - d[1] - 1 >= 0 & 1 + d[1] + 1 < N &&
s[(1 - d[i1] - 1) / 2] == s[(L + d[i] + 1) / 2])
d[i1] += 2; // ukljucujemo dva slova u palindrom,
// pa mu se duzina uvecava za 2

}

// ako palindrom sa centrom u i1 prosiruje desnu granicu
// onda njega uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1 + d[i1] > R)
{
C
R

i;
i+ d[i];

}

// pronalazimo najvecu duzinu palindroma i1 pamtimo njegov
// centar
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int maxDuzina = 0, maxCentar = 0;
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++)

{
if (d[1] > maxDuzina)
{
maxDuzina = d[1];
maxCentar = i;
}
}

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg
// palindroma

int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
Console.WritelLine(s.Substring(maxPocetak, maxDuzina));

}
3anarak: Hajkpaha nonmyna qo majuHpoma

Hucka abaca Huje manuHIpOM (HE YMTa ce KCTO CIIeBa U CAECHA), Al aKO jOj Ha IMOYeTaK JOIUIIEeMO KapaKTepe ac,
JodujaMo HUCKY acabaca KOja jecTe MaJMHAPOM (YHTa Ce MCTO U CJieBa M cAecHa). Hamumm nmporpam koju 3a gaty
HHUCKY ofipeDyje qyx1Hy Hajkpaher maJuHApoMa KOjHU ce MOke JOOUTH JOMMCUBabeM KapaKkTepa ¢ JieBe CTpaHe Aate
HHCKE.

VYaa3: Ca cranmapaHor yJja3a ce yHocH HUCKa cacTaBbeHa o [V (1 < N < 50000) Manux clioBa eHIiecke adeuese.

N3na3: Ha cranpapaHu usna3 UCIUCATH TpaxkeHy AyKMHY Hajkpahe MpomupeHe HUCKE KOja je MaJMHAPOM.

ITpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz
abaca 7 anavolimilovana 15 anavolimilovanakapak 25
Pememe

IMpernocraBumo Ja ce Hajkpahu Moryhu naamHIpOM MOKe JIOOWUTH JIONMCHBAKEM HUCKE p HA HUCKY S Tj. Ja je ps
Hajkpahu mamHIpoM KoMe je s cyduke. Tama je ps = s'p/, te je s’ Hucka Koja ce qoduja oOpTameM Kapakrepa
HUCKE S, JIOK je p' HUCKa Koja ce Joduja oDpTambeM KapakTepa HUCKe p. Jlakiie, s ce 3aBpiiaBa ca p’ v MocToju HEKU
el npedukce ¢ Takas 1a je s = tp’. 3aro je ptp’ = pt'p’, na je t = ' 1j. t Mopa duTn nanuHapoM. [la o1 qyKuHA
npedukca p Owa mMTO Mama, QyKWHA MajuHApoMa ¢ Mopa OuTu 1mTo Beha, ma je ¢ Hajayxu mMoryhu najavHapoM
KOjUM MOYHMHE HUCKA S.

Ha npumep, 1a OucMO opeiniv Hajay Ky NaIMHAPOM KOjUM ce NOMNymYje HUCKa s = abacba, npumehyjemo aa je
HEH HajIyK1 MAJTHHIPOMCKHM MpedMKC HUCKa t = aba, na je p' = cba, na je p = abc u pe3yiryjyhu mauHApPOM je
ps = abcabacbha.

AKo je n; TyXWHa MUIMHAPOMA ¢, a m AyKMHA HUCKE S, MyKMHA Jiea P jeHaKa je n — ny, Ia je YKyIHa Jy)KUHA
TPaXeHOT MAJIMHAPOMA jeqHaka (n — ng) +n = 2n — ng.

[MaymHApOM ¢ MOKEMO OJPEIHUTH IPYOOM CHIIOM, TAKO INTO PEIOM MIPOBEPaBaMo CBe IpedUKce HUCKE § M TPAKHUMO
HajIyX NUTHHAPOM Mehy mbuma.

using System;

class Program

{
static bool jePalindrom(string s, int n)
{
for (int 1 =0, j=n-1; 1 < J; 14+, j--)
if (s[i] != s[iD)
return false;
return true;
}
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static int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(string s)
{
for (int n = s.Length; n >= 1; n--)
if (jePalindrom(s, n))
return n;
return 1;

}

static voild Main(string[] args)

{
string s = Console.ReadLine();
// s razlazemo na prefiks + sufiks tako da je prefiks sto duzi
// palindrom. Tada je trazeni palindrom dobijen sa sto manje
// dopisivanja slova na pocetak jednak:
// obrni(sufiks) + prefiks + sufiks
int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.Length - duzinaPrefiksa;
int duzinaNajkracegPalindroma =

duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;

Console.WritelLine(duzinaNajkracegPalindroma);

}

Bagartak euKacHuje MOkeMO pemuty anroputMoM KMP. AKO yMECTO HUCKE s TIOCMATpaMo HHUCKY ss’ JoOujeHy
HaJOBE3MBabEM HUCKE JOOMjEeHe 00PTamkeM pefociea KapakTepa HUCKE S Ha jay K1 MaJTMHIPOMCKH NpepUKC HUCKE
$ je Hajoyxu npeUKC HUCKE ss’ KOjU je yjeIHo heH Cy(PUKC U KOjU MMa HajBMILE 7 KapaKTepa, T je 1 AyKUHA
HHUCKe s. [la Ou ce cipedmio a ce MpyIMKoM rnomnymwasarka KMP Hu3a ypauyHajy v oHM cyUKCH U TpepUKCH KOjU
cajipe Ilelly MoJIa3Hy HUCKY, JOBOJHHO je Ia ce u3Mely s 1 s’ I0CTaB OWIIO KOjU KapaKTep KOjU OHH He Cajipxke
(TIOIITO Cce HUCKE cacToje caMo OJ] MAJIMX CJIOBa EHIVIECKE aderieie, MOKEMO, Ha IIpUMep, YIOTPEdUTH KapakTep . ).
Kazna usrpagumo HHCKy s.s’, Taja Ha MCTU HAYMH Kao y 3agatky [Ipedukc cyduke nomymwasamo KMP HU3 1 mheH
TIOCJIEIbY €JIEMEHT IPEAICTaBIba Iy KMHY HajayKer MaJIUHAPOMCKOT IpeduKca.

using System;

class Program

{
static string Obrni(string s)
{
char[] a = s.ToCharArray();
Array.Reverse(a);
return new string(a);
}
static int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(string s)
{
string str = s + ”.” + Obrni(s);
int[] kmp = new int[str.Length + 1];
kmp[0] = -1;
for (int 1 = 0; 1 < str.Length; i++)
{
int k = 1;
while (k > 0 && str[i] !'= str[kmp[k]])
k = kmp[k];
kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;
}
return kmp[kmp.Length - 17;
}

static void Main(string[] args)
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string s = Console.ReadLine();
// s razlazemo na prefiks + sufiks tako da je prefiks sto duzi
// palindrom. Tada je trazeni palindrom dobijen sa sto manje
// dopisivanja slova na pocetak jednak:
// obrni(sufiks) + prefiks + sufiks
int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.Length - duzinaPrefiksa;
int duzinaNajkracegPalindroma =

duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;
Console.WriteLine(duzinaNajkracegPalindroma);

}

3aparak: Hajay:xu moJHu3 naJuHIpoM

Harnwmcatu mporpam Kojum ce 3a JIaTh CTPUHTY S ofipelyje Ay:KUHY HajayXer MOAHM3a HUCKE S KOJU je MaTUHAPOM.
IMoytHM3 He Mopa [a capKH y3acTOIHe KapakTepe HHUCKe, aJIi OHU MOpajy 1a Ce jaBbajy y UCTOM penociey (TToaHu3
ce 1oduja dpucameM IPOU3BOJBHOT Opoja KapakTepa).

Vaa3: Ca craHpap[HOT yJia3a ce yuuTaBa HHCKA $§ cacTaB/beHa caMo OJf MaJluX CJIOBa eHIJIecke adelese, uuja je
nyxuHa Hajuiie S000 kapakrtepa.

M3na3: Ha crangapaHu usias UCIUCATH caMoO TPaskeHy AyKUHY Hajayxker MaJuHIPOMCKOT MOJHH3A.

IIpumep

Yaaz Uznaz
najduzipalindrom 5
Pememe

Kpenumo of pekyp3uBHOT pellesa.

* Tlpa3Ha HKECKa MMa caMo Tpa3aH MOJHU3, 114 je IyKMHA Ha ]Iy Ker MaJIuHIPOMCKOT MOJHU3a jeaHaka Hym. Hu-
cka nyxuHe | je cama CBOj MATMHAPOMCKH MOJHU3, 1A je Iy)KHHA HEeHOT HajIyKer NaTuHIPOMCKOT MOIHU3a
jemHaka 1.

* AKO HHUCKa UMa Oap JBa KapakTepa, OHJa paM3aTpaMo Jia JIU Cy FeH MPBU U MOCTIEABU KapaKTep jeJHaKH.
AKxo jecy, oHJla OHM MOT'y OMTH JIe0 HajIyKer NaJMHAPOMCKOT OJHU3a U ITPOOJIEM CE CBOJU Ha IIPOHAJIAKEbE
HajIy>Xer NaJIMHIPOMCKOT TOJHM3A AeJ1a HUCKe O3 PBOT U MOC/IEIbET KapakTepa. Y CyIpOTHOM OHU HE MOTY
KCTOBPEMEHO OMTHU J€0 HajlyKer MaJMHAPOMCKOT MOJHU3a U NOTPEOHO je eNMMUHHUCATH Oap jefaH Of HUX.
[Tpodnem, maknie, CBOOAMMO Ha MPOHANAKEHE HajayKeT HaIuHIPOMCKOr MTOJHM3a cy(uKkca HUCKe Oe3 MpBor
KapaKkTepa 1 Ha IPOHANIAKE e Haj Ly KeT MaJIUHIPOMCKOT OJHN3A NperKca HUCKE Oe3 MOCIeAber KapaKkTepa.
Jyku of] Ta JBa MAJMHAPOMCKA MOAHU3A je TpakeHU NaJMHAPOMCKH MOAHU3 11eJle HUCKE.

OBUM je mpakTHUYHO JedHHKUCaHa peKyp3MBHA IMpoLeaypa KOjoM ce pellaBa mpodieM. Y CBaKOM PeKyp3MBHOM
TIO3WBY BPIIU CE aHAJIM3a HEKOT CerMeHTa (HM3a y3aCTOMHUX KapaKTepa IMoja3He HHCKE), M je CBaKU PeKyp3UBHU
no3uB ofpeleH ca 1Ba Opoja koju mpeacTapibajy rpanuiie Tor cerMenta. Ako ca f (1, d) 03HaYMMO IyKUHY HajayKer
HAIMHIPOMCKOT TIOIHM3a JIeJia HUCKe s[l, d], Tana Baxe ciefiehe pekypeHTHe Bese.

Fld)y=0, zal>d

f,d)y=1, zal=

fl,dy=2+f(l+1,d-1), zal<dis =sq

f(l,d) =max (f(l+1,d), f(l,d—1)), zal<dis; # sa

Ha ocHoBy oBora, (byHKIIM]y je BeoMa jeTHOCTABHO UMILIEMEHTUPATH.

using Systenm;

class Program

{
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static int najduziPalindrom(string s, int 1, int d)

{
if (1 > d)
return 0;
if (1 == d)
return 1;
if (s[1] == s[d])
return 2 + najduziPalindrom(s, 1+1, d-1);
return Math.Max(najduziPalindrom(s, 1, d-1),
najduziPalindrom(s, 1+1, d));
}
static int najduziPalindrom(string s)
{
return najduziPalindrom(s, 0, s.Length - 1);
}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Console.WritelLine(najduziPalindrom(s));
}

}

VY nperxonHoj (PYHKIM)H JOJTA3M IO MpeKJianama PeKyp3UBHAX MO3MBA, 1A je MOXKEeJbHO YHOTPEONTH MEMOU3AIIH]Y.
3a MeMou3aljy KOPUCTUMO MaTpully (IPaKTUIHO, BEH TOPHH TPOYrao y kojeMm je [ < d).

using System;

class Program

{
static int najduziPalindrom(string s, int 1, int d, int[,] memo)
{
if (memo[l, d] != -1)
return memo[1l, dJ;
if (1 > d)
return memo[1l, d] = 0;
if (1 == d)
return memo[l, d] = 1;
if (s[1] == s[d])
return memo[1l, d] = 2 + najduziPalindrom(s, 1+1, d-1, memo);
return memo[1l, d] = Math.Max(najduziPalindrom(s, 1, d-1, memo),
najduziPalindrom(s, 1+1, d, memo));
}
static int najduziPalindrom(string s)
{
int[,] memo = new int[s.Length, s.Length];
for (int 1 = 0; 1 < s.Length; 1++)
for (int d = 0; d < s.Length; d++)
memo[1l, d] = -1;
return najduziPalindrom(s, 0, s.Length - 1, memo);
}
static voild Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Console.WriteLine(najduziPalindrom(s));
}
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}

Jlo edukacHOr perera MOXeMO JI0HM M JUHAMUYKKMM ITPOrPaMHUpareM 010310 HaBuine. EjeMeHT Ha MO3uLujn
(1, d) marpurnie 3aBucu ox enemenara Ha rosunujama (I + 1,d), (I,d — 1) u (I +1,d — 1), 10K ce KOHAYHO pelliere
HaJIa3d y TOPHEM JIEBOM YIUTy Marpuiie, Tj. Ha nosby (0,n — 1). 300r 0BakBHX 3aBHCHOCTH MATpPHILy HE MOKEMO
TIOMY-aBaTH HA BPCTY 110 BPCTY, HA KOJIOHY MO KOJIOHY, Beh aujaroHany no aujarosany. Ha gujaroHaty MCIIOn IiiaBHe
VIIUCYjeMO CBe HyJie, Ha IJIaBHY AWjaroHay CBe jeIMHUIIe, a 3aTUM TMOMYyHBABaMO jeJHY M0 je[HY JUjaroHaTy U3Haj
[JIaBHE, CBE JJOK He I0)eMo 10 eleMeHTa Y TOPHEM JIEBOM YIITy.

IMpukaxnmo Kako M3Miea MOMyHkeHa MaTpULA Ha IIpUMepy HUCKe abaccba.

abaccba

0123456
a 0]1133346
b 1|0111244
a 2| 011224
c 3] 01222
c 4] 0111
b 5] 011
a 6| 01

KonauHo perremse 6 ogroapa nmogHmusy abccba.
OBO pelliekhe MMa U MEMOPHjCKY M BpeMeHCKy ciokenocT O (n?).

using System;

class Program

{
static int najduziPalindrom(string s)
{
int n = s.Length;
int[,] dp = new int[n, n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
dp[i, 1] = 1;
for (int k = 1; k < n; k++)
for (int 1 = 0; 1 + k < n; 1++)
{
intd =1 + k;
if (s[l] == s[d])
dp[l, d] = dp[l+1, d-1] + 2;
else
dp[l, d] = Math.Max(dp[l+1, d], dp[l, d-1]);
}
return dp[0, n - 1];
}
static voild Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Console.WriteLine(najduziPalindrom(s));
}
}

Memopujcky croxeHocT je Moryhe penykosatu. [IprmvehyjemMo 1a e1eMeHTH CBaKe [IijaroHaje 3aBUCe CaMo Off eJie-
MeHaTa TpeTXojHe ABe AujaroHaje. Moryhe je a yyBamMo camo JBe JujaroHane - Tekyhy u mperxoaHy. Tokom
axypupama Tekyhe qujaroHase meHe nocrojehe egemMeHTe UCTOBpEMEHO IpenucyjeMo y nperxoaHy. Kama cy ka-
paKkTepH jeOHaKW, Taa y NPHUBPEMEHy MPOMEHBUBY OeNeKUMO OAroBapajyhu eJeMeHT IPeTXOqHe IujaroHale, Ha
HBEroBO MECTO YIHUCYjeMo oarosapajyhu eneMeHT Tekyhie aujaroHase, a OHOa Ha MECTO TOT eJIeMEHTa YIUCYjeMo
BpEIHOCT MpUBpEeMeHe MPOMEHJbMBe yBehaHy 3a aBa. Kaza cy kapaktepu pa3nmuauTu oarosapajyhu enemMeHT tekyhe
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JWjaroHaje yImicy jeMo Ha ojiroBapajyhe MecTo y mpeTXOHO | AMjaroHajy, a Ha BerOBO MECTO YIIHCY jeMO MaKCUMyM
Te U HapeJHe BpPeIHOCTH TeKyhe aujaroHare.

using Systenm;

class Program

{
static int najduziPalindrom(string s)
{
int n = s.Length;
// prethodna dijagonala je popunjena nulama
int[] dpp = new int[n];
// tekuca dijagonala je popunjena jedinicama
int[] dp = new int[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
dp[i] = 1;
// azuriramo dijagonale sve dok ne dodjemo do gornjeg levog ugla
for (int k = 1; k < n; k++)
{
for (int L = 0; 1 + k < n; 1++)
{
intd =1 + k;
if (s[1] == s[d])
{
int tmp = dp[1];
dp[l] = dpp[1+1] + 2;
dpp[1] = tmp;
}
else
{
dpp[1] = dp[1];
dp[1l] = Math.Max(dp[1l], dp[l+1]);
}
}
dpp[n-k] = dp[n-k];
}
return dp[0];
}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Console.WriteLine(najduziPalindrom(s));
}
}

Peuumo jour u aa je peuiewe oBor 3aaTka Moryhe Jodutu U cBoheweM Ha MmpodsieM ogpehuBama Hajayxer 3ajel-
HHUYKOT TMO/IHM3a ABE HHUCKE KOjH je omucaH y 3agatky Hajmysxu 3ajemqnnyuky nogHus ase Hucke. Hamme, Hajmyxu
MATMHIPOMCKY TTOJHN3 jeIHAK j€ HajayKeM 3ajeJHHYKOM IOJHU3Y OpUTHHATHE HUCKE W HHACKE KOja ce JoOHja me-
HUM oOpTambeM. CIIOKEHOCT OBE PEIyKIIMje je MCTa Kao M CJIOKEHOCT IMPEKTHOT pelema (Bpemencku O(n?), a
npoctopHo O(n)).

using System;

class Program

{
static int najduziZajednickiPodniz(string s1, string s2)

{
int n1 = sl.Length, n2 = s2.Length;
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int[] dp = new int[n2 + 1];
for (int 1 = 1; 1 <= n1; i++)

{
int prethodni = dp[0];
for (int j = 1; j <= n2; j++)
{
int tekuci = dp[j];
if (s1[i-1] == s2[j-1])
dp[j] = prethodni + 1;
else
dp[j] = Math.Max(dp[]j-1], dp[il);
prethodni = tekucti;
}
}
return dp[n2];
}
static string obrni(string s)
{
char[] a = s.ToCharArray();
Array.Reverse(a);
return new string(a);
}
static int najduziPalindrom(string s)
{
string sObratno = obrni(s);
return najduziZajednickiPodniz(s, sObratno);
}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Console.WriteLine(najduziPalindrom(s));
}

3.3 Perysapuu uspazu

3anarak: Jlatymu

VY tekcry ce Hanasu ofgpeleH Opoj maTyma, au Cy 3aIllicaHy y ABa pa3nnuuTa (popmata. Heku cy 3anmcanu y odimKy
dd.mm.gggg. (mpu Yemy AaH U Mecell MOy OUTH U jemHoimdpeHn), a Heku y odnuky mm/dd/gggg (Ty cy naH u
Mecell yBek aBoidpenn). Hanumm nporpaM koju u3aBaja cBe Te JaTyMe U CBe UX UCTHCYje Y MpBoM (opmary, ca
JBOIM(PEHNM JTaHOM U MecerloM. [IpeTHoCTaBuTH Ja Cy CBH JaTYMH y JJOKYMEHTY HCIIPABHO 3alCaHU.

Vaa3: Ca crangapaHor yja3a ce yHOCH JIMHH]a I10 JIMHHUja TeKCTa, CBe 10 Kpaja yna3a. IIpeTnocTaBuTy 1a ce y CBakoj
JIMHUjY HaJIa3u HajBUILIE jeJaH JaTyM.

N3zaa3: Ha cranmapaay w3nia3 NCOHCATH TpakeHe JaTyMe, jelaH UCIIOJ JPYTor.

ITpumep

Vaaz Hznaz
Nikola Tesla se rodio 10.7.1856. 10.07.1856.
Nikola Tesla was born on 07/10/1856. 10.07.1856.
Pememe

HajjenHocraBHMju HaUMH Oa ce 3aJaTak pelld je Jia ce yrnoTpede peryrapHd u3pasu. PerymapHuM m3pasuma ce
OIIHCY ]y IIAOJIOHM TEKCTa HAa OCHOBY KOJUX MOKEMO BPIIMTH IIpeTpary 1 3amMeHy. OCHOBHA BpCTa peryJiapHOT n3pasa
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je mHucka. Ha mpumep, perynapau uspa3 je abc m jemmna HuCKa Koja je THIM M3pa3oM MOKpHBEHA je ympaBo abc.
Perynaprau m3pasu ce komOuHyjy cnenehnm onepatopuma.

* | - oBaj oneparop ce unta “win”. Ha nmpumep, perynapau uzpa3 abc |def je madmoH y Koju ce ykiamnajy nse

Moryhe HHCKe: TpBa je abc, a gpyra def.

* - OBaj omeparop ce unTa “HyJja Wiu Buiie myta”. Ha mpumep, peryjaapHu u3pa3 a* o3Havapa Ja ce a jaBjba
HyJIa WM BUILIE ITyTa ¥ 00yXBaTa Ipa3Hy HUCKY, 3aTHM a, aa, 3aad 1 TaKo Jlajbe.

+ - OBaj oleparop ce uiTa “jefaH UM Buile myra”. Ha npumep, perynapHu u3pas a+ o3HayaBa Jia Ce a jaBjba
jelaH WM BUILIE ITyTa ¥ 0OyxBaTa HHCKE @, aa, aaa M TaKo Jabe.

? - oBaj omepaTop ce YhTa “HyJa WM jegaH myT . Ha mpumep, peryigapHu n3pa3 a? OINUCYje WM MPa3Hy
HHUCKY WX HUCKY 4.

Kapa ce Ha n3pas nonuie {n} To 03HayaBa j1a ce HUCKa ONMCaHa U3pa30oM IOHaBJba TAYHO N IyTa. Ha npumep,
a{5} o3HauaBa HHCKY 3aaaa.

peryjapHi W3pasd MOCTaB/bEHM jeAaH MOpe] Ipyror IHpeicTaBbajy AOINKCHBambe HUCKM. Ha mpumep,
(ab)+(cd)? o3HauaBa ma ce ab jaBka jegaH WM BUINE IyTa, 32 YAM MOXe, a He Mopa jaa cieau cd. Heke
HHUCKe KOje Cy onrcaHe oBUM u3pa3oM cy ab, abcd, abab, ababcd uta.

W3pasu odimka [a-z] cy Tako3BaHe KapaKTepcKe Kilace W Mpe/ICTaBibajy jelaH KapakTep U3 JaTor pacrioHa.
W3pas [a-z] onwmcyje Hucke a, b, c uta., 1ok nszpas [0-9] omucyje jeany uudpy.

W3pas . onmcyje duino Koju KapakTep, OCUM Mpesiacka y HOBU pefl.

IMoctoju jour Benvku Opoj perysiapHUX orepanyja 1 HaurMHa [Ja e peryJiapHy N3pa3u KOMITAKTHHje 3aIuIILy, il UX
HeheMo noMumaTH.

JaTymu pBOT OOJIMKA Ce MOTY OITHCATH peryIapHuM u3pazom [0-9][0-9]12[.]1[0-9][6-9]?[.]1[0-9]{5}, a mpy-
ror odusinka u3pasom [0-9]{2}/[0-9]1{2}/[0-9]1{4}.

Pag ca perynapanm u3pasuma y jesuky C# moctmke ce o0jektrma kinace Regex. Meronom IsMatch ce mpoBepaga qa
JIM JIaTa HUCKA CaJIpXKU HEKO I10jaBJbUBabe MOJHKCKE Koja ce YKJIama y madJioH OlMcaH peryjapHuM u3pasom. Me-
TopoM Match moduja ce odjexar MatchCollection koju caapxu unpopmaije o mpeno3HaTuM Huckama. Hberoso
cBojctBo Count ozpelyje KoJIMKO je myTa ImadJioH Mpeno3Har. 3arpaje y periiyapHOM H3pasy Cilyke Aa MpoMeHe
noJipa3yMeBaHU MPUOPTET OIepaTopa, ajik 1 BHIe o Tora. Hanme, HUCKa Koja je peno3HaTa HeKUM 3arpaljeHum
JIeJIOM peryJIapHOT U3pa3a ce MOXe OJIpeAUTH UIeKCHpameM 00jeKTa JodujeHor metoaoM Match.

using System;
using System.Text.RegularExpressions;

class Program

{
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{

tatic string pad(string s)

return s.Length == 1 ? (70” + s) : s;

tatic voild Main(string[] args)

string formatl =
”([0-9]1[0-9]12)[.1([0-9][0-9]?)[.]([0-9][0-9][0-9][0-91)[.1";
string format2 =
“([0-91{2})/([0-9]{2})/([0-9]{4})";
Regex REFormatl = new Regex(formatl);
Regex REFormat2 = new Regex(format2);
Regex REdatum = new Regex(”(” + formatl + ”|” + format2 + ”)”);
string linija;
while ((linija = Console.ReadlLine()) != null)
{
MatchCollection pogodak = REdatum.Matches(linija);
if (pogodak.Count > 0) {
string datum = pogodak[0].Value;
if (REFormati.IsMatch(datum))

{
string[] str = datum.Split(new char[]{'.'});
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string rezultat =
pad(str[0]) + ”.” + pad(str[1]) + ”.” + str[2] + 7.”;
Console.WriteLine(rezultat);
} else if (REFormat2.IsMatch(datum))

{
string[] str = datum.Split(new char[]{'/'});
string rezultat =
str[1] + 7.” + str[0] + ”.” + str[2] + ”.”;
Console.WriteLine(rezultat);
}

3.4 dopmajiHe rpaMaTHKe

3aparak: IIpesoheme noTnyHo 3arpal)enor n3pasa y nocrpukcHn 00K

Hanmcary mporpam Koju ucnipaBad HH(PUKCHA apUTMETHYKH M3pa3 KOjU UMa 3arpajie OKO CBaKe IIpUMeHe OMHapHOT
oriepaTopa IpeBoIH Y MOCT(UKCHU OOJIMK. JeJHOCTABHOCTH paiv IPETIIOCTABUTH Jia Cy CBH ONIEpaHIH jeHOLmppe-
HU OpOjeBH U [la ce jaB/bajy camo Oreparije caduparma 1 MHOXEHA.

Vna3: Jenuna nuHMja cTaHAAPIHOT yila3a caapKu UCTIpaBaH, OTIYHO 3arpaheH uspas.

MN3na3: Ha cranpapaHy usna3 UCOMCATH TPaXKeHU MOCT(UKCHU OOJIHK.

IIpumep

Vaaz Hznaz
(((3*5)+(7+(2*1)))*4) 35*%721*++4%
Pememe

YumeHnI1a 1a je u3pas3 MOTIYHO 3arpaljeH osakiaBa u3padyHaBarbe, jep Hema rnotpede 1a BOAMMO padyHa O MpHo-
PUTETY M aCOLMjaTUBHOCTH oriepatopa. TakBM U3pa3y ce ONKCYjy HAPEAHOM, BEOMa jeIHOCTABHOM I'PAMaTHUKOM.

<izraz> :: <cifra>
<izraz> :: '(' <izraz> '+' <izraz> ')'
<izraz> :: '(' <izraz> '*' <izraz> ')'

Jenan HaumH 1a ce MPUCTYIH pelllaBamy NpodieMa je 1a ce IPUMEeHU MHAYKTHUBHO-peKyp3uBHU npuctyn. Odpana
CTPYKTYPHPAHOT yJla3a PeKyp3UBHUM (PYHKIHMjaMa ce Ha3UBa PeKyp3ueHY CHYCIli M IETAJbHO ce U3yJaBa y KypceBUMa
npeBohera mporpamMckux jesuka. dedunumemo pekyp3uBHy (GyHKIIN]Y YHjHU je 3aaTaK Ja peBe/ie A0 HUCKE KO ju
MpeACTaB/ba UCIpaBaH MH(PUKCHU n3pa3. OH Moxe OMTH WM Opoj, Kajga je mpeBohere TPUBHjaIHO jep Ce OH CaMo
Hperulle Ha U371a3 WK U3pa3 y 3arpagama. Y OBOM APYroM CiIydajy YuTaMo OTBOPEHY 3arpajiy, 3aTUM PeKYp3UBHUM
TIO3UBOM IPEBOAVMO IIPBH OIEpaH I, HAKOH TOra YNTaMo OIepaTop, 3aTHM PEKYP3MBHUM MO3MBOM MPEBOAUMO JPYTH
orepaH/l, HAKOH TOra YMTaMO 3aTBOPEHY 3arpajy U UCIHCYjeMO OMepaTop KOju cMO MpovuTany (OH OMBa MCIUCaH
HeIocpeIHO HaKOH IPEBOIA CBOjUX OllepaHasa).

IIpomenmpuBa 1 Mema CBOjy BpeOHOCT Kpo3 peKyp3uBHe mo3use. Crtora hemo je mpeHocu 1o pedepeHIr Tako Ja
MIpeACTaBba U yJa3Hy U W3JIa3Hy BeJMUMHY (PyHKIHMje. 3amaTak (pyHKIMje je Ja MpounTa U3pa3 KOju MOYMbe Ha
HO3HUILMjH ¢, /ia Ta HpeBee y MOCTGHUKCHH OOJIMK M Ja MPOMEHJbMBY 1 POMEHH TAaKO fa HeHa HOBa BPEJHOCT 4’
yKazyje Ha IO3HLIHMjy HUCKe HENOCPEAHO HAKOH U3pa3a KOju je MpeBeleH.

using Systenm;
using System.Text;

class Program

{
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// promenljiva 1 ukazuje na poziciju iza prevedenog izraza.
static void prevedi(string izraz, ref int 1, StringBuilder postfiks) {
if (Char.IsDigit(izraz[1]))
postfiks.Append(izraz[i++]);
else {
// preskacemo otvorenu zagradu
1++;
// prevodimo prvi operand
prevedi(izraz, ref 1, postfiks);
// pamtimo operator
char op = izraz[i++];
// prevodimo drugi operand
prevedi(izraz, ref i, postfiks);
// preskacemo zatvorenu zagradu
1++;
// ispisujemo upamcéeni operator
postfiks.Append(op);

}

// prevodi potpuno zagradjen izraz u postfiksni oblik
static string prevedi(string izraz)

{
var postfiks = new StringBuilder();
int 1 = 03
prevedi(izraz, ref 1, postfiks);
return postfiks.ToString();

}

static void Main(string[] args)

{
string izraz = Console.ReadlLine();
string postfiks = prevedi(izraz);
Console.WriteLine(postfiks);

}

}

Pelierbe TEXHMKOM PEKYP3MBHOT CITyCTa C& MOXe HMpepajuTH TaKo Ja ce J0duje HepeKyp3rBHA MMIUIEMEHTALIH]a.
Ha ducmo ce ocnodoauau pekyp3uje, IoTpedHo je na ynorpedumo crek. KibyuHa omacka je Ja ce y CTeK OKBUpPY
¢yHKIMje, mpe peKyp3UBHOT NIO3MBA 3a MpeBoljerme APyror onepanaa naMmty orepatop. OBO HAM Cyrepuilie Ja HaMm
j€ 3a HepeKyp3UBHY MMIUIEMEHTAIIN]Y HEOIXOIHO Ja OJIpXKaBaMo CTeK Ha Koju hemo cMerntatu oneparope. Kaia
Hauhemo Ha Opoj mpenucyjeMo ra Ha u3Ja3, Kaja HauhjeMo Ha orepaTop CTaB/baMoO ra Ha CTeK, a Kajaa Hauhemo Ha
3aTBOpPEHY 3arpajly CKUIaMo U UCITHCY jeMO OIepaTop ca Bpxa CTeka.

Pasmotpumo, Ha ipumep, u3pas ((3+4)*(5+2))
* IlpBu KapakTep je OTBOpeHa 3arpaja Kojy IpecKkaueMo.
* Hapennu kapakTep je OTBOpeHa 3arpaja Kojy MpeckadeMo.
» Hapennu kapakrep je mudpa, Kojy UCIUCy jeMo ([0 cajia je UCIHCAHO 3).
» Hapennu kapaktep je ornepaTop +, KOju octaB/bamo Ha ctek. CTek je caja +.
* Hapenmnu kapakrep je mudpa, KOjy UCTIMCY jeMO ([0 cajia je UCIHCcaHo 34).

* Hapennu kapakTep je 3aTBOpeHa 3arpaja, fa UCIIHCY jeMO OMepaTop ca BpXa CTeKa (JIO cajia je UCIIHCaHO 34+).
Crek je caia mpasaH.

» HapenHu kapakTep je onepaTop * Koju noctaB/baMo Ha crek. CTek je caga *.

* Hapennu kapakrep je OTBOpeHa 3arpajia Kojy npeckayeMo.
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¢ Hapennu kapaktep je mudpa, Kojy UCIUCy jeMo (0 caa je UCIICaHo 34+5)
» Hapeanu kapakrep je orepaTop + KOju MmoctaBbamMo Ha ctek. CTek je cafa *+.
» Hapennu kapakrep je mudpa, Kojy UcucyjeMo (0 caja je ucnucano 34+52)

* Hapennu kapaktep je 3aTBOpeHa 3arpaja, Ia HCIIHCYjeMO OIepaTop ca Bpxa cTeka (10 caja je MCIUCAHO
34+52+). Crek je caga *.

* Hapennum kapakrtep je 3aTBOpeHa 3arpaja, Ila HCITHCYjeMO OIepaTop ca Bpxa cTeka (10 caja je MCIHCAHO
34+52+%*). Crek je cajia rmpasaH.

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Text;

class Program

{
static bool jeOperator(char c)
{
return c == '+' || c == '*';
}
// prevodi potpuno zagradjen izraz u postfiksni oblik
static string prevedi(string izraz)
{
var postfiks = new StringBuilder();
var operatori = new Stack<char>();
foreach (char c in izraz)
{
if (Char.IsDigit(c))
postfiks.Append(c);
else if (c == ")")
postfiks.Append(operatori.Pop());
else if (jeOperator(c))
operatori.Push(c);
}
return postfiks.ToString();
}
static void Main(string[] args)
{
string 1zraz = Console.ReadLine();
string postfiks = prevedi(izraz);
Console.WriteLine(postfiks);
}
}

3anarak: M3pa3 y kome Hema 3arpaja

Hanmim nporpaM Koju u3pauyHaBa BpeIHOCT apUTMETUYKOT U3pa3a y KOjeM Ce jaBibajy NPUPOAHU OpOjeBU U W3-
Melly BHX OorepaTopy +, - U *, aym He U 3arpaje. Hop. 3+4*5-7+%2.

Vna3: Jenuna nuHUja CTaHIAPIHOT ya3a CaApKy OMUCAHU U3pPas.

N3na3: Crangapaau nsias Tpeda Jla caapKu caMo TPaKeHY BPEJHOCT YIUTAHOT U3pasa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
3+4*5-7%2 9
Pememe
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Pekyp3uBHu cnycT

KaHoOHCKoO pelieme 0OBOT 3a/1aTKa je /1a ce IPUMEHH TeXHUKa PEKYP3UBHOL CITycTa. I'pamaTiKa KojoM ce MOTy onucaTi
OBM U3pasu je cieneha

E->E+T
| E-T
| T

T->T * num
| num

Ocnodahamem of1 1eBe peKkyp3uje J00HUjaMo rpaMaThKy:

E->TE'

E' ->+ TE'
| - TE'
| eps

T->num T'

T" -> * num T'
| eps

NmmnemenTanyja je Ha gajbe jeiHocTaBHa. CBaKOM HETEPMUHAITY Y TPaMaTUIH IPUIPYXKYjeMo jeqHy pyHKuujy. Ja
OUCMO TIOCTUTIIM KOPEKTHO M3pauyHaBambe 1 JIeBY aCOIMjaTUBHOCT (KOja HaM je duTHa 300T MpUCYCTBa Oly3UMarbha),
¢yHK1Mje Koje oaroapajy cumodosnuma E' u T' kao aprymeHTe puMajy BpeIHOCT U3pa3a ca CBOje JIeBe CTpaHe.

using System;

class Program
{
enum Token {BROJ, PLUS, MINUS, PUTA, EOI};
static int _vrednost;
static int _poz;
static string _ulaz;
static Token _preduvid;

static Token lex() {
if (_poz >= _ulaz.Length)
return Token.EOI;

char ¢ = _ulaz[_poz++];
if (c == '+")
return Token.PLUS;
if (c=="'-")
return Token.MINUS;
if (c == '*")
return Token.PUTA;
_vrednost = c - '0';
while (_poz < _ulaz.Length && Char.IsDigit(_ulaz[_poz]))
_vrednost = 10 * _vrednost + _ulaz[_poz++] - '0';

return Token.BROJ;
}

static int E() {
// E -> TE'
return EP(T());
}

static int EP(int x) {
if (_preduvid == Token.PLUS) {
/) E' ->+ TE'
_preduvid = lex();
return EP(x + T());
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} else if (_preduvid == Token.MINUS) {
// E' -> - TE'
_preduvid = lex();
return EP(x - T());

} else {
// E' -> eps
return x;

}

}

static int T() {
// T ->num T'
int a = _vrednost;
_preduvid = lex();
return TP(a);

}

static int TP(int x) {
if (_preduvid == Token.PUTA) {
J/ T'" -> *pum T'
_preduvid = lex();
int a = _vrednost;
_preduvid = lex();
return TP(x * a);

} else {
// T' -> eps
return x;
}
}
static int vrednost(string s) {
_ulaz = s;
_poz = 0;

_preduvid = lex();
return E();

}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Console.WritelLine(vrednost(s));
}

}

[owTo je pekyp3uja y CBUM cilydajeBUMa perHa, Moryhe je moTmyHo je yKJIOHUTH.
using Systenm;

class Program
{
enum Token {BROJ, PLUS, MINUS, PUTA, EOI};
static int _vrednost;
static int _poz;
static string _ulaz;
static Token _preduvid;

static Token lex() {

if (_poz >= _ulaz.Length)
return Token.EOI;
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char ¢ = _ulaz[_poz++];
if (c == "+")
return Token.PLUS;
if (c == "'-")
return Token.MINUS;
if (c == '*")
return Token.PUTA;
_vrednost = c - '0';
while (_poz < _ulaz.Length && Char.IsDigit(_ulaz[_poz]))
_vrednost = 10 * _vrednost + _ulaz[_poz++] - '0';

return Token.BROJ;
}

static int T() {
int x = _vrednost;
_preduvid = lex();
while (_preduvid == Token.PUTA) {
_preduvid = lex();
X *= _vrednost;
_preduvid = lex();

}
return x;
}
static int E() {
int x = T();
while (_preduvid == Token.PLUS || _preduvid == Token.MINUS) {

if (_preduvid == Token.PLUS) {
_preduvid = lex();
x += T();

} else { // if (preduvid == Token.MINUS)
_preduvid = lex();

x -=T();
}
}
return x;
}
static int vrednost(string s) {
_ulaz = s;
_poz = 0;

_preduvid = lex();
return E();

}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadlLine();
Console.WritelLine(vrednost(s));
}

Pauyname Bpegnoctu tekyher cadupka

Mo3xkeMo 1a MaMTHUMO BPEIHOCT U3pa3a 0e3 Mmociaeamer cabupka U ocedHO BpeTHOCT Noceamer (Tekyher) cabupka.
BpenHocT nocieamwer cadupka MHUIMjAIN3YjeMo Ha 1, uutamo Opoj ¥ onepaTop M3a Hera, BpeAHOCT MOCIeber
cadupka MHOXHMO ca OPOjeM U aKo je MPOUYUTAHU ONEPATOP + WM - WM KO CMO CTHUIJIM JI0 Kpaja HUCKE, 3aBPIIMIN
CMO YIIPABO Ca U3pavyyHaBambEeM TOT CabUPKa, U (berOBY JI0/1ajeMO HITH OJly3MMaMO OJ] pe3yJITaTa y 3aBUCHOCTH OJ] TOTra
KOjH je OMO MPeTXOJHU aJUTHBHH OIepaTop. AKO CMO IIPOYMTAIN ONEePaTop + WIH -, TAMTAMO ra. BpexHocT mpBor
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cadupKa MOXeMO M3padyHaTH 3aceOHO 1 pe3y/ITaT MHUIIMjaIM30BaTH Ha Hera, 8 MOKEMO Ha OYETKY MPETHOCTABUTH
Jia je IPeTXOIHN aJUTUBHHU OIlepaTop Oro + (MaKo OH He MHIIIe HCTIpe]] U3pa3a) v IMPBHU cadMpak 0OPaIHUTH Kao U CBe
ocTase.

IIpukaxxumo paj OBOT aJrOpUTMa Ha U3pasy 8+4*5%2-7%2,

V crapTy BpeJHOCT U3pasa MoCTaB/baMo Ha HyJTy, BPEAHOCT IPETXOAHOI cadupKa Ha jeflaH, a IPEeTXOJHU OIepaTop
Ha + (EKBUBAJIEHTHO, MOKEMO YBECTH MMPOMEHJBUBY Y KOjOj MAMTHUMO 3HAK CadUpKa M MOKEMO je MHUIIUjaIM30BaTH
Ha 1). HakoH unTama Opoja 8, MHOXXMMO NPeTXOJHU cabUpaK KOju UMa MHUIUjaJTHY BpeAHOCT 1 ca UM, 100ujaMo
8 M MOILITO CMO HAWIUIM Ha +, 3aBPLIMJIM CMO Ca 0OpajIoM jelor cadupKa U BpeAHOCT TeKyher pesysrara koja je 0
yBehaBaMo 3a IPOM3BOJI BPEAHOCTH 8 (TO je BpeAHOCT yIpaBo odpafjeHor cadupka) U 1 (TO je BpeIHOCT 3HaKa).

Bpennoct 3Haka ormeT moctaBjbaMo Ha 1 (jep cMO HaWIIUTM Ha + M y HapelHOM Kopaky he omer durtw morpedHo
yBehame BpeIHOCTH), a BpeAHOCT TeKyher cadupka moHoBo Bpahamo Ha MHHIMjaIHY BpeqHoCT 1. Yuramo 3atnm 4
Y MHOXUMO Tekyhu cadupak ca 4 (JodujamMo BpeaHOCT 4), 3aTUM YUTaMO 5 U MHOKUMO ra ca 5 (1odujamo BpeJHOCT
20) 1 3aTUM YUTaMO 2 Y1 MHOXUMO ra ca 2 (uume godujamo 40). IMomro je cienehu oneparop -, 3aBpIIMIA CMO ca
00palio jour jeqHor cadupka v pe3yiarar ypehaBamo 3a BpeIJHOCT Tekyher cadupka NOMHOXeEHY BpeAHoLhy 3HaKa
(modujamo BpemHOCT 48).

3Hak nocrassbaMo Ha -1 (jep he ce HapeaHU cadupak oxy3UMaTH) 1 BpeJHOCT TeKyher cadupka nmoHoBo Bpahamo Ha
VMHULUjaHy BpeaHocT 1. HakoH Tora untamo 7 v siMe MHOKHAMO BpeaHOCT Tekyher cadupka (1odujamo BpemgHOCT
7), 3aTHM YUTaMO 2 U FbOME MHOKHMO BpeHOCT Tekyher cabupka (qodujamMo BpeqHOCT 14) 1 MOIITO CMO CTUIIIH A0
Kpaja, pe3yaraT ypehaBamo 3a MPOM3BOJI 3HAKA U BpeIHOCTH Tekyher cadupka (Tj. Ha 30up Aopajemo -14), yrmMe
J00MjaMO KOHAUHY BPEeTHOCT 34.

using Systenm;

class Program
{
static int vrednost(string s) {
int rezultat = 0;
int znakTekucegSabirka = 1;
int tekuciSabirak = 1;
int tekuciBroj = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= s.Length; i++)
if (1 < s.Length && Char.IsDigit(s[1]))
// procitali smo cifru
// dodajemo je kao poslednju cifru tekuceg broja
tekuciBroj = 10 * tekuciBroj + s[i] - '0';
else {
// dosli smo do nekog operatora ili kraja broja

// tekuci broj je faktor tekuceg sabirka
tekuciSabirak *= tekuciBroj;

// zavrsili smo sa obradom tekuceg broja i priremamo
// se za citanje narednog

tekuciBroj = 0;

// ako smo stigli do kraja ili procitali aditivni
// operator zavrsili smo obradu tekuceg sabirka
if (1 == s.Length || s[1] == '"+' || s[1] == '-") {
// rezultat uvecavamo i1li umanjujemo za tekuct
// sabirak u zavisnosti od ranije odredjenog znaka
rezultat += znakTekucegSabirka * tekuciSabirak;
if (1 < s.Length) {
// priremamo se za obradu narednog sabirka
tekuciSabirak = 1;
// njegov znak postavljamo u zavisnosti od
// operatora na koji smo naisli
znakTekucegSabirka = s[i] == '+' 2 1 : -1;
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}
}

return rezultat;
}
static void Main(string[] args)
{

string s = Console.ReadLine();

Console.WritelLine(vrednost(s));
}

CnekyJaTHBHO H3padyyHaBame

WHTepecaHTHa TeXHUKa KOjy MOKEMO MPUMEHHUTH Y OBOM 33/1aTKy j€ M3pauyHaBambe PEeAOM jefHOT 0 jeAHOT IOI1-
3pasa.

Pa3zmoTpumo uzpas 3+4-2+5*7. MzpauyHaBaMo BpeJHOCT u3pasa 3, 3aTuM 3+4, 3aTuM 3+4-2, 3aTuM 3+4-2+5 1 Ha
Kpajy 3+4-2+5%7. BpenHocT mpeTXoHO U3pauyHATOT U3pa3a MoMaxe Ja ce u3pauyyHa BPEeTHOCT HapeIHOr 13pasa.
Ha npumep, ako 3HaM0 BpeIHOCT U3pasa 3, Taja BpeJHOCT u3pa3a 3+4 1001jamMo Tako IITO Ha Ty BPEAHOCT JOAAJEMO
BpeqHOCT Opoja 4.

VY ommreM cityvajy, ako 3HAMO BPEJHOCT M3pa3a e, Tajia BpeAHOCT h3pa3a e+x JoOHjaMO TaKo IITO Ha Ty BPEAHOCT
J0AaMo BpeAaHOCT Opoja X. CIMYHO, ako 3HAMO BPEJHOCT M3pas3a e, TaJa BPeAHOCT U3pasa e -X J00HjaMo Tako IITO
0]] Te BPETHOCTH O/1y3MEMO BPEAHOCT Opoja X.

Cryuaj MHOXeHa je MaJIoO KOMIUIMKOBaHUjH.

AKO 3HaMO BPEIOHOCT U3pa3a 3+4-2+5, BpeTHOCT u3pa3a 3+4-2+5%7 He MOkeMO U3padyHaTH jeTHOCTAaBHUM MHOXe-
weM ca 7. Hamme, y m3pa3sy 3+4-2+5 Opoj 5 mpencrasipa ogpeleHr BUIAK U OH je JoJaT Ha TeKyhy cyMmy CIieKyJia-
THBHO (IO TPETIOCTABKOM J1a Ce 13a iera Hehe Hahu orepaTop MHOXEHa). AKO Ce Taj OorepaTop UIIaK 10 jaBH, OHJA
Ty BpeIHOCT 5 Tpeda omy3eTu o1 Tekyher 30upa (Tako J1a ce 100uje BpeAHOCT u3pasa 3+4-2), 3aTUM je IOMHOXHUTH
ca 7 ¥ Ha Kpajy Taj IPOM3BO/ JIOAATH Ha BPEAHOCT U3pas3a.

V onmreM ciiydajy, ako UMamo M3pa3 odJMKa e+e'*X, U 3HAMO BpPeIHOCT M3pasa e+e', BpelHOCT HOBOT M3pa3a
J0OMjaMO Tako ILITO OJ BPEOHOCTH M3pa3a e+e' 0y3MeMO BPEAHOCT e' a 3aThM J0JaMo BpegHocT e'*x. Jla du
0BO 0my10 Moryhe y3 BpeJHOCT CBaKoT TeKyher n3pasa Koju MaJjio [0 MaJjo IpOIIMPYjeMO, YBEK TAMTHMO M BPEAHOCT
nocJieJiber cabrpka Koju y leMy Y4ecTBYje (Taj cadrpak Moxe OUTH U HEraTUBaH, ako je UCTIpe]] Ihera 3HaK MUHYC).

IIpukaxxumo paj OBOr AJITOPUTMA Ha U3pasy 8+4*5%2-7%2,

VY crapty BpeHOCT M3pa3a IOCTaB/baMo Ha HYJTy, KaO M BPEAHOCT Moce/her cadbupka. HakoH Tora Hanasumo Ha
BpeaHOCT 8, yBehaBaMo BpeIHOCT n3pasa Ha 8, IITO je yjeJHO M BPEAHOCT MOCIeIber cadupKa.

HakoH Tora Hamnasumo Ha cadbupame ca BpefHolihy 4, yehiaBamo BpeIHOCT M3pa3a Ha 12, a BPeIHOCT MOCIeber
cabupKa MmocTaB/baMo Ha 4.

[ToiTo HaKOH TOra HaMJIA3MMO Ha MHOXeEHe OpojeM 5, o1 BpeqHOCTH 12 0/1y3UMaMo BpeIHOCT 4 (KOja je OrpeliHo
JOAaHa) U gojaajemMo 4*5, yume go0ujamo 28, 0K BPEAHOCT MOCeAmer cadupKa MnocraBbamo Ha 20.

[NomTo HamIa3UMO Ha jOII jeJHO MHOXEHE OIET Of BPEOHOCTH 28 omy3uMaMo BpeAHOCT 20 (Koja je TOTperrHo
JI0/1aHa), a 3aTHM JofajeMo 20*2 yume 1oOujaMo BpeIHOCT 48, TOK BPEJHOCT MOCTIEAEr CadUpKa IOCTaB/haMo Ha
40.

Haxkon Tora nonasumo A0 ofy3uMama BPeJHOCTH 7 TaKo Ja BPeAHOCT M3pasza mnocraje 41, a mocjaeqmu cadupak
NOCTaB/baMoO Ha - 7.

Ha xpajy, on 30upa omy3umamo THX -7 (KOjU Cy TIOTPEIIHO I0AaH) u yBehaBaMo ra 3a -7*2 unMe godujamo 34, a
rnocjae mwy cabupak MocTaBbaMo Ha -14.

Konauna BpenHocT uspasa je 34.

using Systenm;

class Program

{
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static int vrednost(string s) {
int rezultat = 0;

char op = '+';

int tekuciBroj = 0;
int poslednjiSabirak = 0;

for (int 1 = 0; 1 <= s.Length; i++)
if (1 < s.Length && Char.IsDigit(s[1]))
// procitali smo cifru
// dodajemo je kao poslednju cifru tekuceg broja
tekuciBroj = 10 * tekuciBroj + s[i] - '0';

else {

switch (op) {

case

case

+':

// rezultat uvecavamo za tekuci broj (nadajuci
// se da i1za njega ne ide *)

rezultat += tekuciBroj;

poslednjiSabirak = tekuciBroj;

break;

// rezultat umanjujemo za tekuci broj

// (nadajuci se da iza njega ne ide *)

rezultat -= tekuciBroj;
poslednjiSabirak = -tekuciBroj;
break;

case '*':

}

// rezultat je u prethodnom koraku greskom

// uvecan za poslednji sabirak

rezultat -= poslednjiSabirak;

// poslednji sabirak treba da ukljuci 1 tekuci
// broj kao faktor

poslednjiSabirak = poslednjiSabirak * tekuciBroj;
// uvecavamo rezultat za azuirarani poslednji
// sabirak, nadajuci se da se iza njega nece
// vise javljati znak *

rezultat += poslednjiSabirak;

break;

// zavrsili smo sa obradom tekuceg broja i priremamo
// se za citanje narednog
tekuciBroj = 0;
if (1 < s.Length)
// pamtimo operator pre citanja narednog broja,
// jer nam on govori kako naredni broj koji budemo
// procitali treba ukljuciti u rezultat

op =

s[i];

static void Main(string[] args)

string s = Console.ReadLine();
Console.WriteLine(vrednost(s));

}
return rezultat;
}
{
}
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Bagarak: BpegHoct u3pasa

Hanucatu mporpam KojuM ce u3pauyHaBajy ¥ MpUKa3yjy BPeAHOCTH AaTHX apUTMETHUKUX u3pas3a. CBaku uspas je
HCIIPAaBHO 3aJaT, CACTOjH Ce Off MPUPOIHUX OpojeBa U orepanmja +, -, * u / (1ea00pojHo nebewe). Kopumhemem
npommpere bexycose Hotanumje (EBNF), cmHTakcy m3pa3za MokxeMo onmcaTty Ha criefiehn HaunH:

<izraz> ::= <term> {<operacijal> <term>}

<term> ::= <faktor> {<operacija2> <faktors>}
<faktor> ::= <broj> | '(' <izraz> ')'

<broj> ::= <cifra> {<cifra>}

<cifra> ::= '0" | '"1'" | ... | '9'
<operacijal> ::= '+' | '-'

<operacijaz2> ::= '*' | '/J!

Vna3: VY cBakoj MMHUjY CTAaHIAPHOT yJjia3a HaJIa3u ce UCTIpaBaH u3pa3 (M3pa3 He Cagpku pa3Make).

M3aa3: Cpaka JMHMja CTAHOAPIHOT M371a3a CaipXKU PEIOM BPEJHOCTH U3pa3a JaTHX Ha CTAaHJAPAHOM YJa3y, CBaka
BPEIHOCT y roceOHOj MMHUjU. AKO n3pa3 Huje aedpuHncaH, 300r aesbera 0, mpukaszat mopyky deljenje nulom.

IIpumep

Yaaz Hznaz

1+2%3-4 3
2*3-5*%(100-8*12) -14
123-43*(12-3*5)/(17-35/2) deljenje nulom
12/5+2 4

Pememe

BpenHocT M3pa3a pauyHaMO TEXHMKOM peKyp3uBHOr criycta. CBaky HETEpMHHAJI rpamaTvke hemo mpencTtaBuTH
noceOHOM (PYHKIIMjOM KOja YKTa JIe0 U3pas3a KOju ce M3BO3U U3 TOT HeTepMHHAJIa ¥ Bpahia BpeJHOCT TOT JieJia U3pasa.
dyHKIHM U ce 1o pedpepeHIN MPEHOCH MHIEKC 1 KOju 03HavaBa IMOYeTaK JieJia HICKe S KOju ce aHamm3upa. Ha kpajy
pana ¢pyHKIMje OBaj MHIEKC ce MpeMellTa U3a MPoYMTaHor Jejla Hucke. [IpomeHbuBa ok Koja ce Takole mpeHocH
10 pebepeHIn je MHAUKATOP Aa JIU je AOLLIO JIO IPELIKe Ae/bera HYJIOM TOKOM U3pauyyHaBarba BPEAHOCTH M3pasa.

using Systenm;

class Program

{

static int izraz(string s, ref int i1, ref bool ok)
{
// racunamo vrednost prvog sabirka (ili umanjenika)
int a = term(s, ref i, ref ok);
// dok ima jos sabiraka (ili umanjilaca)
while (ok & 1 < s.Length && (s[i] == "+' || s[i] == '-"))
{
// ako iza sledi sabirak
if (s[i] == '+")

{
// preskacemo znak +
1++;
// citamo 1 dodajemo vrednost narednog sabirka
a += term(s, ref i1, ref ok);
}
// ako iza sledi umanjilac
else if (s[i] == '-")
{
// preskacemo znak -
1++;
// citamo 1 oduzimamo vrednost umanjioca
a -= term(s, ref i, ref ok);
}
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return a;
}
static int term(string s, ref int i, ref bool ok)
{
// citamo 1 racunamo vrednost prvog cinioca (ili deljenika)
int a = faktor(s, ref i, ref ok);
// dok ima jos cinilaca (ili delilaca)
while (ok && 1 < s.Length && (s[i] == '"*' || s[i] == '/"))
{
// ako iza sledi cinilac
if (s[i] == '*")
{
// preskacemo znak *
1+4;
// citamo 1 mnozimo izraz narednim ciniocem
a *= faktor(s, ref i, ref ok);
}
// ako iza sledi delilac
else if (s[i] == "/")
{
// preskacemo znak /
1++;
// citamo 1 racunamo vrednost delioca
int b = faktor(s, ref i, ref ok);
// proveravamo da li je u pitanju deljenje nulom
if (b == 0)
ok = false;
else
a /= b;
}
}
return a;
}
static int faktor(string s, ref int 1, ref bool ok)
{
// ako smo procitali prvu cifru
if (s[i] >= '0' && s[i] <= '9")
// citamo 1 odredjujemo vrednost celog broja
return broj(s, ref 1);
else
{
// preskacemo otvorenu zagradu
1++;
// citamo 1 racunamo vrednost izraza u zagradama
int a = 1zraz(s, ref i, ref ok);
// preskacemo zatvorenu zagradu
1++;
return a;
}
}

static int broj(string s, ref int i)

{

// Hornerovom shemom racunamo vrednost broja
// citamo cifre dokle god ih ima
int x = 0;
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while (1 < s.Length && s[i] >= '0' && s[1] <= '9")

{
X =x* 10 + s[i] - '0';
1++;
}
return x;
}
static void Main(string[] args)
{
string s;
int 1, rez;
bool ok;
while ((s = Console.ReadLine()) !'= null)
{
i=0;
ok = true;
rez = izraz(s, ref i, ref ok);
if (ok)
Console.WritelLine(rez);
else
Console.WriteLine(”deljenje nulom™);
}
}

}

M3pauyHaBawe BpeHOCTH M3pas3a je oneT KOMOMHaIMja peBohemna y MOCTUKCHU OOJIMK U U3pauyHaBamba Bpel-
HOCTHU TOCT(PUKCHOT U3pasa.

ITpodnem ce pemaBa CIMYHO Kao KO MOTIYHO 3arpaleHuX U3pasa, anu oBaj IyT ce Mopa odpahaTy Maxma Ha MpHU-
OpHTET M acOLMjaTUBHOCT onepaTtopa. Peleme ce Moxe HalpaBUTH PEKYP3UBHHUM CITyCTOM, aji ce TuMe Hehemo
daBuTH y OBOM Kypcy. Kiby4yHa quiema je mTa paguTy y CUTyalurju Kaja ce pounTa op2 y n3pasy odiamka i1 opl
12 op2 13 rme cy i1, 12 u 13 Tpu u3pasa (duo dpoja duimo u3pasa y 3arpagama), a opl u op2 gBa omepartopa. Y
TOM TPEHyTKY Ha u3na3y he ce Haja3uTu u3pa3 i1 nmpeseleH y NOocT(UKCHU OOJIUK U U3a Hera u3pas i2 mpesegeH
y NocThUKCHU ODJIMK, 0K he ce onepatop opl Hala3UTH Ha BPXy CTeKa oneparopa. YKoiuko opl nma Behu npuo-
PUTET Off orlepaTopa Op2 WM YKOJIUKO UM je IPUOPUTET UCTH, AJIU je aCOLUjaTUBHOCT JIeBa, TaJa je MOTPedHO MPBO
n3pavyHaBaTy u3pa3 i1 opl 12 tmme mro ce oneparop opl ca Bpxa cTeka rnpedaiy Ha u3na3. Y CylpoTHOM (aKko
op2 nMa Behn NMpHOpHTET WM aKo je MPUOPUTET MCTH, A acOLMjaTUBHOCT JIECHa) onepaTop opl ocTaje Ha CTeKy |
W3HAJ Hera ce MOCTaBjba ONepaTop op2.

OBRo je jemaH o1 MHOTHX ajlropuTama Koje je n3seo Excrep [lejkcTpa v Ha3vBa ce Ha €HITIECKOM je3uKy Shunting yard
algortihm, 1TO dU Ce MOIJIO CI0OOOTHO MPEBECTH KA0 aIrOPUTaM COPTUPaba KEJIE3HNIKUX BaroHa. 3aMHUCIUMO Ja
u3pas Tpeda j1a npehe ca jeqHor Ha Apyru Kpaj npyre. Ha npy3u ce Hanaszu cnopeqHu Kojocek (Tpyra je y oOJIuKy
cioBa T v ciope/IHY KOJIOCeK je ycrpaBHa 1pta). [leoBu n3pasa rpejase ca JeCHOT Ha JICBH Kpaj (3aMUCITIMO Ja ULy
1o Topw0j mBHIW ciioBa T). BpojeBu yBek mpenase qupekTHo. OrniepaTopu ce yBeK 3aipKaBajy Ha CIOPEAHOM KOJIO-
CeKY, aJIi TAKO Ja ce Mpe Hero IITOo orepaTop yhe Ha CiopeH! KOJIOCEK ca hera Ha M3Jia3 Mpedallyjy CBH OlepaTopu
KOjHU Cy BHIIET IPUOPUTETA Y OHOCY Ha TeKyhu Wiu nMajy UCTH IPHOPUTET Kao TeKyhu a JeBo cy aconujaTuBHu. U
OTBOpEHE 3arpajie ce NMocTaBjbajy Ha CIIOpe/IHH KOJIOCeK, a KaJa Haulje 3aTBOpeHa 3arpajia ca CriopeHOr KoJloceKa
ce YKJIamkajy CBU OIepaTopy 10 OTBOpeHe 3arpane. Kaia ce ucipnu 1ieo n3pas Ha JeCHOj CTPaHU, CBU OIIEPATOPH ca
CIOpETHOT KOJIOCEeKa ce Tpedarlyjy Ha JIeBy cTpaHy. JacHO je Ia CropeIHM KOJIOCEK MMa MOHAIIamke CTeKa, TaKo Ja
MMIUIEMEHTAIH]jy MOKeMO HAallpaBUTH KOpUIINemeM cTeka Ha Koju hieMo cTaBjbaTH orepaTope.

Wiyctpyjmo OBy *keJle3HHUKY aHAJIOTH]y jeAHIM IPUMEPOM.

----- (2+3)*542*5 ----- 243)*542%5 2 ----- +3)*5+2%5

2 ----- 3)*5+2*5 23 ----- )*5+2*%5 23+ ----- *54+2%5
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( (
23+ ----- 5+2*5 23+5 -----
I I
* *
23+45%2 ----- *5 23+5%2 -----
| *
+ +
23+5%25%+ -----

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

// provera da li je karakter aritmeticki operator

static bool jeOperator(char c)

{

return c == '+' || ¢ == '-

}

// prioritet datog operatora
static int prioritet(char c)
{
if (c=="+" || c=="-")
return 1;
else if (c == '"*' || c ==
return 2;
// greska
return 0;

}

// primenjuje datu operaciju na dve vrednosti na vrhu steka,
// zamenjujuéi ih sa rezultatom primene te operacije
// vracamo informaciju o tome da li operator uspesno primenjen ili je

// doslo do deljenja nulom

static bool primeni(Stack<char> operatori, Stack<int> vrednosti)

{

// operator se nalazi na vrhu steka operatora

char op = operatori.Pop();

// operandi se nalaze na vrhu steka operatora

int op2 = vrednosti.Pop();
int opl = vrednosti.Pop();

[l c

)

// i1zracunavamo vrednost izraza

int v = 0;
if (op ==
else if (op =

+

-') v = opl - op2;

else if (op == '*') v = opl * op2;

else if (op == '/") {
// deljenje nulom

if (op2 == 0)
return false;

v = opl / op2;

23+45%*

23+5*25

Tyt

[l c
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ITABA 3. AJITOPUTMHU TERCTA

}

// postavljamo ga na stek operatora
vrednosti.Push(v);

// operator je uspesno primenjen
return true;

// i1zracunavamo vrednost izraza
// vracamo informaciju o tome da li je vrednost uspesno izracunata ili
// je doslo do deljenja nulom
static bool vrednost(string izraz, out int v)
{
v = 0;
var vrednosti = new Stack<int>();
var operatori = new Stack<char>();

// analiziramo sve karaktere u ulaznom izrazu
int 1 = 03
while (i < izraz.Length) {

if (Char.IsDigit(izraz[i]))

{
// brojevne konstante postavljamo na stek
v = izraz[i] - '0";
1++;
while (i < izraz.Length && Char.IsDigit(izraz[i]))

v =10 * v + (izraz[i++] - '0");

vrednosti.Push(v);

}

else if (izraz[i] == '(")

{
// otvorene zagrade postavljamo na stek
operatori.Push('(');
1++;

}

else if (izraz[i] == ")")

{

// 1zracunavamo vrednost izraza u zagradi
while (operatori.Peek() !'= '('")
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;
// uklanjamo otvorenu zagradu
operatori.Pop();
1++;
} else if (jeOperator(izraz[i])) {
// obradujemo sve prethodne operatore viseg prioriteta
while (operatori.Count > 0 8&& jeOperator(operatori.Peek()) &&
prioritet(operatori.Peek()) >= prioritet(izraz[i]))
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;
// stavljamo operator na stek
operatori.Push(izraz[i]);
1++;

}

// izracunavamo sve preostale operacije
while (operatori.Count > 0)
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3.4. POPMAJIHE TIPAMATHUKE

if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;

// vrednost izraza se nalazi na vrhu steka
v = vrednosti.Pop();
return true;

}
static vold Main(string[] args)
{
string s;
while ((s = Console.ReadLine()) != null)
{
// pokusavamo da izracunamo vrednost izraza
int rez;
if (vrednost(s, out rez))
Console.WritelLine(rez);
else
Console.WriteLine(”deljenje nulom™);
}
}
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I'naBa 4

I'eoMeTpHjCKHN aJIropuTMHu

4.1 CkajapH¥ U BEeKTOPCKH MPOU3BO]]

3aparak: KosmHeapHOCT 4 HOPMAJIHOCT BEKTOpa

Hanmim niporpam koju oapeljyje oa i cy Ba TPOOMMEH3HOHAIHA BEKTOpa MeljycoOHO KoJMHeapHa U 1a JiM Cy
MelycodHO HOpMaJTHa.

Vana3: [pBa nuHUja cTaHgapAHOT yhas3a caapxu Tpu Lena dpoja uzmehy -100 u 100 paznBojeHa ca mo jeqHUM
pa3sMakoM, Koje Ipe/cTaB/bajy KOOpAUHaTe MpBor BekTopa. Jlpyra JMHUja CTaHIApAOHOr yJas3a cagpxky TpH Lea
opoja mzmehy -100 u 100 pa3zaBojeHa ca 1o jeAHUM pa3MaKoOM, KOje MPeICTaBbajy KOOpAUHATE IPYTror BEKTOpa.

N3na3: Ha cranpapaau nsna3 ucnucatu TekeT kolinearni ako cy Bektopu KoimHeapHH, normalni ako cy Hopmai-
HU WK - aKO HUCY HU jeIHO HU JIPYTO.

ITpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz
325 normalni 325 kolinearni
1-41 6 410

Pememe

JIBa BEKTOpa Cy KOJIMHEeapHa aKO U CAMO aKO MM j& BEKTOPCKH ITPOU3BOJL jeIHAK HYJIM, 2 HOPMaJIHa aKO U CAMO aKO UM
j€ CKaapHH IPOU3BO[ jeiHAK HyJ M. BeKTopcKu Ipou3BoA BeKTopa (21, Y1, 21) U (T2, Y2, 22) CE MOXE U3paTyHATH
roMohy leTepMUHAHTe

) ik
1 Y1 <
T2 Y2 22

M jelHaK je BeKTOpy (Y122 — 21Y2, 21L2 — X122, T1Y2 — Y122). HDUXOB CKaJapHW HNPOM3BOA jefHAK je T1T2 +
Y1Yy2 + 2122.

using Systenm;

class Program

{

static int skalarni_proizvod(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2)
{

return x1*x2 + yl*y2 + z1*z2;

}

static void vektorski_proizvod(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2,
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out int x, out int y, out int z)

{
// ilzracunavamo determinantu:
// 1 J k
// x1 y1 z1
/) x2 y2 z2
X = yl*z2 - y2*z1;
y = z1*x2 - x1%*z2;
z = x1*y2 - x2*y1l;
}

static voild Main(string[] args)
{
string[] str;
str = Console.ReadLine().Split();
int x1 = int.Parse(str[0]);
int y1 = int.Parse(str[1]);
int z1 = int.Parse(str[2]);
str = Console.ReadLine().Split();
int x2 = int.Parse(str[0]);
int y2 = int.Parse(str[1]);
int z2 = int.Parse(str[2]);

bool specijalni = false;

if (skalarni_proizvod(x1l, y1, z1, x2, y2, z2) == 0)
{

Console.WriteLine(”normalni”);

SPeCijaln"L = true;

}

int x, vy, z;
vektorski_proizvod(x1, y1, z1, x2, y2, z2,
out x, out y, out z);
if (x == 0 & y == 0 & z == 0)
{
Console.WritelLine(”kolinearni™);
specijalni = true;

}

if (!specijalni)
Console.WritelLine(”-");

3anarak: Koauneapne tauke

Hanwmimm nporpam Koju oapehyje KoJuKo Tayaka U3 JIaTor CKyIa Tauyaka IMpuIaia 1aToj npasoj.

Vna3: Ca cranpapaHOr yjiasa ce yuuTaBajy KOOpAUHATe JABe pa3jiuuTe Tauke KojuMa je oapeheHa npasa (y NpBoj
JIMHUjU Ce HaJslaze [IBa Iiejia Opoja pa3BojeHa pa3MaKkoM KoOje MpelcTaB/bajy KOOpJUHATE MpBE Tauke, a y ApPYroj
IBa 11en1a Opoja pa3/iBojeHa pa3MakoM Koje MpeJcTaBibajy KoopAnuHaTe Apyre Tauke). HakoH Tora ce yunTaBa Opoj
tadaka n (1 < n < 100), a 3aTIM U3 HApETHUX N JINHKja KOOpIMHATE THX Tadaka (CBaka JIMHHMja CaIpKu IBa Iea

Opoja pa3aBojeHa pa3zMakoMm).

N3zaa3: Ha cranpapaay w3iia3 UCOKUCATH TpakeH! Opoj Tavaka Koje IMpHIaaajy mpasoj.

183



IVIABA 4. TEOMETPUJCKH AJITOPUTMHU

IIpumep

Vaaz HUznasz
12 3

34

5

-8 -7

-8 -9

12

23

00

Pememe

Tauke A = (x1,41), B = (22,y2) u C = (3, y3) Cy KOJMHEapHe aKO U CAMO aKO CY BEKTOPH AB = (w3 —x1,ys —
y1,0) n AC = (x3— 21, Y3 — Y1, 0) KONMHEAPHH, Tj. aKO UM je BekTopcku rpou3Boy 0. [Io 0BOTr 3aKJbyUKa Ce MOXe
Johu 1 aKko ce MpHUMeTH Jla Cy Tauke KOOJMHEapHe ako M caMo aKo je MOBPIIMHA TPOyIyia KOju 0dpasyjy jenHaka
HyJ (a TIOBPILMHA TPOYIVIA jeJHAaKa je MMOJOBUHN MHTEH3UTETa BEKTOPCKOT TPOU3BOA).

using System;

class Program

{

static void vektorski_proizvod(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2,
out int x, out int y, out int z)

// izracunavamo determinantu:
/1 J ok

// x1 y1 z1

// x2 y2 z2

X = yl*z2 - y2*z1;

y = z1*x2 - x1%*z2;

z x1*y2 - x2*y1l;

}

static bool kolinearni_vektori(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2)

{
int x, vy, z;
vektorski_proizvod(x1, yi1, z1,
X2, y2, z2,
out x, out y, out z);
return x == 0 & y == 0 && z == 0;
}

static bool kolinearne_tacke(int x1, int y1,
int x2, int y2,
int x3, int y3)

return kolinearni_vektori(x1l - x2, y1 - y2, 0,
x1 - x3, y1 - y3, 0);
}

static voild Main(string[] args)
{
string[] str;
str = Console.ReadLine().Split();
int x1 = int.Parse(str[0]);
int y1 = int.Parse(str[1]);
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str = Console.ReadLine().Split();
int x2 = int.Parse(str[0]);
int y2 = int.Parse(str[1]);
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
str = Console.ReadLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
if (kolinearne_tacke(x1, y1, x2, y2, X, Vy))
broj++;
}

Console.WritelLine(broj);

}

TomITo npeTnocTaBbamo 1a Bektopn A B u AC npunamajy pasan 20y, BEXOB BEKTOPCKH POM3BOJI j& OPTOTOHAAH
Ha Ty paBaH. 3aucTa, ierobe koopaunate ¢y ((ze — 21)(ys — y1) — (y2 — y1) (23 — x1),0,0) u OH je jemHak HyIH
aKo 1 camo ako je (x2 — 21)(ys — y1) = (y2 — y1)(z3 — x1).

using System;

class Program

{
static bool kolinearne_tacke(int x1, int y1,
int x2, int y2,
int x3, int y3)
{

}

return (x1-x2)*(y1l-y3) == (y1-y2)*(x1-x3);

static void Main(string[] args)
{
string[] str;
str = Console.ReadLine().Split();
int x1 = int.Parse(str[0]);
int y1 = int.Parse(str[1]);
str = Console.ReadLine().Split();
int x2 = int.Parse(str[0]);
int y2 = int.Parse(str[1]);
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int broj = 0;
for (int 1 =

{

0; 1 < n; 1++)

str = Console.ReadLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
if (kolinearne_tacke(x1, y1, x2, y2, X, Vy))
broj++;
}

Console.WritelLine(broj);

}

3aparak: Ca ucre crpaHe

Hanvimm nporpam koju yTBpljyje KoJMKo ce AaTHX Tayaka HaJla3| ca MCTe CTpaHe MpaBe Kao U jeJHa 3a/1aTaKa Tauka.

Vaaz: Ca cranmapjHor yiasa ce yHoce qBe pasnuuute Tauke A u B koje oxpeljyjy npaBy, 3atum tauka 7', HAKOH
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tora Opoj Tayaka n (10 < n < 100), n HakoH Tora n Tayaka. CBaka Tauyka je 3ajaTa y oceDHOM peny, momohy
CBOje [BE LeJI0OPOjHE KOOPAWHATE pa3/iBOjeHEe jeIHUM Pa3MaKOM.

M3zaa3: Onuc n3na3HuX nojaraka.

IIpumep

Vaaz Uznaz

1
2
1

4
5
6

N NW U oeNER

-1 -
-5 -

3

5
2

Objawmrberve

Tauke (3,4), (2,6) u (—5, —2) ce Hanase ca ucTe cTpaHe mpase ojpehere Taukama (1, 1) u (2, 2) kao 1 Tauka (0, 1).

Pememe

Tauka T u 5 cy ca ucte crpaHe mpase AB ako u camo ako je opujeHTanuja Tpojku ABT) u ABT, jennaka. Opu-
jenrauuja Tpojke ABT ce Moxe oJpeJuTH Ha OCHOBY 3HAKa BEKTOPCKOT mpou3Boja Bektopa AT u BT.

using System;

class Program

{
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// moguce orijentacije trojke tacaka
enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA}

static Orijentacija orijentacija(int xa, int ya,
int xb, int yb,
int xc, int yc)

int d = (xb-xa)*(yc-ya) - (xc-xa)*(yb-ya);
if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
else if (d < 0)
return Orijentacija.NEGATIVNA;
else
return Orijentacija.KOLINEARNE;
}

static bool salsteStrane(int xa, int ya, int xb, int yb,
int x1, int y1, int x2, int y2)

{
return orijentacija(xa, ya, xb, yb, x1, y1) ==
orijentacija(xa, ya, xb, yb, x2, y2);
}
static void UcitajTacku(out int x, out int y)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
x = int.Parse(str[0]);
y = int.Parse(str[1]);
}

static void Main(string[] args)
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int xa, ya;
UcitajTacku(out xa, out ya);
int xb, yb;
UcitajTacku(out xb, out yb);
int x1, yi;
UcitajTacku(out x1, out y1);
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
int x2, y2;
UcitajTacku(out x2, out y2);
if (salsteStrane(xa, ya, xb, yb, x1, y1, x2, y2))
broj++;
}

Console.WritelLine(broj);

}
3anarak: Tauka y Tpoyriay

Hanwmimm nporpam Koju nmpoBepasa Jia JIM ce TauKa Hajla3u y YHYTPaIlbOCTH TPOYIJa.

Vaxa3: Ca craHpapaHor ynasa ce yHOCH 8 peaiHux Opojea u3 unreppaia [—10, 10], 3a0KpykeHHX Ha [Be JelUMae.
V pBOM pejly ce YHOCe X ¥ Y KOOpIMHATA TauKe KOja ce aHAJIM3KpPa, a Y HapelHa TPY pefia X MY KOOpIMHATE TeMeHa
Tpoyria. Meljy 4 yHeTe Tauke HeMa KOJIMHEApHHUX.

HN3na3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCITMCATU da ako Tauka Tpuriaga Tpoyriry Wik ne ako HE Impuriaja.

ITpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
0.00 2.00 da -3.50 3.50 ne
-3.00 -3.00 -3.00 -3.00

-1.00 4.00 -1.00 4.00

3.00 2.00 3.00 2.00

Pememe

Tauka T je ynyrap Tpoynia ABC' ako 1 camo ako je nospiimHa tpoyra ABC jeqHaka 30upy MOBpIIMHA TPOYIJIOBA
ABT, ATCuTBC.

using System;

class Program

{
// tolerancija

const double EPS = 1le-6;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka

{

public double x, y;
}
static double povrsinaTrougla(Tacka A, Tacka B, Tacka C)
{

// pertle (cik-cak)

return Math.Abs(+ A.x*B.y + B.x*C.y + C.x*A.y

- A.x*C.y - C.x*B.y - B.x*A.y) / 2.0;

}
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static bool tackaUTrouglu(Tacka T,
Tacka A, Tacka B, Tacka ()
{
// racunamo povrsinu trougla ABC
double P = povrsinaTrougla(A, B, C);
// racunamo povrsine trouglova TBC, TAC 1 TAB
double P1 = povrsinaTrougla(T, B, C);
double P2 = povrsinaTrougla(A, T, C);
double P3 = povrsinaTrougla(A, B, T);
// proveravamo da li one u zbiru daju povrsinu trougla ABC
// poredimo dve realne vrednosti na jednakost
return Math.Abs(P - (P1 + P2 + P3)) < EPS;
}

static Tacka UcitajTacku()
{
Tacka T;
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
T.x = double.Parse(str[0]);
T.y = double.Parse(str[1]);
return T;

}

static voild Main(string[] args)
{
Tacka P
Tacka A

UcitajTacku();
UcitajTacku();
Tacka B = UcitajTacku();
Tacka C = UcitajTacku();
if (tackaUTrouglu(P, A, B, C))
Console.WriteLine(”da™);
else
Console.WriteLine(”ne”);

}

Tauka T je ynyrap tpoyria ABC ako u camo ako je Tauka 1’ ca ucrte crpane npaBe AB kao u tauka C, ca ucre
crpane npaBe BC' kao u Tauka A u ca ucte crpane Tauke AC kao u Tauka B Tj. ako ceu Tpoyriosu ABT, BCT u
C AT wmajy UCTy OpUjeHTALIH]Y.

using System;

class Program

{

// tolerancija
const double EPS = le-6;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka

{
public double x, y;

}

// moguce orijentacije trojke tacaka
enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA}

static Orijentacija orijentacija(Tacka A, Tacka B, Tacka (C)

{
double d = (B.x-A.x)*(C.y-A.y) - (C.x-A.x)*(B.y-A.y);
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if (Math.Abs(d) < EPS)

return Orijentacija.KOLINEARNE;
else if (d > EPS)

return Orijentacija.POZITIVNA;
else

return Orijentacija.NEGATIVNA;

}

static bool tackaUTrouglu(Tacka T,
Tacka A, Tacka B, Tacka ()

{
Orijentacija ol = orijentacija(A, B, T);
Orijentacija 02 = orijentacija(B, C, T);
Orijentacija o3 = orijentacija(C, A, T);
return ol == 02 && 02 == 03;
}
static Tacka UcitajTacku()
{
Tacka T;
string[] str = Console.ReadLine().Split();
T.x = double.Parse(str[0]);
T.y = double.Parse(str[1]);
return T;
}
static void Main(string[] args)
{
Tacka P = UcitajTacku();
Tacka A = UcitajTacku();
Tacka B = UcitajTacku();
Tacka C = UcitajTacku();
if (tackaUTrouglu(P, A, B, Q))
Console.WritelLine(”da”);
else
Console.WriteLine(”ne”);
}

3aparak: Ilpecek ayxn

Hanwmmm nporpam koju oapehyje 1a v ce ABe AyKU CeKy U aKo Ce CeKy y jeIHOj TAUKH, KOOPIUHATE Te TauKe.

VYaa3: Yerupu nuHMje cTaHAApPIHOT yla3a cagpike KOOpAUHATE YeTUPH pa3InIuTe Tauke (Y CBAKO] JINHUjU HaBeeHa
cy nBa nena opoja mmely -10 u 10, pa3gBojeHa pasMakom).

N3na3: ¥V npBoj MMHUjY CTaHAAPAHOT U3/1a3a UCIUcaTh da ako ce JyXHU CEeKy Tj. Ne y CYNPOTHOM. AKO ce AyXKH
CeKy TayHO y jeIHOj TauyKH, y JAPYroj JUHUjU UCIIUCATU HheHe KoopauHarte (IBa peajHa Opoja 3a0KpyxkeHa Ha MeT
JelMMala, pa3JBOjeHE Pa3MaKOM).

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
00 da 00 da 02 ne
11 0.50000 0.50000 50 3.00000 0.00000 20

01 30 -2 -2

10 35 00

Pememe

JemaH HauMH Ja ce 3aJaTak pellid je Ja ce MpoBepH Ia JiM cy Tauke A; u Ao ca pasHe crpaHe mpase ojxpeheHe
Taukama B1 u By kao u ja i cy tauke B u Bs ca pa3Hux crpaHa npase oapeheHe taukama A; u As. Ako jecy,
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Tajla OCTOjH jeOUHCTBeH npecek. [1oTpedHO je 0aaTHO 00paTUTH NaKKky Ha MHOIITBO JAETeHEPUCAHHX CllydyajeBa
KOJU MOTY HACTYNUTH (OHH Ce UJICHTU(UKY ]y UCTIMTUBAHEM KOJMHEApHOCTH Tayaka A1, Ao, B1 u Bo).

using Systenm;

class Program
{
// moguce orijentacije trojke tacaka
enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA};

static Orijentacija orijentacija(int xa, int ya,
int xb, int yb,
int xc, int yc)

int d = (xb-xa)*(yc-ya) - (xc-xa)*(yb-ya);
if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
else if (d < 0)
return Orijentacija.NEGATIVNA;
else
return Orijentacija.KOLINEARNE;
}

static bool kolinearne(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3)
{
return orijentacija(x1, yi1, x2, y2, x3, y3) ==
Orijentacija.KOLINEARNE;
}

// za tri kolinearne tacke proverava da 11 tacka (x, y) pripada duzi
// (Xl: yl) - (XZ, y2)
static bool pripadabDuzi(int x1, int y1, int x2, int y2, int x, int y)
{

return Math.Min(x1, x2) <= x && x <= Math.Max(x1, x2);
}

static bool saRaznihStrana(int xa, int ya, int xb, int yb,
int x1, int y1, int x2, int y2)
{
return orijentacija(xa, ya, xb, yb, x1, y1) !=
orijentacija(xa, ya, xb, yb, x2, y2);

}

static void Main(string[] args)

{
string[] str;

str = Console.ReadLine().Split();
int xal = int.Parse(str[0]); int yal = int.Parse(str[1]);
str = Console.ReadLine().Split();

int xa2 = int.Parse(str[0]); int ya2 = int.Parse(str[1]);
str = Console.ReadLine().Split();

int xbl = int.Parse(str[0]); int ybl = int.Parse(str[1]);
str = Console.ReadLine().Split();
int xb2 = int.Parse(str[0]); int yb2

int.Parse(str[1]);
bool sekuSe = false;

bool jedinstvenPresek = false;
double x = 0.0, y = 0.0;
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if (kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xbl, ybl) &&
kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))

{
if (pripadaDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbil, yb1))
{
sekuSe = true;
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
jedinstvenPresek = false;
else
{
if ((xbl == xal && yb1l == yal) ||
(xb1l == xa2 && yb1l == ya2))
{
jedinstvenPresek = true;
x = xbl; y = ybi;
}
else
jedinstvenPresek = false;
}
}
else if (pripadaDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
{
sekuSe = true;
if ((xb2 == xal && yb2 == yal) ||
(xb2 == xa2 && yb2 == ya2))
{
jedinstvenPresek = true;
x = xb2; y = yb2;
}
else
jedinstvenPresek = false;
}
else
sekuSe = false;
}
else if (kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xbl, yb1))
{
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbi, yb1l))
{
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
x = xbl; y = yb1;
} else
sekuSe = false;
}
else if (kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
{
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
{
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
x = xb2; y = yb2;
} else
sekuSe = false;
}
else
{
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if (saRaznihStrana(xal, yal, xa2, ya2, xbi, yb1l, xb2, yb2) &&
saRaznihStrana(xb1, yb1, xb2, yb2, xal, yal, xa2, ya2))

{
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
int imenilac = (xal-xa2)*(yb1-yb2)-(yal-ya2)*(xb1-xb2);
int brojilacX = (xal*ya2-yal*xa2)*(xb1-xb2)-
(xa1-xa2)*(xb1*yb2-yb1*xb2);
int brojilacY = (xal*ya2-yal*xa2)*(yb1-yb2)-
(yal-ya2)*(xbi*yb2-yb1*xb2);
x = (double)brojilacX / (double)imenilac;
y = (double)brojilacYy / (double)imenilac;
}
else
sekuSe = false;
}
if (sekuSe)
{
Console.WritelLine(”da™);
if (jedinstvenPresek)
Console.WriteLine(x.ToString(”0.00000”) + ~ ” +
y.ToString(”’0.00000));
}
else

Console.WriteLine(”ne”);

}

3ajiaTak MOKEMO PEIIUTH U PUMEHOM apaMeTapcke jepHaunHe ayxu. Jyx Ay Ao uMa mapamMeTapcky jeTHaunHy
A+ taAl_}lg, 320 < t, <1, mok nyx Bj B nMa mapaMeTapcKy jeAHaAYnHYy El + thl_BQ, 3a0 < t, < 1. OnaBge
ce Joduja cucTeM jeJHaYMHA

(T4, —za,)ta+ (TB, —TB,)t2 = T, —Ta,

(yAz - yAl)ta + (yB1 - sz)tQ

Y, — YA,

AKo je JeTepMHHaHTa cMCTeMa pa3jIMuuTa of HyJle, TaJa CUCTEM MMa jeIMHCTBEHO pelllee U OHO ojpelyje Tau-
Ky mpeceka aBe mpase. [la du ce mpoBepwiio fa je TO yjeAHO Ipecek Oy, MOTpedHO je NMPOBEpUTH Jia M 0da
U3pauyHaTa napamerpa npunajiajy uarepsany [0, 1].

AKo je neTepMHHaHTa CUCTEMA jeHaKa HyJIM, OHJIa Cy ITpaBe MapajeliHe, a IpoBepaBaMo JereHeprucane ciydyajeBe
(moryhe je na cy mpase OwIo mapajesHe, OIIO Ja ce MOKJIanajy).

using System;

class Program

{
enum BrojResenja {NEMA_RESENJA, JEDINSTVENO RESENJE, BESKONACNO_RESENJA};

static BrojResenja resiSistem(int al1l, int ai2,
int a21, int a22,
int b1, int b2,
out double x1, out double x2)

x1 =0; x2 = 0;

int D = all*a22 - al2*a2il;
int D1 = b1*a22 - al2*b2;
int D2 = al1*b2 - a21*bi;
if (D == 0)
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4.1. CKAJIAPHHA 1 BEKTOPCKHU ITPOU3BO/1

}

}
x1

x2

return BrojResenja.JEDINSTVENO_RESENJE;

if (D1 == 0 && D2 == 0)

return BrojResenja.BESKONACNO_RESENJA;

else

return BrojResenja.NEMA_RESENJA;

(double)D1/(double)D;
(double)D2/(double)D;

static bool pripadabDuzi(int x1, int y1, int x2, int y2,

{
}

int x, int y)

return Math.Min(x1, x2) <= x && x <= Math.Max(x1, x2);

static void Main(string[] args)

{

string[] str;

str
int
str
int
str
int
str
int

= Console.ReadLine().Split();
xal = int.Parse(str[0]); int yal
= Console.ReadLine().Split();
xa2 = int.Parse(str[0]); int ya2
= Console.ReadLine().Split();
xb1l = int.Parse(str[0]); int yb1l
= Console.ReadLine().Split();
xb2 = int.Parse(str[0]); int yb2

bool sekuSe = false;
bool jedinstvenPresek = false;
double x = 0.0, y = 0.0;

int all = xa2-xal, al2
int a21 = ya2-yal, a22

xb1-xb2, b1l
yb1-yb2, b2

double t1, t2;

BrojResenja broj = resiSistem(all, ai2,
a2l, az22,
b1, b2,

{

}

int.Parse(str[1]);
int.Parse(str[1]);
int.Parse(str[1]);

int.Parse(str[1]);

xb1-xail;
yb1-yail;

out t1, out t2);
if (broj == BrojResenja.JEDINSTVENO_RESENJE)

if (0 <= t1 && t1 <=1 && 0 <= t2 && t2 <= 1)

{
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
X = xal + t1*(xa2-xal);
y = yal + t1*(ya2-yal);

}

else

{
sekuSe = false;

}

else if (broj == BrojResenja.NEMA_RESENJA)

{

sekuSe = false;
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}
else
{
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbi, yb1l) &&
pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
{
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = false;
}
else if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbi, ybil))
{
sekuSe = true;
if (xbl == xal || xbl == xa2)
{
jedinstvenPresek = true;
x = xbl; y = ybi;
}
else
jedinstvenPresek = false;
}
else if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
{
sekuSe = true;
if (xb2 == xal || xb2 == xa2)
{
jedinstvenPresek = true;
x = xb2; y = yb2;
} else
jedinstvenPresek = false;
}
else
sekuSe = false;
}
if (sekuSe)
{
Console.WriteLine(”da™);
if (jedinstvenPresek)
Console.WriteLine(x.ToString(”0.00000”) + ~ ” +
y.ToString(”’0.00000));
} else

Console.WriteLine(”ne”);

4.2 MHOroyriioBu

3aparak: KoHcTpyknmja npocTor MHOroyr.ja

ITpoct MHOrOYrao je MHOroyrao y KOM ce€ HUKOj€ [JBe CTPaHUIIe He CeKy (OCHUM HLITO ce CyCefHe CTpaHULe JOAUpYjY
y 3ajeIHNYKOM TeMeHy). Hamuiiu rnporpam Koju 3a JaTy CKyIl Tayaka (y KOM HUCY CBE Tauke KoJIMHeapHe) ogpelyje
HEKH IPOCT MHOTOYTa0 KOM je CKYIT TEMEHa jeJHaK TOM CKYITy TaJdaka.

VYaa3: Ca crangpagsor ynasa ce yuuraa opoj n (3 < n < 50000), a 3aTuM U n Tadaka (CBaka TadyKa je omuca-
Ha y rnocedHoM peny momohy cBoje ABe LiesodpojHe KOOpHaTe pa3aBojeHe pasMakoM). CBe yuMTaHe Tauke Cy
Pa3aMYKTe U HUACY CBE KOJIMHEAapHE.

M3na3: Ha crangapaHu m3iia3 MCHMCaTy MepMyTallijy YYUTaHOT HM3a Tavyaka Koja MpeACTaB/ba peJociesi TeMeHa
KOHCTPYHMCAHOT ITPOCTOT MHOToYyIJIa (Tauke Tpeda Aa Oyy onucaHe Ha UCTU HAUMH Kao U Ha yJjasy).
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IIpumep

Vaaz Uznasz
5 51
31 52
04 23
51 04
23 31
52

Pememe

Hekapa je 3a naTu CKyn Tayaka y paBHM Moryhe KOHCTpyHCaTH BUIIE Pa3TMYUTHX MPOCTUX MHOTOYITIOBA, OJHOCHO
pelliee HUje jeqHO3HAYHO ofpeheHo (ciuka 4.1).

D D

Cruka 4.1: Tauke A, B, C'u D u [Ba pa3inyuTa MpocTa MHOrOyIria Koja oHe oapelyjy.

Heka je C Heku Kpyr, Udja yHYTPAIIHOCT CaAPKU CBE Tauke. 3a Halakemhe TAaKBOI Kpyra JOBOJBHO je M3padyHaTh
HajBehe mMehy pactojamuMa MPOU3BOJbHE TAUKE PaBHU (LIEHTPA KPYra) 10 CBUX OCTAJIMX TayaKa — CJIOKEHOCT OBOT
kopaka je O(n). HoBpmmaa C' Moxe ce “npedprcatu” (IIperjiefaTu) poTupajyhoM mosyrpaBoM K0joj je moderak
nentap C' (cimka 4.2). IlpernocraBuMo 3a TpeHyTak jAa potupajyha mpaBa y CBakOM TPEHYTKY CaJp:KH HajBHIIE
jemHy Tauky. Odvekyjemo qa hemo criajameM Tayaka OHAM PeIoM KOjUM MOTyIpaBa HaWIa3u Ha HBUX JTOOUTH MPOCT
MHoroyrao. [okaxumo To. O3HaunMMO Tauke, ypeheHe y ckiaay ca pefociaeioM Haulacka MoaynpaBe Ha BHUX, ca
P, P, ..., P, (npBa Tauka Oupa ce mpousBosbHO). 3a cBako ¢, 1 < ¢ < n, ctpanuna P; P;_1 (omHocHO P P, 3a
¢ = 1) cagp:kaHa je y HOBOM (UCjyHKTHOM) HCEUKY KPYTa, I1a Ce HE Ce4e HU Ca jeIHOM JPYroM CTPaHULIOM. AKO du
0BO TBphHewe OMII0 TAYHO, JOOMjEeHM MHOTOYTrao du Mopao 1a dyae npoct. MehyTum, yrao uamely nonynpaBux Kpo3
HeKe JIBe y3acTomHe Tauke P; u P;1 Moxe na dyne Behu on 7. Tama vicedak Koju caapxu Kyx P; P; 1 cagpXul BUIIe
O[l TToJ1a KpyTa U HUje KOHBEKCHa (purypa, a ayx F; P, 1 TIpoja3u Kpo3 Apyre Ucedke Kpyra, ra MOXe Ja cede Jpyre
cTpanuile MHoroyria. Jla ducmo ce yBepwiu aa je To Moryhe, J0BOJBHO je 1a YMECTO HAI[PTAHOT 3aMHUCIUMO KPYT
ca IIEHTpOM BaH Kpyra ca ciuke 4.2. OBo je mpuMmep CHeLUjaJHuX clly4yajeBa Ha KOje ce HaWilasH MpH pellaBamby
reOMETPHjCKUX MpodieMa.

Cnuka 4.2: Tlponasak Tayaka y Kpyry potpajyhoM mosymnpaBoM.

Jla du ce pemio youeHH MpodJieM, MOT'y ce, Ha IpuMep, (PMKCHpaTH POU3BOJbHE TPY HEKOJIMHEApHE TauKe U3 CKY-
Ia, a 3a LeHTap Kpyra n3adpaTy HeKa Tauyka yHyTap muMa ogpeljeHor Tpoymia (Ha mpuMep TEeXHIITeE, KOje ce JIaKO
Hasa3m). OBakaB m300p rapaHTyje Ja HU jefaH Of JOOMjeHHX ceKTopa Kpyra Hehe mmaru yrao Behu on 7. 3atim
COpTUpPAMO Tayke MpeMa ToJI0XKajy y Kpyry ca 1neHtpom z. [IpenusHuje, coptupajy ce yrioBu usmehy z-oce u mo-
JIYIPaBUX OJl z Ka OCTaJMM TauykaMa. AKO JIBe WM BHILE Tayaka 3akjanajy MCTH yrao ca T-0COM, OHE ce Jajbe
copTupajy pactyhe npema pacrojamy o Tauke z. Ha kpajy, Tauke nmoBe3yjeMo y ckiaay ca AJ0OUjeHUM ypeheweM,
1o JBe y3aronHe. IIomro cBe Tauke Jiexke JIEBO O] Tauke z, JI0 JereHEepUCaHor Ciiydaja O KOMe je OMJIO peun He
Moske pohu. ITpoct MHOTOyrao 10dujeH OBIM MOCTYIIKOM 3a TauKe ca CIIMKe 4.2 mpuka3aH je Ha ciui 4.3. OCHOB-
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Ha KOMITOHEHTA BPEMEHCKE CIIOKEHOCTH OBOT alTOPUTMa MOTHYE O copThpama. CII0KEHOCT alrOpuTMa je JaKiie
O(nlogn).

Cnuka 4.3: KoHcTpyKIija IpocTOr MHOTOYIJIA.

Vrao ¢ Koju mpaBa y = ma + b 3akiana ca x 0coM Joduja ce KopHuIhemeM Be3e m = tan ¢, OJHOCHO U3 jeHa-
yuHe ¢ = arctanm. MehyTuM, yriIoBu ce He MOpajy eKCIUIMIUTHO M3pauyyHaBaTd. YIJIOBH Ce KOPUCTE camo 3a
HaJlaxeme pejocieia Kojum Tpeda MoBe3aTH Tauke U UCTHU peAociiell noduja ce ypeherweM Haruda ogropapajyhux
MOJTYNPABUX; TO YAHU HEMOTPEOHUM U3pavyHaBakhe apKycTaHreHca. M3 Wcror pasjora HEMOTPEOHO je M3padyHa-
Barbe PACTOjarba KaJ| JIBe TauKe MMajy UCTH HArMd — JO0BOJBHO je M3padyHaTH KBajipate pacrojama. Jlakie, Hema
noTpede 3a 3pauyHaBaHEM KBAJPATHUX KOPEHOBA.

using System;

class Program

{
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// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka

{
public int x, y;
public Tacka(int x = 0, int y = 0)
{
this.x = x; this.y = y;
}
}

static bool kolinearne(Tacka t1, Tacka t2, Tacka t3)
{

}

return (tl.x-t2.x)*(tl.y-t3.y) == (tl.y-t2.y)*(t1

static double kvadratRastojanja(double x1, double y1,

{
double dx = x1 - x2, dy = y1 - y2;
return dx*dx + dy*dy;

}

static void prostMnogougao(Tacka[] tacke)

{

int 1 = 2;

while (kolinearne(tacke[0], tacke[1], tacke[1]))
1++;

double x0 = (tacke[0].x + tacke[1].x + tacke[i].x

double y0 = (tacke[0].y + tacke[1].y + tacke[i].y
Array.Sort(tacke, (t1, t2) => {
double x1 = t1.x - x0, y1 = tl.y - y0;
double x2 = t2.x - x0, y2 = t2.y - y0;
double ugaol = Math.Atan2(y1l, x1);
double ugao2 = Math.Atan2(y2, x2);
const double EPS = 1le-12;
if (ugaol < ugao2 - EPS)

X-t3.x);

double x2, double y2)

3.0;
3.0;

3

)
)
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}

return -1;
if (ugao2 < ugaol - EPS)
return 1;

double d1 = kvadratRastojanja(x0, y0, x1,
double d2 = kvadratRastojanja(x0, yo, x2,
return di1.CompareTo(d2);

s
}
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Tacka[] tacke = new Tacka[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
tacke[i] = new Tacka(x, y);
}
prostMnogougao(tacke);
foreach (Tacka t in tacke)
Console.WriteLine(t.x + 7 ” + t.y);
}

y1);
y2);

YMecTo TexuiITa Tpoyriia oapeheHor ca Heke TpY HeKOJIMHeapHe Tauke U3 CKYIIa, 3a LIEHTap Kpyra MOXe ce Y3eTH U
jeHa Of Tayaka U3 CKyla — Tauka z ca HajBelloM Z-KOOpAMHATOM (U ca HajMarmbOM y-KOOPIMHATOM, aKO MMa BUILE
Tavyaka ca HajBehoM z-koopauHarom). OBakBYy Tauky heMo 4ecTo KOPUCTHTH MPUIMKOM pellaBarba FeOMeTPUjCKUX
npodiema u 3BaheMo je exciipemua wiauka. OBako ogqadpaHy TauKy MOBE3YjeMO Ca CBUM OCTAIMM TayKaMma M TauKe
copTtupamo pactyhe y ofHOCY Ha yrao KOju IOJIyIIpaBa Off TauKe z 3aKJjama ca £-0cOM. AKO JBE WM BHIIE Tayaka
3aKJlanajy MCTH yrao ca x-0COM, OHE Ce Ja/be COpTUpajy IIpeMa pacTojamy Of Tauke z U TO Ha cilefehu HauuH:
YKOJIMKO IPBUX HEKOJIMKO TaYaKa 3aKJIalajy UCTH yrao, (bUX COPTUPAMO y pactyheM peiociiesly pacTojarma Off TauKe
%, YKOJIMKO je TOCJICABHX HEKOJMKO Tayaka KOJIMHEapHO ca TAYKOM z IbUX COpTUpaMo y omnazajyhiem penocneny
pacTojama oJ] TauKe 2, IOK je 3a OCTajie TauKe KOje Cy KOJMHeapHe ca TAYKOM 2 CBE jeIHO Ja i heMo UX COpTUpaTH
pacrtyhe unu onagajyhe.

using System;

class Program

{

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka

{
public int x, y;
public Tacka(int x = 0, int y = 0)
{
this.x = x; this.y = y;
}
}

enum Orijentacija { POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE }

static Orijentacija orijentacija(Tacka tO, Tacka t1, Tacka t2)

{

int d = (t1.x-t0.x)*(t2.y-t0.y) - (t2.x-t0.x)*(t1l.y-t0.y);

if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
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else if (d < 0)

return Orijentacija.NEGATIVNA;
else

return Orijentacija.KOLINEARNE;

}
static int kvadratRastojanja(Tacka t1, Tacka t2)
{
int dx = t1.x - t2.x, dy = t1.y - t2.y;
return dx*dx + dy*dy;
}
static voild Razmeni(Tacka[] tacke, int i, int j)
{
Tacka tmp = tacke[1i];
tacke[1] = tacke[j];
tacke[j] = tmp;
}
static void prostMnogougao(Tacka[] tacke)
{
// trazimo tacku sa maksimalnom x koordinatom,
// u slucaju da ima vise tacaka sa maksimalnom x koordinatom
// biramo onu sa najmanjom y koordinatom
int max = 0;
for (int 1 = 1; 1 < tacke.Length; 1i1++)
if (tacke[i].x > tacke[max].x ||
(tacke[1].x == tacke[max].x && tacke[i].y < tacke[max].y))
max = i;
// dovodimo je na pocetak niza - ona predstavlja centar kruga
Razmeni(tacke, 0, max);
Tacka t0@ = tacke[0];
// sortiramo ostatak niza (tacke sortiramo na osnovu ugla koji
// zaklapaju u odnosu vertikalnu polupravu koja polazi navise iz
// centra kruga), a kolinearne na osnovu rastojanja od centra kruga
Array.Sort(tacke, (t1, t2) => {
Orijentacija o = orijentacija(to, t1, t2);
if (o == Orijentacija.KOLINEARNE)
{
int d1 = kvadratRastojanja(to, t1);
int d2 = kvadratRastojanja(to, t2);
return di.CompareTo(d2);
}
if (o == Orijentacija.POZITIVNA)
return -1;
else
return 1;
b
// obrcemo redosled tacaka na poslednjoj pravoj
int p = tacke.Length - 1;
while (orijentacija(tacke[p-1], tacke[p], tO) ==
Orijentacija.KOLINEARNE)
p--;
Array.Reverse(tacke, p, tacke.Length - p);
}
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static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
Tacka[] tacke = new Tacka[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
tacke[1] = new Tacka(x, y);
}
prostMnogougao(tacke);
foreach (Tacka t in tacke)
Console.WriteLine(t.x +

EXINET)

+ t.y);

3anarak: [IpunagHocT Tauke KOHBEKCHOM MHOTOYIJIY

Harmmuim nporpaM koju yTBphyje J1a JId Tauka MpUIiaja KOHBEKCHOM MHOTOYIITy (MBHIIE MHOTOYIJIA CMATpajy ce
ETOBUM JIEJIOM).

Vana3: Ca cranmapHor yjasa ce yurrtaBa Opoj TeMeHa KoHBeKcHOT MHoroymia n (3 < n < 50000), a 3aTuM peioMm
TEMEHa y peiocyie[ly CyIIpOTHOM Of Kazasbke Ha cary. CBako Teme ce 3a7aje y moceOHOM peny, nmomohy zBa 1iena
dpoja pasnBojeHa jenHnM pasmakoMm. Hakon Tora ce 3amaje opoj m (1 < m < 50000) Tayaka uMjy MpUNagHOCT
MHOTOYTJTy Tpeda MCIIUTATH, a 3aTHM y HapeJHUX M peJoBa KOOPAWHATE THX Tadaka (KOOpAMHATE Cy LEeJ00pOojHE,
pa3ziBojeHe jeTHUM pa3MaKkoM).

M3na3: 3a cBaky of m Tavyaka Ha CTaHAAPAHM M3J1a3 y TOCEdHOM pely ucnucaTi da ako Tauka IpuIaaa MHOTOYTITY
Tj. N y CyIIPOTHOM.

IIpumep
Yaaz Hznaz
6 da
40 da
22 ne
-2 2 ne
-4 0 da
-2 -2

2 -2

5

-2 2

-31

-5 1

3 -2

00
Pememne

CBakM KOHBEKCHM MHOIOYrao ce MOXe IOJEJIUTH Ha TPOYIJIOBE TaKO IITO Ce TMOBYKY CBE JHjaroHaje U3 HeroBor
MPOU3BOJBHOT TeMeHa. Tauka MpHIaga MHOTOYITY aKO M CaMO aKo IPHIIaga HEKOM OJ1 TUX TpoyrioBa. [lpunagHoct
Tauke Tpoyrty Beh cmo aHanmm3upanu y 3agatky Tauka y Tpoyriy. Harmacumo ja je npoBepy HoTpedHO Majo mnpu-
JIArOUTH J1a OM ce 'y 003Mp y3€eJ10 TO Ja Ce UBUIE MHOTOYIJIa CMATpPajy HEeroBUM JIeJIoM. AKO je/iHa Tauka JIekH Ha
JaToj Iyu oHa he ce cMaTparty Jia je ca ucTe CTpaHe Te TykKU Kao ¥ OUJIo Koja Apyra Tauka. Takohe, momro cy Bpea-
HOCTH KOOPJIMHATA Y OBOM 3aJaTKy PEIATUBHO BEJIMKK OPOjeBHU, MOTPEOHO je MPIIMKOM U3pauyHaBamba BEKTOPCKOT
MPOU3BO/Ia ODPATUTH TAXKEHY HA MOTYRHOCT HACTAHKA MTPEKOpaYetha.

TMomiTo ce MpUNajgHOCT TPOyrTy Moke ucnurary y Bpemeny O(1), a mocMatpamo n — 2 TpOyIIIa, CIOKEHOCT UCIH-
THBaKa NMPHUNAHOCTH jeaHe Tauke je O(n), IOK je CIoKEHOCT IpoBepe 3a cBux m tadaka O(mn).

using System;
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using Tacka = System.Tuple<int, int>;

class Program

{

200

enum Orijentacija {POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE}

static Orijentacija orijentacija(Tacka a, Tacka b, Tacka c)

{
int xa = a.Iteml, ya = a.Iltem2;
int xb = b.Item1, yb = b.Item2;
int xc = c.Iteml, yc = c.Item2;
long d = (long)(xb-xa)*(long)(yc-ya) - (long)(xc-xa)*(long)(yb-ya);
if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
else if (d < 0)
return Orijentacija.NEGATIVNA;
else
return Orijentacija.KOLINEARNE;
}

static bool salsteStrane(Tacka T1, Tacka T2,
Tacka A1, Tacka A2)

{
Orijentacija ol = orijentacija(T1, T2, Al);
Orijentacija o2 = orijentacija(T1, T2, A2);
if (o1 == Orijentacija.KOLINEARNE || o2 == Orijentacija.KOLINEARNE)
return true;
return ol == 02;
}
static bool tackaUTrouglu(Tacka T1, Tacka T2, Tacka T3,
Tacka A)
{
return salsteStrane(T1, T2, T3, A) &&
salsteStrane(T1, T3, T2, A) &&
salsteStrane(T2, T3, T1, A);
}
static bool sadrzi(Tacka[] poligon, Tacka A)
{
int n = poligon.Length;
for (int 1 = 1; 1 < n-1; 1++)
if (tackaUTrouglu(poligon[0], poligon[i], poligon[i+1], A))
return true;
return false;
}

static void Main(string[] args)

{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
Tacka[] poligon = new Tacka[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
poligon[i] = Tuple.Create(int.Parse(str[0]),
int.Parse(str[1]));
}
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int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; i++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
Tacka A = Tuple.Create(int.Parse(str[0]), int.Parse(str[1]));
if (sadrzi(poligon, A))
Console.WriteLine(”da”);
else
Console.WriteLine(”ne”);
}

}

3ajgatak MOxeMo eUKacHUje peluTH OuHapHOM nperparoM. CBaka AWjaroHaja MHOTOYrao JejM Ha [Ba Marmba
MHOTOyrao. AKO ce YCTaHOBH JIa je TauKa ca jefiHe CTpaHe JujaroHase, 3HaMo /1a OHa He MOJXKe Jia IIPUIajia OHOM OJ
Ta JBa MHOTOYTJIa KOjH JIEXH Ca CYIIPOTHE CTpaHe Te AxjaroHase 1 MoTpedHO je NCTIUTATH caMo J1a JIU TadKa IpUIaaa
OHOM JIpyTOM MHOTOYIJTy. AKO ce JHjaroHaja yBeK Orpa Tako [a Ta JBa MHOTOYIJIa IMajy MPUOJIMKHO WCTU OpOj
TeMeHa, TipodJieM he ce CBOIUTH Ha IpodJIeM UCTOT OOJIMKA, ajld ABOCTPYKO Marbhe TUMEH3H]je, ITO Jaje epuKacan
anroputam. [losioBbeme NpeKnaaMo Kaja OCTaHe TPOYrao U Tafa MpoBepy MPUIAJHOCTU TPOYIITy BPIIMMO CIUYHO
Kao y 3ajarky Tauka y Tpoyriy (IpHIaroJuBIIy IOCTYIaK TOME /1a CE UBHLIE TPOYIJIa CMATPajy HEroBUM JIEJIOM, Kao
1 MoryhHOCTH HacTaHKa MpeKopavera MPUIMKOM U3padyHaBamba BEKTOPCKOT MTPON3BOAA, 300T PeTATHBHO BEIMKUX
KOOp/MHATA).

TomTo ce y CBAKOM KOpaKy JUMeH3Hja mpodiieMa HOJIOBH, CIOKEHOCT npuiagHocTy jeqre tauke je O(logn), mok
je coxeHoct mpoBepe 3a cBux m tadaka O(m logn).

using System;

using Tacka = System.Tuple<int, int>;

class Program

{
enum Orijentacija {POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE}

static Orijentacija orijentacija(Tacka a, Tacka b, Tacka c)

{
int xa = a.Iteml, ya = a.Iltem2;
int xb = b.Item1, yb = b.Item2;
int xc = c.Iteml, yc = c.Item2;
long d = (long)(xb-xa)*(long)(yc-ya) - (long)(xc-xa)*(long)(yb-ya);
if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
else if (d < 0)
return Orijentacija.NEGATIVNA;
else
return Orijentacija.KOLINEARNE;
}

static bool salsteStrane(Tacka T1, Tacka T2,
Tacka A1, Tacka A2)

{
Orijentacija ol = orijentacija(T1, T2, Al);
Orijentacija 02 = orijentacija(T1, T2, A2);
if (o1 == Orijentacija.KOLINEARNE || o2 == Orijentacija.KOLINEARNE)
return true;
return ol == 02;
}

static bool tackaUTrouglu(Tacka T1, Tacka T2, Tacka T3,
Tacka A)
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{
return salsteStrane(T1, T2, T3, A) &&
salsteStrane(T1, T3, T2, A) &&
salsteStrane(T2, T3, T1, A);
}
static bool sadrzi(Tacka[] poligon, Tacka A, int 1, int d)
{
if (d -1==1)
return tackaUTrouglu(poligon[0], poligon[l], poligon[d], A);
ints=1+(d-1) / 2;
if (orijentacija(poligon[0], poligon[s], A) == Orijentacija.POZITIVNA)
return sadrzi(poligon, A, s, d);
else
return sadrzi(poligon, A, 1, s);
}
static bool sadrzi(Tacka[] poligon, Tacka A)
{
int n = poligon.Length;
return sadrzi(poligon, A, 1, n-1);
}

static void Main(string[] args)

{

int n = int.Parse(Console.ReadLine());

Tacka[] poligon = new Tacka[n];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
poligon[i] = Tuple.Create(int.Parse(str[0]),

int.Parse(str[1]));

}

int m = int.Parse(Console.ReadLine());

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
Tacka A = Tuple.Create(int.Parse(str[0]), int.Parse(str[1]));
if (sadrzi(poligon, A))

Console.WriteLine(”da™);
else
Console.WriteLine(”ne”);
}
}

3amarak: KonBekcHN oMoTAaY

ITotpedHO je orpaguty Bohmak Tako MITo hie ce Be3aTu Tpaka 3a HeKa cTadia, Tako Ja ce HAKOH IITO Tpaka odube
IyH Kpyr cBa cradja Hahu yHyTap Tpake. Hanuinu nporpam koju oapehyje 3a koja cradna he tTpaka Outu 3aBe3aHa.

Vaa3: Ca crangapasor ynasza ce yHocu Opoj cradanan (1 < n < 50000), a 3aTuM y HApeJHUX N Pe10Ba KOOPJUHATE
n cradana (1Ba nesa dpoja mamehy —10° u 108, pasaBojena pazmakom).

WN3na3: Ha crangapasu usinas vcnycaty Opoj cradaia 3a koje he dOuTH Be3aHa Tpaka, a 3aTUM, peJOM KOOpAUHATE
cradaJia 3a Koje ce Tpaka Be3yje (ako Cy HeKa cTadia KoJIMHeapHa, TPaKy je MOTPedHO Be3aTH caMo 3a OHA Kpajmba
Ol BbUX).
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IIpumep

Yaaz H3znaz
12 6

-2 0 20
-12 12
-10 -12
12 -2 0
20 -1 -2
0 -2 1-2
1 -2

-1 -2

10

0 -1

01

02

Objawmrberve

IMonoxaj cradana je mprkasaH Ha cauiy. Tpaka ce Besyje 3a cTadia Koja cy moceDHO O3HaveHa.

Cnuka 4.4: KoHBEKCHH OMOTa4

Pememe

3ajgaTak MOXEMO PEeLINTH “aJrOpUTMOM YBHjama NOKJIOHA” (OH ce HeKaja Ha3uba U Llapsucos mapi). Uneja je na
U3rpajby KOHBEKCHOT OMOTaya 3all0YHEMO O HEKOT eKCTPEMHOT TeMeHa (Ha IIPUMep, JIEBOT, IOWEr) U a y CBAKOM
KOpaKy y OMOTay JIOflaMO HapejiHy Oy Koja je €0 KOHAuHOI KOHBeKCHoOr oMoTada. OppehuBame HapenHe oyxu
BpHIMMO rpydom cuiioMm. Hbeno jenHo Teme je mocieama Tauka 1o caja ojxpeleHor nena KoHBeKCHor oMmoTtava. Jla
drcMo ozipeanN Ipyro TeMe, aHAIM3UPaMo CBE TauKe U TPAKMMO OHY KOja Jaje AyX Koja ca MPEeTXOAHOM JyXKH!
rpagu mro Behu yrao (y MOJIA3HOM CIydYajy HeMa IpeTXOgHe AyKH, Ma TPaXHUMO TauKy Koja Jaje Hajsehm yrao
ca HeraTUBHUM JIeJIoM oce y). Permo u Ja Hema nmoTpede 3a eKCIUIMLIMTHUM padyHameM yriosa. Hamme, ako je
HpeTxofHo TeMe A, Taja Tauka A; 3axuiana Behu yrao og Tauke A; ako 1 caMo ako je opujeHTanuja Tpojke A; A; A
no3utuBHa. [ToTpedHO je jol odpaTUTH Maxmky Ha Cilydyaj KoJIMHeapHUX Tayaka. HavmMe, ako nocToju Buille Tayaka
Koje oapelyjy MakcMMastHU yrao, Tajia ce Ha TOj MOJyMpaBoj y3uMa OHa Koja je Hajiaba Ofl MPEeTXOHOT TeMeHa A.
Iocrymak ce 3aBpIaBa Kajga ce yCTaHOBH Ja je Tauka Koja onpelyje HajBehu yrao jegHaka mo4yeTHoj.
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Crnuka 4.5: YBujame MOKJIOHA

OBaj ajropuraM chaja y rpyny alropurama 4dja CJIOKEHOCT 3aBUCH O]l JUMEH3Hje U3Jla3a (a He caMo yja3a). 3a
JI0/IaBarbe CBAKE HOBE M3/Ia3He TAUKe OOMIA3UMO CBE yla3He Tauke ma je ciaoxeHoct O(nm), rae je n dpoj yna3Hux,
a m Opoj M3NMa3HMUX TayakKa.

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

class Program

{
// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka : IComparable<Tacka>

{
public int x, y;
public int CompareTo(Tacka t)
{
int cmp = x.CompareTo(t.x);
if (cmp != 0)
return cmp;
return y.CompareTo(t.y);
}
}

enum Orijentacija { POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE }

static Orijentacija orijentacija(Tacka tO, Tacka t1, Tacka t2)
{
long d = (long)(t1.x-t0.x)*(long)(t2.y-t0O.y) -
(long)(t2.x-t0.x)*(long)(tl.y-t0.y);
if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
else if (d < 0)
return Orijentacija.NEGATIVNA;
else
return Orijentacija.KOLINEARNE;

}

static bool izmedju(Tacka t1, Tacka t2, Tacka t3)

{
return (tl.x < t2.x & & t2.x < t3.x) ||
[

(t1.x > t2.x & & t2.x > t3.x)
(tl.x == t2.x && t2.x == t3.x && tl.y < t2.y && t2.y < t3.y) ||
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(tl.x == t2.x && t2.x == t3.x && tl.y > t2.y && t2.y > t3.y);

}
static List<Tacka> konveksniOmotac(List<Tacka> tacke)
{
var omotac = new List<Tacka>();
int prva = 0;
for (int 1 = 1; 1 < tacke.Count; i++)
if (tacke[i].CompareTo(tacke[prva]) < 0)
prva = i;
int tekuca = prva;
do {
omotac.Add(tacke[tekuca]l);
int naredna = 0;
for (int 1 = 1; 1 < tacke.Count; i++)
{
Orijentacija o = orijentacija(tacke[tekuca], tacke[naredna], tacke[i]);
if (naredna == tekuca ||
o == Orijentacija.POZITIVNA ||
(o == Orijentacija.KOLINEARNE &&
izmedju(tacke[tekuca], tacke[naredna], tacke[i])))
naredna = i;
}
tekuca = naredna;
} while (tekuca != prva);
return omotac;
}

static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
var tacke = new List<Tacka>(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
Tacka t;
t.x = int.Parse(str[0]);
t.y = int.Parse(str[1]);
tacke.Add(t);

}

var omotac = konveksniOmotac(tacke);

Console.WriteLine(omotac.Count);

foreach (Tacka t in omotac)
Console.WritelLine(t.x +

EXINET)

+ t.y);

}

3anatak edukacHO MOxeMo pemmTH ['paxamoBuM anropurmoMm. I[IpBa ¢aza npernocraBba KOHCTPYKIHU]Y HEKOT
MPOCTOr MHOTOYIJIA YMja Cy TEMEeHa JaTh CKyI Tayaka. Heka cy Tauke Tor MHOroyria penqom AgA;p ... A,—1. Ako
ce MPOCT MOJIMTOH KOHCTPYHIIE YOOHYajeHHM aJIFOPUTMOM, HBerOBO MPBO TeMe A fie OUTH Kpajibe JIeBO, Joe TeMe
1 OHO je CUT'YPHO eKcTpeMHO. Odna3ak BPIIMMO y peiociiely TeMEeHa IIPOCTOTI MHOTOYIJIA U MTPETIIOCTaB/baMo Ja Y
CBaKOM TPEHYTKY OOMJIACKa 3HAMO M MHoroyrao Py P; ... P,,, KOju je eo KOHBEKCHH OMOTAay JI0 TOT TPEHyTKa 00-
pabjeHrx TeMeHa npoctor MHoroyria. KoHBekcHM oMoTau rosa3He Tauke Ag je oHa cama, JJOK je KOHBEKCHU OMOTay
npBa jBa temeHa { Ao, A1 } uBmia AgA; Koja ux cnaja. 3ato odpajsy npBe JBe TauKe BPIIMMO IPOCTO TAKO IITO Te
JIBe TAUYKe JOJIaMO Ha MOYETaK KOHBeKCHOT oMoTtava Tj. Py = Ag u P, = A;. HakoH Tora, odbpaljyjemMo pejom Tauke
A;. TlpermoctaBUMO Jja je KOHBEKCHU oMoTad Tadaka AgA; . .. A;_1 nomron Py P; . .. Pp,_1. KoHBekcHH omMoTa4
ckyma {Ag, A1, ..., A;} ce cactoju o HeKor noveTHor Aena noiurona Py Py .. . Py, npommpenor taukom A;. He-
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Ke OJI 3aBpIIHUX Tadaka nonurona Py P ... P, Hehe Buie OuTH Ieo KOHBEKCHOT OMOTa4ya M OHe ce M3daIyjy.
Tauka P,,_1 HUje Ne0 KOHBEKCHOT OMOTa4a ako Tpojka P, _o P, 1 A; HHje MO3UTUBHO OpUjeHTUCAHA. AKO ce TO
YCTaHOBH, TaJa ce Tauka P, _; yKiama U3 KOHBEKCHOT OMOTaya M MCTO Ce MpoBepasa 3a Tauke, P_{m-2}, P, _3
U Tako Jiajbe, CBe JIOK ce WM He IpoHahe Heka Tauka KoJ Koje je oaroapajyha Tpojka MO3UTHUBHO OpUjeHTHCAHA
(Tpojka Py P; A; he yBek OUTH MO3UTUBHO OPHjEHTHCAHA).

Ha cimum je mpukasaHa cutyandja Kajia ce npe JoJaBama Tauke A; U3 KOHBEKCHOI OMOTA4a YKJIambajy JBe paHuje
Jojare Tauke.

Crnuka 4.6: I'paxamoB aaroputam

Crnoxenonrhy anroputMa JIOMMHUpPA U3rpajiiba MPOCTOT NOJIMIOHA (Y HOj Ce BPILM COPTHParbe U Ta (hasa je CI0KeHO-
cru O(nlogn). HakoH Tora, ofpehuBatbe Tauaka Koje cy neo omorada je cioxenoct O(n) (Mako MOCTOjU NeT/ba
y MIeTJbH, CBaKa Tavka ce odpafjyje jeqHOM M MOoe HajBHIIE jeHOM OWTH J0/aTa M HajBHIIE jeTHOM YKJIOHEHA U3
TeKyher KOHBEKCHOT OMOTay4a).

using System.Collections.Generic;
using System;

class Program

{
// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka

{
}

public int x, y;

enum Orijentacija { POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE }

static Orijentacija orijentacija(Tacka tO, Tacka t1, Tacka t2)

{
long d = (long)(t1.x-t0.x)*(long)(t2.y-t0O.y) -
(long) (t2.x-t0.x)*(long)(tl.y-t0.y);
if (d > 0)
return Orijentacija.POZITIVNA;
else if (d < 0)
return Orijentacija.NEGATIVNA;
else
return Orijentacija.KOLINEARNE;
}
static long kvadratRastojanja(Tacka t1, Tacka t2)
{
long dx = t1.x - t2.x, dy = tl.y - t2.y;
return dx*dx + dy*dy;
}
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static void Razmeni(List<Tacka> tacke, int i, int j)

{

}

Tacka t = tacke[1];
tacke[1] = tacke[j];
tacke[j] = t;

static void prostMnogougao(List<Tacka> tacke)

{

}

// trazimo tacku sa maksimalnom x koordinatom,

// u slucaju da ima vise tacaka sa maksimalnom x koordinatom

// biramo onu sa najmanjom y koordinatom

int max = 0;

for (int 1 = 1; 1 < tacke.Count; i++)

if (tacke[i].x > tacke[max].x ||

(tacke[1].x == tacke[max].x && tacke[i].y < tacke[max].y))
max = i;

// dovodimo je na pocetak niza - ona predstavlja centar kruga
Razmeni(tacke, 0, max);
Tacka t0 = tacke[0];

// sortiramo ostatak niza (tacke sortiramo na osnovu ugla koji
// zaklapaju u odnosu vertikalnu polupravu koja polazi navise iz
// centra kruga), a kolinearne na osnovu rastojanja od centra kruga
tacke.Sort((t1, t2) => {

Orijentacija o = orijentacija(to, t1, t2);

if (o == Orijentacija.KOLINEARNE)

{
long d1 = kvadratRastojanja(t@, t1);
long d2 = kvadratRastojanja(t@, t2);
return di1.CompareTo(d2);

}

if (o == Orijentacija.POZITIVNA)
return -1;

else
return 1;

IO

// obrcemo redosled tacaka na poslednjoj pravoj
int p = tacke.Count - 1;
while (orijentacija(tacke[p-1], tacke[p], t0) ==
Orijentacija.KOLINEARNE)
p--;
tacke.Reverse(p, tacke.Count - p);

static List<Tacka> konveksniOmotac(List<Tacka> tacke)

{

var omotac = new List<Tacka>();
prostMnogougao(tacke);
omotac.Add(tacke[0]);
omotac.Add(tacke[1]);
for (int 1 = 2; 1 < tacke.Count; i++)
{
while (omotac.Count >= 2 &&
orijentacija(omotac[omotac.Count-2],
omotac[omotac.Count-1],
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tacke[1]) !'= Orijentacija.POZITIVNA)
omotac.RemoveAt(omotac.Count-1);
omotac.Add(tacke[1]);
}

return omotac;

static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
var tacke = new List<Tacka>(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
Tacka t;
t.x = int.Parse(str[0]);
t.y = int.Parse(str[1]);
tacke.Add(t);
}
var omotac = konveksniOmotac(tacke);
Console.WritelLine(omotac.Count);
foreach (Tacka t in omotac)
Console.WriteLine(t.x +

EX 1)

+ t.y);

208



I'naBa 5

HanpeaHe crpykrype nmojaraka

5.1 IIpedukcHo aApBO

Vpelhena dunapna gpera omoryhaajy eHKacHy HMIUIEMEHTALU]y CTPYKTYpa ca acOLMjaTHBHAM NPHUCTYIIOM KOJ
KOJjHX Ce IMPUCTYII BPIIH N0 KJbydy KOjH HHje LeJ0OpojHa BpeAHOCT Beh CTPHHT MM HEUITO Ipyro. JouI jeqHa CTpyK-
Typa y BUAy ApBeTa Koja omoryhaBa ejukacaH acolyjaTUBaH MPHUCTYI je ipeihukcHo gpeo Takohe MO3HATO MOA
EHIJIECKUM Ha3UMBOM frie (0] eHriecke peun reTRIEval). OcHOBHA ulieja OBe CTPYKTYpe je Ja MyTame OJ KopeHa
0 JIMCTOBA MM JI0 HEKMX YHYTPAIEbUX YBOPOBA KOAMPA]y KJbydueBe, a [ja ce MOJAlM Be3aHH 3a Taj KJbyd UyBajy y
YBOPY JIOK KOjer ce [JoJIa3u IPOHAIAKEHEM Kibyda OyXK IMyTame. Y CIydyajy HUCKHM, KOPEeH CaJlpXKH MpasHy ped, a
MIPEJTacKOM IPEeKO CBaKe IpaHe ce AHa 10 Taaa GopMHUpaHy ped HaJloBe3yje joul jeqaH Kapaktep. [Ipurtom, 3ajeqHnd-
KU NPe(OUKCHHU Pa3IMIUTUX KJbyueBa Cy MpPeJICTAB/bEHN UCTUM IyTamama OJf KOpeHa JI0 Tauke pa3jiMKoBama. JenaH
MIpUMep OBAKBOI JIPBETa, KOJ| KOjer Cy IMpHKa3aHe O3HaKe IpU/IpyKeHe rpaHama, a He YBOpOBUMa, je crienehu:

a n d
n t o] a u
a ¢z n hz

KipyueBu koje apBo 4yBa Cy ana, at, noc, noz, da, dan, duh v duz. TIpumeTumo fa ce Kiby4 da He 3aBpllIaBa JUCTOM
U JIa CTOra CBAKM YBOP MOpa 4yBaTH MH(OPMALKjy O TOME Ja JIU Ce ’UMe KOMIUIETHPA HEKHU KJbyd (M Y TOM Clydajy
cajpkaTd nojarak) win He. Vitycrpanmje paau, MOry ce NpHKa3aTH O3HaKe Ha YBOPOBHMMA, KOje NpPEe/CTaBIbajy
npedukce akyMyIMpaHe A0 THX yBopoBa. Tpeda mMmaTw y BUIy Ja OBaj MpUKa3 He WIYCTPYje IMIUIEMEHTAIH]y, Beh
camo mnpedukce ayx rpane. Cumbos @ mpeacraBiba MpasHy peu.

@
a n d
an at no da du
ana no¢ noz dan duh duz

V ciyvajy Ja HEeKM YBOP MMa caMo jeJHOT TIOTOMKA M He NPeJICTaB/ba Kpaj HEKOT KJbya, 'paHa /1o ihera u rpaHa oj
IEra ce MOTY CIIOjUTH Y jeIHY, ’bUXOBH KapaKTepy HAJIOBE3aTH, a YBOp enmMuHncaT. OBako ce 100Mja KOMIIaKTHHja
penpeseHTanyja MpeuKCHOT JIpBeTa.

IMopex omnmrer acoLMjaTHBHOT MPUCTYNA MOJAIMMa, OUMIVICHA IPHMEHa OBe CTPYKTYpE je U MMIUIEMEeHTaIrja Ko-
HAaYHMX PEYHHMKA, Ha IIPUMEP Y CBPXE ayTOMATCKOI KOMILIETUPaha MM POBEPe UCIIPABHOCTH PEUH KOje KOPHCHUK
Ky4a Ha pauydyHapy WM MOOWIIHOM TenepoHy.

HanomenuMo joir u Ja oBa CTPYKTypa HHje pe3epBHCaHa 3a yyBare CTpuHroBa. Ha mpumep, y civyajy menux
OpojeBa nm dpojeBa y MIOKPETHOM 3ape3y, Kibyd MOTY OMTH HHCKe OMTOBA KOje Mpe/ICTaB/bajy TakBe OpojeBe.

V ciyuajy KoHauHe a30yke BEIMYMHE 1M, CJIOKEHOCT onepauyja y HajropeM ciydajy je O(mn), rae je n gyxuHa
peun Koja ce Tpaxu, ymehe uimm Opuilie, JOK je CIOKEHOCT OBUX Ofepariija y mpocednom ciaydajy O(n). Kanga ou
ce yMecTo NMpeUKCHOT IpBeTa KOPUCTHIIIO DastaHcupaHo ypeheHo OMHapHO PBO, CJIOKEHOCT OBHX Orepalifja ou y
Hajropem ciy4ajy omwia O (M log N), rae je ca N o3HaueH yKyIaH Opoj KJbydeBa KOJU ce dyBajy y OpBETY, a ca
M MakcuMmasHa yKUHA KJbyda. YKOJMKO Cy KJbYYeBH PEJIATMBHO KPATKH, NMPEAHOCT MpehHKCHOT APBETA je IITO
CJIOXKEHOCT 3aBUCH O Iy’)KMHE 3alyca Kjby4a, a He of] Opoja eleMeHaTa y JpBeTy. MaHa je morpeda 3a 1yBameM
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MOKa3MBaya y3 CBaku Kapakrep y apeery. lllraBuine, mpoctopHa cnoxeHoct npedukcHor apseta je O(M - m - N),
rae je ca N o3HaueH Opoj KJbyueBa KOjU ce dyBajy y mpedHuKCHOM JpBeTy, a ca M MakcCUMasHa Iy)KuHa KJbyda.

[Iperpara u ymerame ce MpaBOJMHU]CKY UMIUIEMEHTUPA]jy, IOK je y ciiydajy Opucama Hekajla norpedHo OpucaTu
BUILIE Ol jeJHOT YBOpa.

3anarak: [IHK ceKBeHIle

JOHK cexBeHIle ce mpencraB/bajy HUCKaMa KOje ce cacToje of KapakTepa C, t, 3 u g. Y mporpamy ce oap:xkasa
CKYII IIOJCEKBEHLM jeHe JaTe IeHeTcKe cekBeHLe. IIporpam nonpskasa TpH omepanje: yOaluBame MOACEKBEHIE
y CKyII (aKo je mojceKkBeHla Beh y cKyIly, oBa onepanyja Hema egekTa), u30alyBambe NoJCEKBEHIIe U3 CKyMa (ako
ce MOJICEKBEHIIA He HaJla3| y CKYITy, OBa ollepalija Hema eeKTa) U UCIMCTHBAE Jla JIM Ce TIOJICEKBEeHIa Hala3! y
CKYTIy.

Vaa3: Ca craagapaHor ynasa ce yHocu 0poj ymuta n (1 < n < 50000), a 3aT¥M y HapeAHUX N peloBa MO jelaH
yIuT. YuT Moske OuTtu odsmka ubaci niska, izbaci niskawm trazi niska, npu uemy ce cBaka Hucka cacToju
camo oJf Kapakrtepa C, t, @ u g u ayrauka je usmehy jenHor u 5000 kapakrepa.

M3na3: 3a ceaku ymur trazi ucnmcatn da ako ce TpaxkeHa HHCKa TPEHYTHO HaslasWl y CKYIy WIIM Ne ako ce He
HaJ1asu.

IIpumep

Vaaz Hznaz
14 da
ubaci cta da
ubaci ct da
ubaci ctg ne
trazi cta ne
trazi ct da
trazi ctg ne
trazi ctc da
izbaci ct

trazi ct

trazi ctg

izbacl ctg

trazi ctg

ubaci ctg

trazi ctg
Pememe

Y nporpamy ce Tpaxu oJpkaBare CKyna HUcKkU. HajjenqHoctaBHUje, a U HajepuKacHUje peliene je 1a KOPUCTUMO
OMOIMOTEYKy UMILJIEMEHTALINjy CKYTa.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
var niske = new HashSet<string>();
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
string naredba = str[0];
string niska = str[1];
if (naredba == “ubaci”)
niske.Add(niska);
else if (naredba == “izbaci”)
niske.Remove(niska);

210



5.1. IIPE®UKCHO APBO

else if (naredba == “trazi”) {
if (niske.Contains(niska))
Console.WritelLine(”da”);
else
Console.WriteLine(”ne”);

}

V cBakoM 4BOpY IPe(hUKCHOT ApBETa MOXKEMO UyBaTH aCOLUjaTUBHYU HU3 KOjU IIpeciuKaBa cJIoBa a30yKke y HapeaHe
yBopoBe JpBeTa. PyHKIMje MOKEMO UMIIEMEHTHPATH PEKYP3UBHO.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

// struktura cvora prefiksnog drveta - u svakom cvoru cuvamo niz
// grana obeleZenih karakterima ka potomcima i1 informaciju da l1i
// je u ovom cvoru kraj neke reci
class Cvor
{

public bool krajReci;

public Dictionary<char, Cvor> grane;

}
static Cvor noviCvor()
{
Cvor novi = new Cvor();
novi.krajReci = false;
novi.grane = new Dictionary<char, Cvor>();
return novi;
}

// trazimo sufiks reci w koji pocinje od pozicije i1 u drvetu na
// €iji koren ukazuje pokazivac drvo
static bool sadrzi(Cvor drvo, string w, int i)
{
// ako je drvo prazno, ono ne sadrZi traZenu rec
if (drvo == null)
return false;

// ako je sufiks prazan, on je u korenu akko je u korenu obeleZeno
// da je tu kraj reci
if (1 == w.Length)

return drvo.krajRecti;

// trazimo granu na kojoj pise w[1i]

Cvor c;

if (drvo.grane.TryGetValue(w[i], out c))
// ako je nademo, rekurzivno traZimo ostatak sufiksa od pozicije i+1
return sadrzi(c, w, i1+1);

// nismo nasli granu sa w[i], pa rec¢ ne postoji
return false;
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}

// trazimo rec¢ w u drvetu na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
static bool sadrzi(Cvor drvo, string w)

{
}

return sadrzi(drvo, w, 0);

// umece sufiks reci w od pozicije i1 u drvo na ¢iji koren ukazuje
// pokazivac drvo
static void ubaci(Cvor drvo, string w, int i)
{
// ako je sufiks prazan samo u korenu beleZimo da je tu kraj reci
if (1 == w.Length)
{
drvo.krajReci = true;
return;

}

// traZzimo granu na kojoj pise w[i]
// ako takva grana ne postoji, dodajemo je kreirajuci novi cvor
if (!drvo.grane.ContainsKey(w[i]))

drvo.grane[w[i]] = noviCvor();

// sada znamo da grana sa w[i] sigurno postoji i preko te grane
// nastavljamo dodavanje sufiksa koji pocinje na i+1
ubaci(drvo.grane[w[i]], w, 1+1);

}

// umece rec¢ w u drvo na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
static Cvor ubaci(Cvor drvo, string w)

{
if (drvo == null)
drvo = noviCvor();
ubaci(drvo, w, 0);
return drvo;
}

// izbacuje iz drveta na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo sufiks reci
// w od pozicije
// funkcija vraca informaciju o tome da 11 nakon brisanja ostaje prazno drvo
static bool izbaci(Cvor drvo, string w, int i)
{
// ako je drvo prazno, nista ne treba menjati
if (drvo == null)
// drvo je bilo i ostalo prazno
return true;

// ako smo stigli do kraja reci

if (1 == w.Length)
// oznacavamo da u tekucem cvoru nije vise kraj neke reci
drvo.krajReci = false;

else

{
Cvor c;
// u suprotom brisemo sufiks i1 ako se nakon toga dobije prazno
// drvo, uklanjamo granu
if (drvo.grane.TryGetValue(w[i], out c) && izbaci(c, w, i1+1))
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drvo.grane.Remove(w[i]);

}

// ako je u drvetu ostao jedan potpuno prazan cvor

if (!drvo.krajReci && drvo.grane.Count == 0)
// javljamo da je nakon brisanja nastalo prazno drvo
return true;

else
// javljamo da drvo nakon brisanja nije prazno
return false;

}

// 1z drveta na koji ukazuje pokazivac drvo brisemo rey w
static Cvor izbaci(Cvor drvo, string w)

{
if (izbaci(drvo, w, 0))
return null;
else
return drvo;
}
static void Main()
{
Cvor koren = null;
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
string naredba = str[0];
string niska = str[1];
if (naredba == “ubaci”)
koren = ubaci(koren, niska);
else if (naredba == “izbaci”)
koren = izbaci(koren, niska);
else if (naredba == “trazi”) {
if (sadrzi(koren, niska))
Console.WriteLine(”da™);
else
Console.WriteLine(”ne”);
}
}
}

}

VY cinyuajy kazga je a30yka Mana (IUITO je ciy4yaj y OBOM 3aJaTKy), MpecivKaBambhe KapakTepa y HapeJHe YBOpOBe
JpBeTa MOKEMO YyBaTH Y HU3Y (Ha MecTHMa KapakTepa Koju HeMajy HacienHuke dyBahemo null nokasusaue). [lo-
ITO je 3a Oprcame OUTHO J1a 3HAMO KOJIMKO Hac/eTHIKA UMa HEKH YBOp, Y YBOopy hieMo 4yBaTH 1 Ty HH(OPMAIH]y.
dyHk1Mje 3a ydalMBambe U peTpary JpBeTa jeJHOCTABHO MOXEMO UMILJIEMEHTUPATU U utepatusHo. Ca apyre crpa-
He, U30alluBambe HUje jeIHOCTaBHO MMIUIEMEHTHPATH UTEPAaTUBHO (jep je HAKOH Opucama peuu MOTPedHO BPaTUTH
ce y3 IpBO 1 0dpHcaTH CBe Mpa3He YBOPOBE, a HEMaMO ITOKa3MBaye Ka POAUTE/bCKIM YBOPOBMMA KOjUMa OMCMO ce
jemHocTaBHO Moryu Bpahaty yHarpar).

using System;

class Program

{

// karaktere iz azbuke kodiramo brojevima
static int kod(char c)

{
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switch(c)
{
case 'c':
return 0;
case 't':
return 1;
case 'g':
return 2;
case 'a':
return 3;
}
return -1;
}
// cvor prefiksnog drveta
class Cvor
{

public Cvor[] grane;

public int brojGrana;

public bool krajReci;
}

// kreira se novi, prazan cvor
static Cvor noviCvor()

{
Cvor novi = new Cvor();
novi.grane = new Cvor[4];
novi.brojGrana = 0;
novi.krajReci = false;
return novi;

}

// ubacivanje reci str u prefiksno drvo sa korenom koren
// funkcija vraca novi koren drveta
static Cvor ubaci(Cvor koren, string str)
{
if (koren == null)
koren = noviCvor();

Cvor cvor = koren;
foreach (char c in str)

{
if (cvor.grane[kod(c)] == null)

{

cvor.grane[kod(c)] = noviCvor();
cvor.brojGrana++;

}

cvor = cvor.grane[kod(c)];

}

cvor.krajReci = true;

return koren;

}

// provera da li prefiksno drvo sa korenom koren sadrzi rec str
static bool sadrzi(Cvor koren, string str)

{
if (koren == null)
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return false;

Cvor cvor = koren;
foreach (char c in str)

{
if (cvor.grane[kod(c)] == null)
return false;
cvor = cvor.granel[kod(c)];
}
return cvor != null && cvor.krajReci;

}

// funkcija izbacuje sufiks reci str od pozicije i1 iz drveta sa
// korenom koren funkcija vraca koren drveta nastalog nakon

// izbacivanja

static Cvor izbaci(Cvor koren, string str, int i)

{
// ako je drvo vec prazno, nema sta da se izbacuje
if (koren == null)
return koren;
// ako smo dosli do kraja reci
if (1 == str.Length)
// rec brisemo tako sto oznacavamo da u tom cvoru vise
// nije kraj neke reci
koren.krajReci = false;
else
{
// ako postoji grana sa sa tekucim slovom reci
if (koren.grane[kod(str[i])] != null)
{
// brisemo ostatak te reci iz drveta
Cvor c = izbaci(koren.grane[kod(str[i])], str, i+1);
// ako se tim brisanjem potpuno uklonio deo drveta
// ispod te grane onda uklanjamo 1 tu granu
if (c == null)
koren.brojGrana--;
koren.grane[kod(str[i])] = c;
}
}
// ako je nakon brisanja koren potpuno prazan
if (!koren.krajReci && koren.brojGrana == 0)
// vracamo null kao oznaku praznog stabla
return null;
else
// vracamo tekuci koren
return koren;
}

// funkcija izbacuje rec str iz drveta sa korenom koren
// funkcija vraca koren drveta nastalog nakon izbacivanja
static Cvor izbaci(Cvor koren, string str)

{
}

return izbaci(koren, str, 0);

static void Main(string[] args)
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Cvor koren = null;
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
string naredba = str[0];
string niska = str[1];
if (naredba == “ubaci”)
koren = ubaci(koren, niska);
else if (naredba == “izbaci”)
koren = izbaci(koren, niska);
else if (naredba == “trazi”) {
if (sadrzi(koren, niska))
Console.WriteLine(”da™);
else
Console.WriteLine(”ne”);

}

3anarak: KopekTHu tesieponn

Hus tenedponckux OpojeBa je KOpeKTaH ako HUjeJaH Opoj HUje npeduKke Apyrora (CaMuM THUM Y MY HE TIOCTOje
HU JBa UcTa dpoja). Hanmmm nporpam koju oxpelyje aa u je HA3 yHeTUX OpojeBa KOPeKTaH.

VYaxa3: Ca crangapaHor yiasa ce yHocu 0poj dpojesa n (1 < n < 50000), 3aTuM y n HapeIHUX JIMHUjA N OpojeBa.
Caaxku Opoj ce cacroju og u3mely 3 u 50 mmcapa.

W3zaa3: Ha cranpapaay w3nas vcnucaté da ako je HU3 KOpeKTaH Tj. Ne ako Huje.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz HUznasz Vaasz Uznasz
4 ne 4 da
192 199342

194 193865

199342 192

192865 194

Pememe

Jemno Moryhe pemieme 3agaTka je qa ce dpojeBu ydaue y npedukcHo aApBo. IIpuirkom ydanmBama CBaKOT HOBOT
Opoja mpoBepaBaMo J1a I je HEeKH Opoj y APBETy HEroB MpeduKC U Aa JH je OH IMpeUKC HEeKOr Opoja y ApBeTy.
JenHa moryha uMIjieMeHTaldja je oHa y KOjoj ce y CBaKOM YBOPY JpBeTa 4yBa acollMjaTUBHU HU3 (Mara Tj. PeUHUK)
KOjU IpeciiMKaBa udpe y HoBe YBOPOBE JIpBeTa.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{

class Cvor

{

public Dictionary<char, Cvor> grane;

}

static Cvor napravi(string s, int i)

{
if (1 == s.Length)
return null;
Cvor ¢ = new Cvor();
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c.grane = new Dictionary<char, Cvor>();
c.grane[s[i]] = napravi(s, i+1);

return c;
}
static bool ubaci(Cvor cvor, string s, int i)
{
if (1 == s.Length || cvor == null)
return false;
Cvor c;
if (!cvor.grane.TryGetValue(s[i], out c))
{
cvor.grane.Add(s[i], napravi(s, i+1));
return true;
} else
return ubaci(c, s, i+1);
}

static voild Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
bool OK = true;
string broj = Console.ReadLine();
Cvor koren = napravi(broj, 0);
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
{
broj = Console.ReadLine();
if (OK && !ubaci(koren, broj, 0))
OK = false;
}
if (OK)
Console.WritelLine(”da”);
else
Console.WriteLine(”ne”);

}

Jow jenna moryha umruieMeHTanuja npe@UKCHOr ApBETa je OHa y KOjoj Ce Yy CBAKOM YBOPY 4UyBa HU3 MOKa3MBaya
Ka HacJIeIHAIMMa, KOjH NMa OHOJIMKO eJIeMeHaTa KOJIMKa je BeJIMurHa a30yke (Y OBOM 3aJaTKy a3dyKy umHe 1udpe,
ma gyyBamo 10 ereMeHTHe HU30Be). Y CBAKOM YBOPY Ta/1a MOPaMO UyBaTH U MH(OPMALIH]y O TOME [a JIK ce HeKa ped
3aBpllaBa y TOM YBODY.

using System;

class Program

{

class Cvor
{
public Cvor[] grane;
public bool krajRecti;
}

static Cvor noviCvor()

{
Cvor novi = new Cvor();
novi.grane = new Cvor[10];
novi.krajReci = false;
return novi;
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}
static bool ubaci(Cvor koren, string s)
{
Cvor cvor = koren;
bool OK = false;
foreach (char c in s)
{
if (cvor.krajReci)
return false;
if (cvor.grane[c - '0'] == null)
{
OK = true;
cvor.grane[c - '0'] = noviCvor();
}
cvor = cvor.grane[c - '0'];
}
if (!10K)
return false;
cvor.krajReci = true;
return true;
}
static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
Cvor koren = noviCvor();
bool OK = true;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
string broj = Console.ReadLine();
if (OK && !ubaci(koren, broj))
OK = false;
}
if (0K)
Console.WriteLine(”da”);
else
Console.WriteLine(”ne”);
}

}

3agaTtak MOKEMO PEIUTH U eJIeMeHTapHHje, TaKo mTo heMo mpBo OpojeBe cOpTUpATH JISKCUKOTPadCKH, a 3aTHM
hemo npoBepuTtH fa M ce Mehy mapoBrMa y3acTOIHUX OpojeBa Hala3u HEKU Y KOMe je TIPBU Opoj IpeduKe Apyror.

using System;

class Program

{

static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
string[] brojevi = new string[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
brojevi[i] = Console.ReadLine();
Array.Sort(brojevi);
bool OK = true;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
if (brojevi[i].StartsWith(brojevi[i-1]))
{
0K = false;
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}

break;
}
if (0K)
Console.WriteLine(”da™);
else
Console.WritelLine(”ne”);

3anarak: [Ink npeduxkcu

Harmumm nporpam koju omoryhaBa yHOC FéHETCKHX CEKBEHIM (HHUCKH KOje ce cacToje caMo OJ] KapakTepa a, C, t
g) ¥ KOjU 3a CBaKy YHETY CEKBEHIIy UCITUCY je KOJIMKO MMa CEKBEHIM KOjUMa je CeKBEHIa Koja ce YHOCH IpedHuKc.

Vna3: Cpaka uHUja cTaHIAPAHOT Yyia3a CaJipkKu HUCKY Koja caapsxku HajBuine 10000 kapakTepa a, ¢, t wiu g.

M3na3: 3a cBaky yHETYy HUCKY UCITHCATH KOJMKO MUMa paHHje YHETUX HUCKHM KOjUMa je OHa IpeduKC.

Ipu

Mep

Vaaz Hznaz

tacg
tac
ta
ca
cat

Pem

0
1
2
0
0

(9315

3ajgatak MOXeMO peluTy KopuihemeM nperKCHOT ApBeTa Tako MTo heMo y cBakoM 4BOpY ApBETa 4yBaTH OpOj
HUCKU KOjUMa je HHUCKa MpejiCcTaB/beHa TUM YBopoM npedukc. Tokom ydarmBama Hucke yBehaBahemo dpojay cBuUX

YBOPOBA KPO3 KOj€ Ce MpOoJjia3u TOKOM ydaluBama (TO Cy CBU HEeHU NMPE(UKCH).

usin

clas

{

g System;

s Program

// karaktere iz azbuke kodiramo brojevima

static int kod(char c)

{
switch(c)
{
case 'c':
return 0;
case 't':
return 1;
case 'g':
return 2;
case 'a':
return 3;
}
return -1;
}

// cvor prefiksnog drveta
class Cvor
{
public Cvor[] grane;
public int brojPrefiksa;

// kreira se novi, prazan cvor
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static Cvor noviCvor()

{
Cvor novi = new Cvor();
novi.grane = new Cvor[4];
novi.brojPrefiksa = 0;
return novi;

}

// ubacivanje reci str u prefiksno drvo sa korenom koren
// funkcija vraca novi koren drveta
static voild ubaci(Cvor koren, string str)

{
Cvor cvor = koren;
foreach (char c in str)
{
if (cvor.grane[kod(c)] == null)
cvor.grane[kod(c)] = noviCvor();
cvor = cvor.grane[kod(c)];
cvor.brojPrefiksa++;
}
}

// ocitavanje broja reci u drvetu sa korenom koren koje za prefiks
// imaju rec str
static int brojPrefiksa(Cvor koren, string str)
{
Cvor cvor = koren;
foreach (char c in str)
{
if (cvor.grane[kod(c)] == null)
return 0;
cvor = cvor.grane[kod(c)];
}
if (cvor == null)
return 0;
return cvor.brojPrefiksa;

static voild Main(string[] args)

{
// prefiksno drvo u kome se cuvaju ucitane niske i broje prefiksi
Cvor drvo = noviCvor();
// ucitavamo jednu po jednu nisku do kraja ulaza
string niska;
while ((niska = Console.ReadlLine()) != null)
{
// ispisujemo broj niski u drvetu kojima je tekuca niska prefiks
Console.WritelLine(brojPrefiksa(drvo, niska));
// ubacujemo novu nisku u drvo
ubaci(drvo, niska);
}
}

3anarak: Pa3iuuure moaHuCcKe

Harmmmmm nporpam xoju onpelyje KOMMKO pa3IiuiTHX TOJHUCKY UMa JaTa HUCKA.
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Vaa3: Ca crangapIHOT yias3a ce YHOCH HUCKa nykuHe Hajpuire 5000 kapakTtepa, KOja ce CacToju caMmo Of MaJhX
cioBa a, b, cud.

N3na3: Ha crangapaau nsias UCNUCATH TPaKEeHH OpOj pasIMInTHX TOJHUCKA

IIpumep

Yaaz Hznaz
ababa 10
Objawmrserve

Pasmirante mognucke cy ', ”a”, “ab”, ¥aba”, ”abab”, ”ababa”, ”’b”, ”ba”, , ”’bab” u “baba”.
Pememe

3ajaTak MOXEMO PEIIUTH TaKo LITO OApKaBaMo CKYI Koju he cagp:xaTu cBe MOJHHUCKE yunTaHe HUCKe. CBe MOAHU-
CKe JIAKO MOkeMO Hadpojatu kopuiitiereM yraexhenux newsu. Bpoj nonHuckw je kBagpatau 1j. O(n). YMmerame
Y CKYIT KOjH CaJipKi 1 eleMeHara Moxe peammsopati y cioxeHoctd O(logn) ako ce KOPHCTH GalHCHPaHO APBO,
MehyTum, He Tpeda 3aHeMapuTH Ja ce IPUIMKOM yMeTama Mopejie Ayradke HUCKE, IITO MOXe OUTH CKyIla orepary-
ja (cnoxenoctu O(n)), ma ymeramse Hucke Moxe 3axteBatu O(n logn) kopaka. YKymHa BpeMEHCKa CIOKEHOCT je
O(n®logn). Axo je cKyn pea30BaH y OOJIHMKY Xelll-Marle, Tajla MOKEMO OYeKMBaTH Jia he yHOC y IpoceKy 3axTe-
BaTU KOHCTAaHTHO BpeMe, ajli je BpeMe NOTPedHO 32 M3pauyHaBalbe Xelll BPETHOCTH JyraukuX HUCKHM He3aHeMapHB
(haKTOp U IMHEAPHO 3aBUCH OJ Jly’KMHE HUCKE, 1d CE M Y OBOM CJTyuajy MOKe OUeKMBATH YKynHa ciokenoct O(n?).
Behu npodiieM je 3ay3ehe Memopuje koje je O(n?).

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program
{
static vold Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
var podniske = new HashSet<string>();
podniske.Add(””);
for (int 1 = 0; 1 < s.Length; i++)
for (int duzina = 1; duzina <= s.Length - 1i; duzina++)
podniske.Add(s.Substring(i, duzina));
Console.WriteLine(podniske.Count);

}

CBaku 4BOp y NpebUKCHOM JPBETY MpejcTaB/ba MpeuKe HeKe 0] yOaueHUX HUCKH, IIPU YeMy Ce 3ajeIHIUKH Ipe-
¢ukcn nene m3mel)y cBUX yOaueHMX HUCKH. 3aTo je YKyIaH Opoj YBOpOBa Y APBETY jeOHAK YKYIHOM OpOjy pa3iiu-
YUTHX Mpedukca cBUX ydoaueHnx noaHucky. CBaka IOJHMCKA HEKe HICKE je TpeprKC HEKOT ieHor cydukca. Ctora
3aJaTak MOKEMO PEeIIUTH TaKo IITO Y MpedHKCHO APBO yOalMMO CBe Cy(pUKCe YIUTAHE HUCKE, a 3aTUM IpedpojuMo
YBOPOBE JIPBETA.

VmMerame HUCKe IykuHE m Y ApBO je crnoxenoctn O(m). HdyxuHe cydukca cy penom ox 1 1o n, ma je yKymHO
Bpeme noTpedHo 3a popmupamse apeera O(n?). Onpehusarse Opoja YBOPOBA APBETA j€ JMHEAPHA y OJIHOCY HA Taj
Bpoj YBOpOBa, 11a MOWITO KX Moke duth O(n?), yKylHa 1 BpeMeHCKa M MEMOPHjCKa CTOKEHOCT OBOT TIPUCTYIA je

O(n?).

using System;

class Program

{
const int BROJ_SLOVA_AZBUKE = 4;

class Cvor

{

public Cvor[] grane;
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static Cvor noviCvor()

{
Cvor novi = new Cvor();
novi.grane = new Cvor[BROJ_SLOVA_AZBUKE];
return novi;
}
static void ubaci(Cvor koren, string str, int i)
{
Cvor cvor = koren;
while (i < str.Length)
{
if (cvor.grane[str[i] - 'a'] == null)
cvor.grane[str[i] - 'a'] = noviCvor();
cvor = cvor.grane[str[i] - 'a'];
1+4;
}
}
static int brojCvorova(Cvor koren)
{
if (koren == null)
return 0;
int broj = 1;
for (int i = 0; {1 < BROJ_SLOVA_AZBUKE; i++)
broj += brojCvorova(koren.grane[i]);
return broj;
}
static void Main(string[] args)
{
string s = Console.ReadLine();
Cvor koren = noviCvor();
for (int 1 = 0; 1 < s.Length; i1++)
ubaci(koren, s, 1);
Console.WriteLine(brojCvorova(koren));
}

3aparak: Ilap koju naje najsehu XOR

Hanwium nporpam koju Mehy yHeTuM npupoaHuM OpojeBuMa oapelhyje oHaj map Koju Jaje Hajsehu pesyJirar rnpu
OTIepaIyjy eKCKIIy3UBHE AWCjyHKIHje (XOr).

Vaaz: Ca craniapaHor ysiasa ce yocu 0poj n (1 < n < 100000), a 3aTum n npupoaHux dpojesa usmehy 0 i 1018,
CBaKM y NOCEOHOM pefy.

M3aa3: Ha cranpapaHy M3/1a3 UCIMCATH MAaKCHMAJIHY BPEIHOCT KOja ce MOXke JOOMTH Kaja ce oreparnuja eKCKy-
3WBHE JVICjYHKIIMje IPMEHH Ha HeKa JBa yHeTa dpoja.

IIpumep
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Yaaz Hznaz
5 7

1

2

3

4

5

Objautroerve

Hajsehu pesyntat 7 noduja ce eKCKJIY3MBHOM IHUCjYHKIMjoM OpojeBa 3 ¥ 4 (HBHUXOBU OMHApHHU 3allUCU CYy
00...0000011 u 000...000100). Hcru pesynrar moduja ce W EKCKIy3MBHOM IWCjYHKIHjoM OpojeBa 2 W 5
(1UXOBU OMHApHU 3anucH cy 0000. .0000101 1 0000. . .00000010).

Pememe

Pemewe rpydom cuiioM moapasymeBa Jia ce Ha CBaku map OpojeBa mpumeHnu onepaipja XOR u ga ce ucnuiie Mak-
cuMyM 10dujennx pesyirara. CiokeHocT oBor npuctyna je O(n?).

using System;

class Program
{
static voild Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
ulong[] brojevi = new ulong[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
brojevi[i] = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong max = 0;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < 1; j++)
if ((brojevi[i] ~ brojevi[j]) > max)
max = brojevi[i] ~ brojevi[j];
Console.WriteLine(max);

}

EduxacHuje perreme MOxXeMO 100UTH IPIMEHOM CTPYKTypa rnojaTaka. [IokymajMo aa 3a cBakM HOBHM YHETH OpOj
eukacHo m3pauynamo HajBehu Opoj koju ce Moxke nodutn npumMeHoM onepanvje XOR Ha wera M HEKH OJ1 TIpeT-
XOIHO yHeTHX OpojeBa (y peliemy rpyooM CUJIOM, TO Ce JelllaBa y YHYTpallmhoj newbn). [lokymmajmo aa taj opoj
ofipeIuMo OUT-TIO-OUT U TO KpeHyBIIHY o1 OuToBa HajBehe Texune. Ha mecty Outa HajBehe Te:xuHe MOkeMO 100UTH
1 ako Tekyhu dpoj nounme dutom 0 1 Mehy paHuje y4uTaHUM OpojeBUMa IIOCTO U HEKU KOjU MouMbe dutoM 1 umm
ako Tekyhu dpoj mounse Ourom 1 1 Mel)y paHuje yautaHuM OpojeBUMa IOCTCOjU HEKH KOju rounibe dutom 0. Y
CYIIPOTHOM Ha MecTy Hajsehe TexxuHe pe3yntata Mopa dutu dut 0. Hakon oapehuBama npsor duta, ogpehyjemo
HapeJHY, ajli y cIy4ajy Ja cMo Ha Bojehe MecTo pesyJrara ynucaud 1, Mehy yunTaHnM HUCKaMa 3a/ipAKaBaMo caMo
OHe Koje cy Ha Bogehem MecTy uMaiu OUT cyrpoTan OuT Bojehem duty tekyher Opoja (y ciyuajy na cMo Ha Bojehe
MecTo pesyJitata ynucanu 0, Taja cy CBU paHUje YUUTaHU OpOjeBU MOYUbATA UCTUM OUTOM KOjUM MOUMEbe TeKyhu
Opoj u cBU ce 3aapxkaBajy). Ilocrynak caja MoHaB/bAMO 3a APYTry OUT, IPU YEMY pa3MaTpaMo CaMO HUCKE KOje HUCY
panmje ondaveHe. Ha mprumep, ako cy natu dpojeBu

1001
1010
0110

U axo je tekyhu Opoj
0010
Ha Bopehe mecto pesynrara Moxkemo ynmcatu 1, npu yemy 3a/ipaBaMo HUCKE

1001
1010
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Ha npyro mecro pesyarara mopamo ynucatu 0, jep cBe 3ap:xaHe HUCKe Ha MeCTy Jpyror outa umajy 0, ucTo Kao u
tekyhu Opoj. OOe HUCKe ce 3aapKaBajy.

Ha tpehe mecto pe3ysrata MoxkeMo ynucaty 1 U Tajia 3aapxkaBaMo caMo HUCKY
1001

Ha xpajy, Ha nocneqme MecTo pesyirara Moxemo ymucatu 1. Konauan pesynrar je, gakie, 1011 u oH ce goduja
npumeroM oreparmje XOR Ha Hucke 0010 1 1001.

ITperpary mMoxxeMoO BeoMa jeHOCTABHO OPraHM30BaTH aKO CBE YUHTaHE OMHAPHE 3allice YMUIIEMO y MpehHKCHO
IpBO. Y CBaKOM HHMBOY JpBETa OJUTy4YyjeMO Ce 3a jelaH OUT U CITyLITamheM Ha HapeJHW HUBO EJIMMHMHHILIEMO CBE
OHEe HHUCKe Koje Ha oAroBapajyhem mecTy Hemajy Taj out. Ako y TekyheM Kopaky MOoCToju rpaHa odesexeHa dutom
cynpoTHOM oj] Tekyher duta TpeHyTHOTr Opoja, CIyIITaMo ce lOME U y Pe3yJITaT yIUCyjeMo jeANHHUILY, 10K Ce Y Cy-
TIPOTHOM CITyIIITaMO IPAaHOM Ha KOjOj ce Haja3u OUT jeqHaK TeKyheM ONTy TpeHyTHOT Opoja i y pe3yaTaT YIIHCyjeMo

HYJTy.

Crnoxenoct oor anroputma je O(n), mpu YeMy je KOHCTaHTa jefHaka Opojy OMTOBa KOjuMa ce 3armucyjy Opojesu
(c 003upoM Ha orpaHnYera Jata y 3aJaTky, To je 64).

using System;

class Program

{
class Cvor
{
public Cvor[] grane;
}
static Cvor noviCvor()
{
Cvor novi = new Cvor();
novi.grane = new Cvor[2];
return novi;
}
static voild ubaci(Cvor koren, ulong broj)
{
Cvor cvor = koren;
ulong mask = 1UL << (8*sizeof(ulong) - 1);
while (mask != 0)
{
bool bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor.grane[bit ? 1 : 0] == null)
cvor.grane[bit 2 1 : 0] = noviCvor();
cvor = cvor.grane[bit ? 1 : 0];
mask >>= 1;
}
}

static ulong maxXOR(Cvor koren, ulong broj)
{
Cvor cvor = koren;
ulong rez = 0;
ulong mask = 1UL << (8*sizeof(ulong) - 1);
while (mask != 0)
{
bool bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor.grane[bit 2 0 : 1] != null) {
rez = rez | mask;
cvor = cvor.grane[bit 2 0 : 1];
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} else
cvor = cvor.grane[bit ? 1 : 0];
mask >>= 1;

}

return rez;

static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
ulong x = ulong.Parse(Console.ReadLine());
Cvor koren = noviCvor();
ubaci(koren, x);
ulong max = 0;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
{
x = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong rez = maxXOR(koren, x);
if (rez > max)
max = rez;
ubaci(koren, x);
}

Console.WriteLine(max);

}

3anarak: Hajsehn XOR cermenTa

Hanumy nporpam koju y HU3y nNpupoJHUX OpojeBa oapelhyje Hajeehu Opoj Koju ce MOxke JOOUTH ONeparfjoM eK-
CKJTy3VBHE JIMCjYHKLIM]je PUMEH-eHe Ha HEKHM HEeNPa3HU CErMEHT (IIO/IHU3 y3aCTOIHUX eJleMeHara) TOr Hu3a.

Vaa3: Ca cranmapasor yna3a ce yunrtaBa Opoj ememenata Huza n (1 < n < 100000), a 3aTUM U3 N HAPESTHUX
penoBa 1o jesaH npupoaHu 6poj msmehy 1 u 1018,

M3na3: Ha crangapaay m3ia3 ucnmcaTi TpaxeHy MakCHMaJIHY BPEIHOCT €KCKJTy3MBHE [IVIC]YHKIIje HEKOT Herpa-
3HOT CErMEHTA HU3A.

IIpumep

Yaaz Hznasz
5 54

10

20

30

40

50

Odjawrserve

MakcuMaiHa BpeIHOCT Ce MOCTHKe 32 ABOWIAHU cerMeHT 30 40 (duHapHU 3amucH OBUX OpojeBa cy ...011110 u
...101000, a pe3yararta je ...110110).

Pememe

Penierse rpydoM cHIIOM TMOZpa3yMeBa Jia ce 32 CBAKU CETMEHT U3pauyHa BPeIHOCT eKCKIIy3UBHe aucjyHkimje. Cer-
MEHTe MOXeMOo HabpajaTu yrHeXjeHHM reT/bama IJie ce y CIIOJbHOj NET/bH MeHba JIEBH, 4 Y YHYTPAILb0] IET/bU IECHU
Kpaj cermMeHTa. Ha Taj HauuMH ce CerMeHTH MPOLIMPY]y jEOHUM IO jeJHUM €JIEeMEHTOM, Na BPEOHOCT eKCKIIy3UBHE
JWCjyHKIIMje BHXOBUX eJIeMEeHaTa MOXEMO U3pauyHaBaTH MHKPEMEHTATHO.

CrnokeHoct oBakgor anroputMa je O(n?).

using System;

class Program
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static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
ulong x = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong xorPrefiksa = x;
ulong[] xoroviPrefiksa = new ulong[n];
xoroviPrefiksa[0] = xorPrefiksa;
ulong maksSegmenta = xorPrefiksa;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
{
x = ulong.Parse(Console.ReadLine());
xorPrefiksa = xorPrefiksa ~ x;
maksSegmenta = Math.Max(maksSegmenta, xorPrefiksa);
for (int j = 0; j < 1; j++)
maksSegmenta = Math.Max(maksSegmenta,
xorPrefiksa ~ xoroviPrefiksa[j]);
xoroviPrefiksa[i] = xorPrefiksa;
}

Console.WritelLine(maksSegmenta);

}

3amaTak MoxkeMo epHKacHUje PEINTH KOpUIIhemeM TeXHUKe CIMYHE TEXHUIM M3pakaBama 301Mpa cerMeHTa Kao
pasnmke gBa 30upa npedukca. Haume, Baxu na je

J J i—1
Dar = Dac e Do
k=i k=0 k=0

3aro y mporpamy MOXeMO OJpXkaBaTW HU3 CBHUX JOCAJAlllEbUX BPEAHOCTH EKCKIIy3MBHHUX IUCjYHKIMja mpedukca
Huza. [IpuamMkoM aHanu3e HapeAHOr eleMeHTa ofpelyjeMo eKCKIy3UBHY AUCjyHKIMjy Mpedukca Koju ce Bhume
3aBpuIaBa (TO MOXEMO YPaJUTH WHKPEMEHTAJIHO, jep Beh 3HaMO eKCKJIy3WBHY JIMC]YHKLM]y eJleMeHaTa IpeTXo/-
Hor npeukca). [Topeanmo Ty BpeJHOCT ca TPEHYTHIM MAaKCUMYMOM, a 3aTHM M3 Hhera U3y3uMaMo jeJaH 1o jeqaH
€JIEMEHT ca MoYeTKa 1 yropelhyjemo Tako 10dujeHe BpeAHOCTH ca TPEHyTHUM MAaKCUMyMOM (HapaBHO, aKypupamo
MaKCHUMYM KaJ rof je To motpedHo). Ha kpajy BpeaHOCT TpeHyTHOT IpedrKca 10/JajeMO Y HIU3 BPeJHOCTH MPETXO-
HUX npedHKca U Npea3siMo Ha HapeJHU eJIEMEHT, CBe JJOK He 00paJliMO CBE eJIEMEHTE HU3a.

oo aHaMM3Mpamo 7 eJleMeHaTa Hu3a | MOLITO PUINKOM aHAJIM3€ CBAKOT €JIEMEHTa aHAJIM3MPaMO CBE IPETXOJHE
npeduKce, CI0KeHOCT oBor npuctyna je O(n?).

using System;

class Program
{
static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
ulong[] brojevi = new ulong[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
brojevi[i] = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong maksSegmenta = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
ulong xorSegmenta = brojevi[i];
if (xorSegmenta > maksSegmenta)
maksSegmenta = xorSegmenta;
for (int j = 1+1; j < n; j++) {
xorSegmenta = xorSegmenta ” brojevi[j];
if (xorSegmenta > maksSegmenta)
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maksSegmenta = xorSegmenta;

}

Console.WritelLine(maksSegmenta);

}

OcHOBHU KOpaK IPeTXOJHOT aJITOpUTMa je [a ce 3a JaTy BpeJHOCT TeKyher mpedukca npoHale oHaj MPeTXOAHU
npeduke koju ca natuM faje Hajsehy BpenHoct XOR-a. OBaj ce mpodsiemM BeoMa e(prKacHO MOXe PelInuTy noMohy
npedukcHor apeerta. Ta TexHHKa je ormucaHa y 3aaaTky [lap koju naje Hajsehm XOR.

Ha Ttaj HaunH u30eraBamMo yHyTpalllby MEeT/by KOJOM CE aHAJIM3UPa jeflaH Mo jeJaH npedhrKC U YKYIHY CJI0KEHOCT
cHmxkasamo Ha O(n), Ipy YeMy je KoHCTaHTHU (hakTop y3 1 jeHak dpojy OuroBa NoTpedHMX 3a 3amuc OpojeBa.

using Systenm;

class Program

{
class Cvor
{
public Cvor[] grane;
}
static Cvor noviCvor()
{
Cvor novi = new Cvor();
novi.grane = new Cvor[2];
return novi;
}
static void ubaci(Cvor koren, ulong broj)
{
Cvor cvor = koren;
ulong mask = 1UL << (8*sizeof(ulong) - 1);
while (mask != 0)
{
bool bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor.grane[bit ? 1 : 0] == null)
cvor.grane[bit ? 1 : 0] = noviCvor();
cvor = cvor.grane[bit ? 1 : 0];
mask >>= 1;
}
}

static ulong maxXOR(Cvor koren, ulong broj)
{
Cvor cvor = koren;
ulong rez = 0;
ulong mask = 1UL << (8*sizeof(ulong) - 1);
while (mask != 0)

{
bool bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor.grane[bit ? 0 : 1] != null) {
rez = rez | mask;
cvor = cvor.grane[bit 2 0 : 1];
} else
cvor = cvor.grane[bit ? 1 : 0];
mask >>= 1;
}
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return rez;

}

static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
ulong x = ulong.Parse(Console.ReadLine());
ulong xorPrefiksa = x;
Cvor koren = noviCvor();
ubaci(koren, xorPrefiksa);
ulong maksSegmenta = xorPrefiksa;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
{
x = ulong.Parse(Console.ReadLine());
xorPrefiksa = xorPrefiksa ~ x;
maksSegmenta = Math.Max(maksSegmenta, xorPrefiksa);
maksSegmenta = Math.Max(maksSegmenta, maxXOR(koren, xorPrefiksa));
ubaci(koren, xorPrefiksa);

}

Console.WritelLine(maksSegmenta);

5.2 Crpykrypa noaaraka 3a npejcraB/bambe JUCjYHKTHHX MOACKYIIOBA
(union-find)

INonekan je moTpedHO OAp:KaBaTH y MPOrpaMy HEKOIMKO AMCjYHKTHHX MOJCKYIOBa ofpeheHor ckyma, pu 4emy je
Mohu 3a aTu eieMeHT epuKacHO mpoHahu KoM cKymy nipunaza (oBa omnepanuja ce 30Be find) u edpukacHo crojutu
JIBa 3a]1aTa MOJICKyTa y HOBH, Behu MojcKyTI (Ty onepanujy Hazueamo union). [Tomohy omeparmje find mako Mmoxemo
3a Ba eJeMEHTa MPOBEPUTH Ja JIM MPHIIa[ajy MCTOM MOJCKYIy Tako IITO 33 CBAKM Of HHX IpoHaljeMo o3HaKy
TIOZICKYTIa ¥ ITPOBEPUMO 1A JIU CY OHE je/IHAKE.

Jenna moryha nmrieMeHTanyja je na ce ogpxkapa NpeciuKaBambe CBAKO €UIEMEHTa Y 03HAKY IMOJICKYIa KOjeM IMpH-
najga. AKO MPETIIOCTaBMMO Jia Cy CBU €JIEMEHTH Hymepucaian dpojeBuma o 0 1o n — 1, OHza OBO Npec/MKaBambe
MOXEMO pealn30BaTi NoMohy OOWYHOT HK3a I7le ce Ha MO3ULIMjU CBAKOT eJIeMEHTa HaJla3! O3HaKa MOJCKYyIa KojeM
OH TIpHIaJia (aKo eJIEMEHTH HICY HyMepUCaH! OpojeBUMa, MOIII OMCMO KOPUCTHUTHU Mally yMecTo Hu3a). Onepauuja
find je Tama TpuBHMjaHa (caMo ce U3 HU3a MPOYMTA O3HAKA MOJICKYMA) U ciokeHocT joj je O(1). Oneparmja uni-
oN je MHOTO CIIOpHja, jep 3axTeBa Jia ce O3HAKe CBUX eJleMeHaTa jeTHOT MOCKYIa MPOMeHe Yy O3HaKe JIPYror, IITO
3axTeBa Jia ce npohe Kpo3 unras Hu3 u cinoxenocru je O(n).

int 1d[MAX_N];
int n;

void inicijalizuj() {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
id[i] = 1;

}

int predstavnik(int x) {
return id[x];

}

int u_istom_podskupu(int x, int y) {
return predstavnik(x) == predstavnik(y);

}

vold unija(int x, int y) {
int 1dx = 1d[x], idy = id[y];
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for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
if (id[i] == idx)
id[1] = idy;
}

KipyuHa uzeja je a eneMeHTe He IpecrKaBaMo Y O3HaKe MOJICKYIOoBa, Beh 1a ITOCKYIoBe YyBaMo y OOJIMKY JIpBeTa
TAaKO Ja CBaKM €JIEMEHT CIIMKaMO Yy HeroBor poautesba y IpBery. Kopene npsera hemo cimkaru came y cede u
CMaTpaTH X O3HaKama MoACKynoBa. [lakie, 1a OucMo Ha OCHOBY IPOM3BOJBHOT €JIEMEHTA Ca3HAIN O3HAKY MOACKYTA
KOM MpuMnaja, NoTpedHo je Ja npohjeMo Kpo3 HU3 poAuTesba CBE JAOK He CTUTHEMO JI0 KopeHa. Harmacumo na cy y
OBHUM JpBETHMa [IOKa3MBaul YCMEPEHH O Jielle Ka POAUTEbUMA, 32 PA3IUKy Off KJIACHYHUX JpBeTa [ie NOKa3uBaun
yKa3yjy ofi poauTesba Ka JelH.

VHHjy MOXEMO BPILIHTH TaKO IITO KOPEH jeHOT MOACKYNa yCMEPUMO Ka KOPeHY ApYror.

ITpBu anropuram oAroBapa CUTyalMju y KOjoj 0coda Koja IIPOMEHH a/ipely 0OaBeIlTaBa CBEe Jpyre 0code 0 CBOjOj
HOBO] afpecu. Ipyru ogroeapa CHTyaldju y KOjoj caMO Ha CTapoj apecH OcTaB/ba MH(OPMAIHjy O CBOjOj HOBO)]
agpecu. OBO, HApaBHO, MAJIO yCIIOpaBa JIOCTaBY TOIITe, jep ce Mopa npehu Kpo3 HU3 IpeycMepaBamba, ajiil ako Taj
HU3 HUje Npeyradak, Moxe OUTH 3HauajHO e(PUKACHUJU OJI IIPBOT MIPUCTYIIA.

int roditelj[MAX_N];
int n;

void inicijalizuj() {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
roditelj[i] = i;
}

int predstavnik(int x) {
while (roditelj[x] != x)
x = roditelj[x];
return x;

}

voild unija(int x, int y) {
int fx = predstavnik(x), fy = predstavnik(y);
roditelj[fx] = fy;
}
CJ10%eHOCT MPETXOAHOT MPUCTYIIA 3aBUCH OJ] TOTa KOJIMKO CY JIPBETa KOjUMa Ce MPE/ICTaBIbajy MOACKYIIOBU yPaBHO-

TekeHa. Y HajropeM Ciydajy ce OHa MOTY W3[IeTeHepUPATH Y JIUCTY U Ta[a je CIOKEHOCT cBake of onepatwja O(n).
NnyctpyjmMo 0BO jeTHUM MPUMEPOM.

01 2 3 4 5 6 7

unija 7 6
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6 1 2 2 3 4 5 6
unija 2 1
0 1 1 2 3 4 5 6
unija 1 0

0 01 2 3 4 5 6

VIuT KojuM ce Tpaku IPeICTAaBHUK CKyIIa KOjeM MpUIaga eJIEMEHT 7 ce peasii3yje HU30M KOpaka KojuMa ce Ipesia3u
npeko cieaehux enemeHara 7,6,5,4,3,2,1,0. Mako ce 0BO YMHU rOpUM O] IPETXOTHOT MPUCTYTA, T je Oap mpoHasa-
xKerbe mojickymna komrano O(1) Kaga cy JpBeTa ypaBHOTEXeEHA, Taja je ciokeHocT cake oj onepaiuja O(logn) u
LIEHTPAJIHY 33/1aTaK Ja O ce Ha OBOj MJej| M3rpaauia eprkacHa CTpyKTypa MojiaTaka je Jia ce Ha HeKM HauMH 00e3-
Oeny a ipBeTa ocTaHy ypaBHOTekeHa. KibyuyHa mieja je ma ce MPHWJIMKOM M3MeHa (a OHa ce BpIIe caMoO Y CKJIOIY
oreparje yHuje), ako je moryhe, 00e3deau fa ce BUCHMHA ApBeTa KOJUM Ce MpeAcTaBba YHIja He rmoBeha y oqHoCcy
Ha BHCHHE TI0jeJUHAYHHX JIpBeTa KOja MpeACTaB/bajy CKYIIOBE KOjU ce YHHPajy (BUCHHY MOXeMO AepuHucaTH Kao
Opoj rpaHa Ha MyTawU O] TOT YBOpa 10 HeMy Hajyaa/beHujer JucTta). [Ipuirkom npasbemba yHUje, UMaMo CIOO0TY
n3dopa KopeHa Kor hemo ycMepuTH Ka JIpyroM KopeHy. AKO ce yBeK u3adepe Jja KopeH mmher ApBeTa ycMepaBamMo
Ka 1y0ibeM, Taza he ce BUCHMHA yHU]je moBehaBaTH caMo ako ¢y 0da IpBeTa KOj YHUpaMo KCTe BUCHMHE. BucuHy apeeTta
MOXEMO OJpKaBaTh y MocedHOM HU3Y Koju hemo u3 pasiora koju he dutn KacHUje 0djalImbeH Ha3BaTh rang.

int roditelj[MAX_NT;
int n;
int rang[MAX_N];

void inicijalizuj() {

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

roditelj[i] = 1;
rang[i] = 0;
}
}

int predstavnik(int x) {
while (roditelj[x] != x)
x = roditelj[x];
return x;

}

voild unija(int x, int y) {
int fx = predstavnik(x), fy = predstavnik(y);
if (rang[fx] < rang[fy])
roditelj[fx] = fy;
else if (rang[fy] < rang[fx])
roditelj[fy] = fx;

else {
roditelj[fx] = fy;
rang[fy]++;

}

}

IMokaxuMo paj aIropuT™Ma Ha jegHoM npumepy. [oackynoe hemo mpeacTaBbaTi ApBeTHMA.

1 2 3 45 6 7 8
unija 1 2

1 3 45 6 7 8
2
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unija 6 7

unija 5 4
1 6
2 3 4 7 8
5
unija 3 7
6
1 4 7 8
2 3 5

JIOKaXMMO MHIYKIMjOM JIa Ce y ApBeTy UMji je KopeH Ha BHCHHM h Hamasu oap 2" usoposa. Basza je mouetHu
clyuaj y KOME je CBaKM YBOP CBOj MPEACTABHMK. BHCHHA CBHMX YBOPOBA je Taja HyJa U cBa ApBeTa umMajy 20 =
yBop. [Tokaxkumo J1a cBaka yHMja ofip’kaBa OBy MHBapujaHTy. [1o MHAYKTHBHOj XMIIOTE3H MPETIIOCTaB/baMo Jia 00a
JIpBETa KOja MPe/CTaBIbajy MOICKYIOBE KOjH Ce YHUpAjy UMajy Bucuue hi 1 ho u dap 21 u 22 usopopa. Ykomiko
ce YHHpameM BHCHHA He ToBeha, WHBapHjaHTa je odyBaHa jep ce Opoj uBopoBa moeehao. JeawHu ciydaj Kajga
ce noeehaBa BUCHHA YHH]je je Kaaa je hy = ho W Taja odjenumbeHo ApBO MMa BUCHHY h = hy + 1 = ho 4+ 1
u Gap 2" + 272 = 2" ypopopa. Tume je TBphemwe noKazaHo. Jlakie, CIIOKEHOCT CBAaKe ONepalje MpoHaIacKa
npejicTaBHUKA Y cKymy ot 1 uBopoBa je O (logn), a HoIITo yHUpPaHhe HAKOH POHAJIAKE A [IPEICTABHIKA BPIIX jOLII
camo O(1) omnepanmja, u coxkeHoct Haaxemwa yauje je O(logn).

Perivo 1 fa je ymecrto BucuHe Moryhe onpxkaBaTty Opoj YUBOpPOBa y CBAKOM O/ TTOJCKYIOBa. AKO YBEeK yCMepaBaMo
MpeACTaBHUKA Marber Ka MpeACTaBHUKY Beher MmocKyma, MOHOBO hieMo JOOMTH JIOTapUTaMCKy CIJIOKEHOCT Hajroper
ciyyaja 3a 0de ornepanyje. OBO BaXy 3aTO IITO M OBaj HAYMH IIPaBJbeiha YHHjE rapaHTyje Aa He MOKEeMO MMaTH
BHCOKO JIPBO ca MajiM OpojeM uBopoBa. Ia Ou ce modwmiio ApBo BucuHe 1, moTpedHa Cy HajMame ABa YBOpa; Aa
0u ce 100MJIO IPBO BUCUHE 2 HajMame YeTUPH YBOpa (jep ce crajajy gBa ApBeTa BUcHHE 1 Koja MMajy dap mo aBa
yBopa). [a du ce nodmio ApBo BHCcHHE h TOTpedHO je HajMame oh ypopoBa. Opasze cienu Ja he BUCHHE CBUX
apseta y oBoj crpykrypu durtu Bucune O (log n).

HMaxo je oBa CIOXKEHOCT CACBUM MPHXBAT/BHBA (CJIOKEHOCT MpoHaaxera n yarja je O(nlogn)), Moxe ce nogatHo
H0OO0JBLIATH BPJIO j€THOCTAaBHOM TEXHHMKOM IO3HATOM Kao Komipecuja dyiiaree. HanMe, NpUIMKOM MpOHaNakema
IpeJCTaBHUKA MOXKEMO CBE YBOPOBE KPO3 KOje IIPOJIa3iMO YCMEPUTH IIpeMa KOpeHy. JeaH HauuH Ja ce TO HOCTUTHe
je Ja ce HaKOH IpOHANIaXeha KOpeHa, MOHOBO Tpolje Kpo3 HU3 pojUTesba U CBU NMOKA3MBAUM yCMepe IpeMa KOpeHy.

int predstavnik(int x) {
int koren = x;
while (koren != roditelj[koren])
koren = roditelj[koren];
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while (x !'= koren) {
int tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = koren;
X = tmp;

}

return koren;

}

3a cBe YBOPOBE KOjU ce 00MIIa3e 0] MOJIa3HOT YBOPA [0 KOpPeHa, Iy KMHE MyTama 1O KOpeHa Ce HAKOH OBOra CMamy-
jy Ha 1, MehyTuM, Kao mTo npuMehyjemMo, HU3 paHroBa ce He Mera. AKO paHroBe TyMaulMMO Kao Opoj YBOpoBa y
TIOZICKYTTy, OHJIa C€ MPUJIMKOM KOMITpECHje IyTarbe Ta CTAaTUCTHKA U HE MeHa, 1A je MOCTYNaK KOpeKTaH. AKO paH-
rOBE TyMaulMO Kao BHCHHE, jaCHO je 1a MPHUIMKOM KOMITpPEcHje MyTame HU3 BICHHA MocTaje HeaxypaH. Mehytum,
MHTEPECAHTHO je Ja HU Y OBOM CJIyJajy Hema notpede Ja ce oH axypupua. Hanme, dpojeBu Koju ce cazia uyBajy y
TOM HM3Y He MPe/ICTaB/bajy BHIIEe BUCHHE YBOPOBA, Beh ropme rpaHuiie BUCHHa yBopoBa. OBU OpojeBH ce HaJasbe
cMaTpajy paHroBMMa YBOPOBA, Tj. MOMONHMM MOJAIMMa KOjU HaM MOMAaKy Ja IPEeyCMEPUMO YBOBOBE MPUITUKOM
yHupama. [lokasyje ce na ce OBUM He HapylllaBa CJIOKEHOCT Hajroper ciydvaja u Ja ()yHKIHMja HacTaB/ba KOPEKTHO
713 pajy.

Y nperxopHOj MMIUIEMEHTALMjH Ce [Ba MyTa MpoJia3y Kpo3 IyTarby O YBOpa JI0 KopeHa. Mnak, cimuHe nepdop-
MaHCe ce MOTY JIOOUTH 1 CaMo y jeTHOM Tposia3y. [locToje 1Ba HaUMHA Ha KOjU CE OBO MOXE YPaJUTH: jeJaH Off BUX
je [la ce CBaKM YBOP yCMEpH Ka POJUTeIby CBOT POANTEbA. 3a CBE YBOPOBE KOjH CE 0dMIa3e of MOoJa3HOT YBOpa JI0
KOpEHa, Jy’KMHE ITyTarma 0 KOPeHa Ce HAKOH OBOT'a CMakby jy ABOCTPYKO, IITO j€ I0BOJHHO 32 OJJIMYHE NepdopMaHce.

int predstavnik(int x) {
while (x != roditelj[x]) {
tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
X = tmp;
}

return x;

}

Jlpyri HauMH nozipa3ymeBa Ja ce MPUIMKOM IPoJiacka o YBOpa Ka KOPEeHy CBAKM JIPYTM UBOP Ha IyTambu yCMEpU
Ka POJIUTEJbY CBOI' POJUTEIbA.

int predstavnik(int x) {
while (x != roditelj[x]) {
roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
x = roditelj[x];
}

return x;

}

ITpumeTnmo a2 je OBUM J0JaTa caMo je[Ha JIMHUja KoAa y TPBOOUTHY UMILIeMeHTanrjy. OBOM jeIHOCTAaBHOM MpO-
MEHOM aMOPTU30BaHa CJIOKEHOCT orepanuja nocraje camo O(a(n)), rae je a(n) urBep3Ha AkepmaHoBa (yHKIHja
KOja CTpallHO CHOpOo pacTe. 3a OUM KOju dpoj n KOjU je Mamu o Opoja aToMa y LieJIOM YHUBEP3yMy Baxu Ja je
a(n) < 5, Tako 1a je BpeMe IPaKTUYHO KOHCTAHTHO.

3aparak: [IpBu nyT Kpo3 MaTpuny

Jlornyka MaTpuLia AMMEH3Mje 1 X 1 Y IOYETKY caJipXku cBe HyJle. HakoH Tora ce HacCyMHYHO /10/aje jeaHa o jeqHa
jenununna. Kperame no marpunu je Moryhe camo 1o jequHMIiaMa 1 TO caMo Ha J10J1e, Ha Tope, Ha JECHO U Ha JIEBO.
Harmmmcatu mporpam Koju yuntaBa JUMEH3H]y MaTpHIIE, a 3aTHM MO3UIIH]Y jeHe [0 jeqHe jequHuIie U oapely je HakoH
KOJIMKO FHX je MpBHU IMyT Moryhe cuhu o Bpxa 10 THa MaTpuIie (Ca MPOM3BOJBHOT M0Jba IMPBE BPCTE 10 MPOU3BOJLHOT
T0Jba MOCIIEHE BPCTe MaTPHUIIE).

Vaaz: Ca crangapAHoOr yJasa ce yuurtapa auMensuja Matpuie 1 < n < 200, 3atum dpojmoma m (1 < m < n?)y
KOje ce ylnucyje jeqUHUIIA, a 3aTUM Y HApeHUX M pelloBa KOOpAMHATe THX MoJsba (dpoj BpcTe u dpoj KojoHe of 0
o n — 1, pa3aBojeHu pa3MakoMm).

WM3aa3: Onuc n3aa3HuX nojaraka.

IIpumep
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Vaaz Hznaz
4 8
9

00

01

11

33

13

20

30

21

2 2
Objawmrserve

Iocne 8 yunTaHux mosba, MaTpUIia MocTaje

1100
0101
1100
1001

1 BpX ¥ JJHO TIOCTajy CIOjeHH.
Pememe

OcHoBHa Hujeja je ma ce hopMHpajy CBHU IOJICKYIIOBH eleMeHaTa nu3Meljy KOjux 1mocToju myT (oHA (pOopMHUpPajy T3B.
KOMIIOHEHTe ToBe3aHocTH). CBakM MyT Kaja ce YCIOCTaBU Be3a m3Mel)y HeKa /iBa eJleMeHTa TaKBa /iBa MOJICKyIa,
MOZICKYTIOBH ce crnajajy. Ilposepa qa ji moctoju myT u3Mely /Ba eleMeHTa CBOJM ce OHJA Ha MPOBEpy Ja JIM OHU
MIpUNaJajy UCTOM MOJCKYITY.

ITytama o Bpxa JI0 JHA TIOCTOjH aKO IOCTOjU MyTama Of OMJIO KOT eJIeMEeHTa Y MPBOj BPCTU MaTpULE 10 OUJIO KOT
eJleMeHTa y JHy MaTpuLe. To 01 I0BeJIo 10 Tora ia y CBakoM KOpaKy MOpaMo a IIPOBEPaBaMo CBe IapOBe eJleMeHaTa
13 ropme U 1owe Bpcre. Mehytum, moxemo u dosbe. onahemo BelTauky NOYETHU YBOP (HA30BUMO I'a U3BOP) U
criojuhemo ra ca cBMM YBOPOBMMA Y TIPBOj BPCTH MaTpUIIE U 3aBPIIHKI YBOP (HA30BMMO ra yirhe) u criojuhemo ra ca
CBMM YBOPOBHMA Y TTOC/IEH0] BPCTU MaTpuiie. TaJa ce y CBakoM KOpPaKy caMO MOKe IPOBEPUTH Ja JIU Cy U3BOP U
yuihe CrojeHu Tj. Ja JM IPUINajaajy UCTOM HOACKYILY.

IMoackynoBe MokeMO 4yBaTH IOMONY CTPYKTYpe MojiaTaka 3a MpeICTaBbakbe AUC]YHKTHUX MOJCKYIOBa (EHII. union-
find).

using Systenm;

class Program

{

static int[] UF_roditelj;
static int[] UF_rang;

static void UF_inicijalizacija(int n)

{
UF_roditelj = new int[n];
UF_rang = new int[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
UF_roditelj[i] = i;
UF_rang[i] = 0;
}
}

static int UF_predstavnik(int x)

{
while (x !'= UF_roditelj[x])

233



IJIABA 5. HAIIPEJTHE CTPYKTVYPE IIOJTIATAKA

234

UF_roditelj[x] = UF_roditelj[UF_roditelj[x]];
x = UF_roditelj[x];
}

return x;

}

static voild UF_unija(int x, int y)
{
int fx = UF_predstavnik(x), fy = UF_predstavnik(y);
if (UF_rang[fx] < UF_rang[fy])
UF_roditelj[fx] = fy;
else if (UF_rang[fy] < UF_rang[fx])
UF_roditelj[fy] = fx;
else
{
UF_roditelj[fx] = fy;
UF_rang[fy]++;

// redni broj elementa (x, y) u matrici
static int kod(int x, int y, int n)

{
}

return x*n + y;

static void Main(string[] args)
{
// dimenzija matrice
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());

// alociramo matricu n*n
bool[,] a = new bool[n, n];

// dva dodatna vestacka cvora
int izvor = n*n;
int usce = n*n+1;

// inicijalizujemo union-find strukturu za sve elemente matrice
// (njih n*n), izvor 1 usce
UF_inicijalizacija(n*n + 2);

// spajamo izvor sa svim elementima u prvoj vrsti matrice
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
UF_unija(izvor, kod(0, i, n));

// spajamo sve elemente u poslednjoj vrsti matrice sa uscem
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
UF_unija(kod(n-1, i1, n), usce);

// broj jedinica
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());

// korak u kom se spajaju izvor 1 usce
int korak = -1;
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// ucitavamo 1 obradujemo jednu po jednu jedinicu
for (int k = 1; k <= m; k++) {

string[] str = Console.ReadLine().Split();
int x = int.Parse(str[0]);
int y = int.Parse(str[1]);
// ako je u matrici vec jedinica, nema sta da se radi
if (a[x, y]) continue;
// upisujemo jedinicu u matricu
a[x, y] = true;
// povezujemo podskupove u sva cetiri smera
if (x > 0 && a[x-1, y])

UF_unija(kod(x, y, n), kod(x-1, y, n));
if (x + 1 < n & a[x+1, y])

UF_unija(kod(x, y, n), kod(x+1, y, n));
if (y > 0 && a[x, y-1])

UF_unija(kod(x, y, n), kod(x, y-1, n));
if (y + 1 < n && a[x, y+1])

UF_unija(kod(x, y, n), kod(x, y+1, n));
// proveravamo da li su izvor i usce spojeni
if (UF_predstavnik(izvor) == UF_predstavnik(usce)) {

korak = k;

break;

}

Console.WriteLine(korak);

}

3anarak: Pacnopen ca makcumaJjHuM 30upom npocura

JlaTul cy TIOCJIOBU KOjU CBH TPajy jEAMHUYHO BpEMe U 3a CBAKH 10CA0 je TMO3HATO KOjH je KpajihU POK Aa ce 3aBpIIU
U KOJIUKU je MPOUT aKo ce Taj Nocao 3aBpiuM y poky. Hanmim nporpam koju ogpehyje MakcuMastHU IpodUT Koju
Ce MOXXE OCTBapHTH.

VYaa3: Ca crangapaHor yiasa ce yunrasa 0poj nocnosa n (1 < n < 50000), a 3aTUM 3a CBaKM IOCA0 POK 3aBpIIETKA
(mpupoman 6poj ox 1 no n) u npodur (1ieo dpoj ox 1 mo 100).

HN3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCITMCATU MAaKCUMAJIHU HpO(i)I/IT.

IIpumep

Yaaz Hznaz
6 290
3 40

3 80

4 30

4 100

170

1 60

Pememe

3ajatak pemaBaMo rpamM3uBuM ajiroputMoM. [locioBe pacnopelyjemo y omagajyhem pemocieny mpoduta. Ilo-
cao ca HajBehuM mpoutom pacnopehyjeMo y HajKacCHHjU TEPMUH Y KOM je To Moryhe (Tpe ucTeKa HheroBOr poka
3aBpILETKA).

Jloka)XMMO KOPEKTHOCT IPeTXO/IHe Tpam3uBe crpateryje. IIpernocraBumMo jaa ce nocao ca Hajsehnum rnpodpuTom He
HaJIa3 Y ONTUMATTHOM pacropeny. AKO IOCTOjH MOcao y pacropey KOju ce 3aBplllaBa Mpe poKa 3aBpIleTKa Mocia
ca HajBehnM MpouTOM Taga yMECTO Hera MOKEMO CTaBUTH I0cao ca HajBehum mpodutoM u Tako HOOUTH Behn
pouT, WTO je KOHTPAAUKIIFja ca MPEeTIIOCTaBKOM OoNTUMaHOCTH. lakie, mocao ca Hajehum mpodutom Mopa
dutH eo pacriopena (ako MOCTOjU OMJIO KOjU Mpa3aH TEPMHUH y KOME Ce OH MOXE PacropeguTH). Y ONTUMAIHOM
pacriopesly OH MOxe OUTH pacriopeheH y nocieameM TeEpMUHY y KoM je To Moryhe. Haume, ako je oH pacniopehen
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TIpe TOora, a Taj TEPMUH je Mpa3aH, IPOCTO Ta MOXKEMO U3BPIINTH KaCHHUje. AKO ce y TOM TepMHUHY HaJla3u HEKH JIpyrH
10cao, OHJA Ta /iBa Mocja MOXKXEMO IIPOCTO PACTIOPEeTUTH, Oe3 POMEHE YKYIHOT MpoduTa.

WmriemMeHTanuja oBOr NMOCTYIKa Tede Tako MITO MOCJIOBE COpTHpamMo omnajaajyhe mo npodury, a 3aTUM 3a CBaKu
10CA0 Ca JIUCTe TPAXKMMO HajKACHHjU TEpPMHUH y KOMe je Moryhe pacrnopefuTty ra. AKO TakaB TEPMHUH He MOCTOjH,
1ocao MpecKayeMo, a y CyIpoTHOM ra pacriopeljyjemo dam y Tom TepMuHy. KpuTHaHO MecTo je mperpara TepMuHa
3a Tekyhu mocao.

OHO 1ITO NMPBO Ma/1a Ha TAMET je OJIpKaBarhe HU3a JIOTMYKUX BPeJHOCTU KO jUMa Oeie:KMMO KOjU je TEPMUH CI000/1aH,
a koju Huje. CrnodogaH TepMUH ojpelyjeMo JMHEAPHOM MPETParoM Tako ImTo KpeheMo oJ] TepMUHA HEMOCPEIHO
Ipe poKa 3aBpIlieTKa U MOMEPaMo Ce Ka paHuje, CBe JOK Cy TEPMUH 3ay3eTH. Ta mperpara Moxe OMTH JIMHEapHE
CIIOKEHOCTH (aKO Cy CBU TEPMHUH 3ay3eTH), IITO MOXeE JOBECTH O aJlTOPUTMA uHja je cioxenoct O(m - n) rue je m
Opoj TepMuHa (HajKaCHHU]H POK 3aBpIIIETKA MOCIA) 0K je 1 YKyMaH Opoj MmocioBa.

using System;
using System.Ling;

class Program
{
static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
var poslovi = new Tuple<int, int>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
poslovi[i] = Tuple.Create(int.Parse(str[0]), int.Parse(str[1]));

Array.Sort(poslovi, (pl, p2) => p2.Item2.CompareTo(pl.Item2));

int profit = 0;
int brojRasporedjenih = 0;
int maksRok = poslovi.Max().Itemi;
bool[] zauzeto = new bool[maksRok];
foreach (var posao in poslovi)
{
int vreme = posao.Iteml - 1;
while (vreme >= 0 && zauzeto[vreme])
vreme--;
if (vreme >= 0) {
zauzeto[vreme] = true;
profit += posao.Item2;
brojRasporedjenih++;
if (brojRasporedjenih == maksRok)
break;

Console.WriteLine(profit);

}

Bosbe peliewe ce MOCTHKe ako ce yroTpedu uieja CTPYKType mojaTaka 3a epukacHo oapehuBame ynuja. Hanme,
MOXEMO Kpeupar CKyNoBe TEPMHHA TaKBe [ja Ce y CBAKOM CKYITy HaJjla3e rpyle IMoBe3aHuX TepMHUHA Tj. TakKo ja
CBU TEPMMHHU Y HCTOM CKYIy MMajy 3ajeAHMYKOr HajKacHUjer ciaodonHor nperxoaHuka. Kpehemo on Tora nma cy
CBH CKYIIOBH jeTHOWIAHH Tj. Ja je 32 CBaKW XEJheHH TePMUH OH caM TePMHH Yy KOME Ce M0Cao MOXe 3aBPIIATH
(cBaku TepMuH OMBa MOCTaBJbEH Kao MPEICTABHUK CBOT CKyma). Kama ce HeKu mocao 3akaxe, Taga ce CKyIl KOMe je
OH TPUMAJA0 Claja ca CKYNOM KOjU Ce HaJla3W HEMOCPEAHO UCTIpe]l TepMUHA Y KoMe je 3akazaH. [la drcMo moru
Jla pErucTpyjemMo U TepMHHE y KOjUMa BUIlle HUje Moryhe 3aka3WBaTH 4acoBe YBOJAMMO U mocedaH TepmuH 0 (1
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5.2. CTPYKTYPA IOJATAKA 3A IIPEJACTABJBAIBE TUCJYHKTHUX ITIOACKYIIOBA
(UNION-FIND)

TPETUPAMO Ta Kao U CBE OCTaJie).
ITpuka)xumo Ha MpHUMepy KaKo MOKeMO pacropeuTy cienehe mociose

40
80
30
100
70
60

0O N oo
Lol o ~ N >N VS S VY

HaxkoH coptupama no npodutima godujamo cieaehu pegocie].

4 100
80
70
60
40
4 30

N v -HhMO® T A
WL =, Ww

Kpehemo ox cieneher cramwa HU3a poauTesba U pacriopeheHux mocaosa.

Iocao d ce Moxe pacriopeIUTH Y TEpMUH 4 YrMe TOOUjaMo:

01234

ITocao f ce He Moxe pacriopeanTH (TOIITO je MPeACTaBHUK HeroBor TepmuHa 1 caga jemHak ), ma ra mpeckademo.
Iocao a pacrniopelhyjemo y TepMuH 2 (IUTO je TPEeHYTHU MPeJCTAaBHUK HEroBOr TepMUHA 3) YuMe JodujamMo
01234
060023

-efbd

IMocao e He MO)eMO pacropeIuTH (jep je MPEACTABHHUK HEerOBOT TEPMUHA HyJ1a). AKO PaJIMO KOMIIPECH]Y ITyTarbe,
J0JIa3UMO y CTame

061234

060003

-efbd

Ha kpajy o1 mocao f He MokeMo pacriopeanTy (jep je MpeACTaBHUK HeroBOr TepMUHA HyJ1a). AKO paJiMoO KOMIIpe-
cHjy TyTame, 1071a3UMO y CTame

01234
060000
-efbd

[IpumeTnMoO a CMO MOCTyMaK pacrnopehuBama MOIIM MPEKUHYTH Kada je Opoj pacmopeheHuX mocjioBa AOCTUTAO
Opoj ykynaH dpoj TepMuHa.
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using System;
using System.Ling;

class Program

{
static int[] UF_roditelj;

static void UF_inicijalizacija(int n)

{
UF_roditelj = new int[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
UF_roditelj[i] = 1i;
}
static int UF_predstavnik(int a)
{
while (UF_roditelj[a] != a)
{
UF_roditelj[a] = UF_roditelj[UF_roditelj[a]];
a = UF_roditelj[a];
}
return a;
}
static void UF_unija(int a, int b)
{
UF_roditelj[a] = b;
}

static void Main(string[] args)

{

int n = int.Parse(Console.ReadLine());
var poslovi = new Tuple<int, int>[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
poslovi[i] = Tuple.Create(int.Parse(str[0]), int.Parse(str[1]));
}

Array.Sort(poslovi, (pl, p2) => p2.Item2.CompareTo(pl.Item2));

int profit = 0;
int brojRasporedjenih = 0;
int maksRok = poslovi.Max().Itemi;

UF_inicijalizacija(maksRok + 1);
foreach (var posao in poslovi)
{
int vreme = UF_predstavnik(posao.Iteml);
if (vreme > 0) {
profit += posao.Item2;
UF_unija(vreme, UF_predstavnik(vreme - 1));
brojRasporedjenih++;
if (brojRasporedjenih == maksRok)
break;
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Console.WritelLine(profit);

5.3 VYouTu pacnona

Onpebhene cTpykType MojaTaka cy NOCEOHO MOTOAHE 3a MPodJIeMe Y KOjuMa ce TPaky Ja ce Hajl HU30M eJleMeHaTa
U3BpILIABAjy YIUTH KOJU 3aXTeBajy U3pauyHaBambe CTATUCTUKA HEKUX CErMeHaTa Tj. PacloHa Hu3a (EHIVI. range que-
ries). Hajuemhe ce mocmatpajy 30MmpoBu eemMeHaTta cerMeHara, ajm Moryhe je pazmarpaTti 1 MUHIMYM, MaKCUMYM,
MIPOU3BO/, ¥ HEKE JIpyre omneparyje. Y 3aBUCHOCTH OJf TOra Ja JIM ce HU3 Mewa u3Mely U3BpIIaBama ynuTa Wik ce
VIIUTH U3BPINABAjy HaJ HU30M KOjU j& CTAJTHO UCTU Pa3fIMKYjeMo ciliailiuuke yiiuilie paciiona N guHamuvuke yiuiie
paciiona. CTaTUYKM YIUTH PacloOHA C€ YECTO MOTY PELIMTH MPWJINYHO eJeMEHTapHUM TeXHUKama (Ofp:KaBarmeM
HU3a 30upoBa Mpedukca Wi HA3a pa3iiiKa CyCeJHUX eJleMeHaTa Hu3a), JOK AUHAMUYKH YIIUTH paclloHa 3aXTeBajy
Kopuinhere HapeJHUjUX CTPYKTypa MoAaTaka (cerMeHTHHX ctadana, PeHBIKOBHX cTadasa).

5.3.1 CraTtuyku ynuTH pacnoHa

WnyctpyjmMo cTaTUiKe yruTe pacroHa Kpo3 HEKOJIMKO jeAHOCTABHUX 3a/1aTaKa.

3anarak: 30MpoBH cerMeHaTa

INo3Hata je 3apana jemHor npexy3eha Tokom oppehenor dpoja qana. Hanwm nporpam koju omoryhasa KOPHCHHUKY
Ja n3padyHaBa yKyIIHy 3apafy npefyseha y BpeMeHCKUM neproanumMa oJpeheHUM MOYETHUM U KPajHhUM JJAHOM.

Vaa3: Ca cranpapiHor yjasa ce yHocu 0poj gana n (1 < n < 100000), a 3aTuM y HApeHOM pelly N 1eJIMX OpojeBa
n3mely 0 u 100, pa3gBojeHux ca Mo jeJHUM pa3MakoM, KOjU MpeACTaBbajy 3apaje TOkoM n jaHa. HakoH Tora ce
yHocu 0poj ymuta m (1 < m < 100000) n y HapeaHHX m pejioBa ce YHOCE BPEMEHCKH Meproau oapeheHn perHum
Opojem mouetHor mgaHa a u Kpajwer fana b (0 < a < b < n).

WNzaa3: Ha cranmapaHu uzna3 UcnMcaTd m HeJMX OpojeBa KOju TpeACTaB/bajy YKYIHE 3apajie y CBaKOM Of m
nepuoJa.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 15
12345 9

3 3
04

13

2 2

Pememe

JIMpeKTHO pelieme

JlMpexTHO pelere ogpa3syMeBa Ja cBe OpojeBe yUuTaMo y Hi3, a 3aTHM Ja 33 CBaKM YIIUT U3HOBA padyyHaMo 30up
oxroeapajyher cermMeHTa HU3A.

CroskeHoct oBakBor npuctyma je O(nm).

using Systenm;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] brojevi = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
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brojevi[i] = int.Parse(str[i]);
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

str = Console.ReadLine().Split();

int a = int.Parse(str[0]);

int b = int.Parse(str[1]);

int zbir = 0;

for (int j = a; j <= b; j++)
zbir += brojevi[j];

Console.WriteLine(zbir);

}
30upoBu npedukca

JeqHocTaBHO e(hUKACHO pelliene je 3aCHOBAHO Ha HApeHO| UJIEjU: YMECTO UyBama eJleMeHaTa Hu3a, MOXKEMO 4yBaTH
Hu3 30upoBa mpedukca HU3a. 30up cBakor cerMeHTa [l, d] MOKEMO pa3loKUTH HAa pas3juKy 30mpa mpedukca 1o
enemenTa d 1 npedpukca 10 enementa | — 1. AKO KOPUCTHMO O3HAaKy .. @y KOja O3HAYaBa 30UP Ay, + Wpt1 +
...+ a,, MOXeMO 3am¥caTy Ja je

—

M \

Q.

d d !
D ak =) ar-
P k=0 k

0

30mnpoBu cBUX IpedHKca ce MOy U3padyHaTH M CMECTHTH y IOJATHH (a aKo je yIiTega MeMopHje OMTHA, OHJa YaK Uy
OpUTMHAIHH) HU3. [lakiie, TOKOM yuHlTaBama eJeMeHaTa MoxeMo (popMupaT HA3 30upoBa npedukca (pauynahemo
UX MHKPEMEHTAJTHO, jep ce CBaKu HapeqHW 30up mpedukca goduja yBehaBamweM mpeTxoqHor 30upa npedurkca 3a
tekyhu esemeHT Hu3a). Heka z; o3HauaBa 30up eemeHara npedukca ogpeheHor nosuimjama n3 natepsaia [0, 7).
®dopmupamo, Jakie, HU3 z; = 22;10 ay, (ipu "yemy je zo = 0, 30up npasHor npedukca). Taga 30up enemeHara y
cerMeHTy nosuimja (I, d] u3pauyHaBamo Kao zq11 — 2.

3a yunraBame OpojeBa u opmuparse Hu3a 30mupoBa npedukca morpeduo Ham je O(n) xopaka. Hakon oBakBor
HPETIPOLIECHParba, 30UP CBAKOT CErMEHTa ce MO3Ke u3pauyHaTH y Bpemeny O(1), na je ykynHa cioxeHoct O (n—+m).

using System;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] zbiroviPrefiksa = new int[n+1];

string[] str = Console.ReadLine().Split();
zbiroviPrefiksa[0] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
int x = int.Parse(str[i]);
zbiroviPrefiksa[i+1] = zbiroviPrefiksa[i] + x;

int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

str = Console.ReadLine().Split();

int a = int.Parse(str[0]);

int b = int.Parse(str[1]);
Console.WritelLine(zbiroviPrefiksa[b+1] - zbiroviPrefiksa[a]);
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3anarak: YeehaBame cermeHnara

Kamuon npeBo3u tepeT TokoM N Kuitomerapa myTta. Ha myT kpehe npa3aH ¥ TOKOM IyTa yTOBapyje M UCTOBapyje
nakere. AKO Ce 32 CBaKM IAKEeT 3Ha HA KOM je KIJIOMETpy ITyTa YTOBApEH, Ha KOM je KWJIOMETpY ITyTa UCTOBAPEH U
KOJIMKA My j€e Maca, HaIl|IIH porpaM Koju oapehyje konmko je onrtepeheme KaMIOHA Ha CBAKOM KIJIOMETPY ITyTa.
CmMmatpaTy Ja ce mpeAMeT yTOBapyje Ha MOYETKy, a UICTOBapyje Ha Kpajy JaTor KUIOMeTpa.

Vna3: Ca crangapaHor ynasza ce yHocu Opoj kmimomerapa N (10 < N10000), 3aTum, y HapeAHOM pefay, Opoj
npeamera M (0 < M < 10000), a HakoH Tora, y Hapeauux M pemoBa 1o Tpu 1ej1a dpoja pa3aBojeHa pazManuma
KOjU IIPe/CTaB/bajy Opoj KMIOMeTpa Ha YMjeM je MOUYeTKy yToBapeH mpeamer (1ieo 0poj usmehy 0 u N — 1), dpoj
KMJIOMETpa Ha 4ijeM Kpajy je uctoBapeH (uieo dpoj m3mely 0 m N — 1) n Ha kpajy Maca npeamerta (1ieo Opoj u3mely
1 u 10).

M3aa3: Ha cranaapiHy U3jia3 UCMCATH Macy TepeTa y KWIOrpaMiMa Ha CBAKOM KMJIOMETpY MyTa (13a CBake Mace
HaMMCcaTy Mo jelaH pa3Mak).

IIpumep
Yaaz Hznaz
10 0 10 25 35 35 35 25 25 150
3
1510
3710
2 8 15
Objawmrserve

km © 1 2 3 4 5 9 7 8 9

O 0 0 06 0 0 0 0 0 O

1510 O 10 10 10 10 106 0 0 0 0O
3710 0 10 10 20 20 20 10 16 0 0O
2 8 15 O 10 25 35 35 35252515 0
Pememe

JAupekTHO pememe

JupekTan Ha4yMH je Aa ce ojpxkaBa HM3 M y KOjeM ce MamMTé Maca Ha KaMHOHY TOKOM CBaKOI KMJIOMeTpa IyTa.
HakoH yunTaBama CBaKOT MOJATKA O MpeAMeTy (IIOYeTHOT KMJIOMETpa a, 3aBpIIHOT KUiIoMeTpa b 1 Mace m), cBe
BpeaHoCTH Y HU3y M Ha nosunjama o a 1o b (yk/eydyjyhu u 1ux) ce yBehasajy 3a m.

ITpoOnem ca OBUM pelIeHheM je TO IITO MPeAMETH MOTy IIyTOBAaTH BEIMKU OpOj KMJIOMeTapa a ce y CBaKOM KOpaKy
BPILM aXypUPaEbe BEJUKOT Opoja wiaHoBa HU3a (CIOKEHOCT je y HajropeM ciydajy O(n - m)).

using System;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] mase = new int[n];

int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int km_od = int.Parse(str[0]);
int km_do = int.Parse(str[1]);
int masa = int.Parse(str[2]);
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for (int km = km_od; km <= km_do; km++)
mase[km] += masa;

foreach (int masa in mase)
Console.Write(masa + 7 ”);

}

Paznuke CyCeJHHUX e€JieMeHaTa HuU3a

3agaTtak MOXEMO peluTy e(UKaCHHUje ako YMECTO a y Hu3y M oppkaBaMo Macy y KaMHUOHY y KAJIOMETpY ¢, Ofip-
’KaBaMo pa3NuKy u3Mely Mace y KuioMmeTpy ¢ 1 ¢ — 1 (Ha nmo3urmju 0 ce 4yBa Maca y KAMHOHY Y HYJITOM KWJIOMETPY).
Hakiie, yogumo HU3 R; TakaB na je Rg = My, a R, = M; — M;_1,3a 1 < i < n. [locmaTpajmo 1mita ce aemiaBa
ca Hu30oM R kania ce y Hu3y M cBU eleMeHTH Ha nosuIipjama a 1o b yeehajy 3a m.

e Bpennoct R, jemnaka je pazmauu M, — M,_1 (wm eBeHTyanHo M ako je a = 0) u oHa ce yBehasa 3a m,
jep je M, ysehan 3a m, ok ce M,_1 He Mema.

* Cse Bpegnocty ox1 I?,4 1 10 Ry octajy He mpomemene. Haume, 3a cBe mux Baxu ga je R; = M; — M;_1, a
nacyu M; u M;_, yBehanu 3a m.

* Ha kpajy, Bpeanoct Ry 1 ce ymamyje 3a m. Hanme Baxu na je Rpy1 = Mpy1 — My, na ce M), yBehasa 3a
m, OOK ce Mp 1 He Mema.

Perimo nma ako je b = n — 1, Taga He Mopamo pa3marpatd BpegHocT Ry1 = R, (Maza, yHU(OPMHOCTH pajy,
MOJKEMO, IITO 3aXTeBa Ja Hu3 R caapxku n + 1 exemeHt). [lakiie, MPUIMKOM CBaKOT yUMTaBama opojesa a, b u m
noTpedHO je camo aa yBehaBamo enemeHT R, 3a m, a f1a eneMeHT [, yMambUMo 3a m.

Kapma 3HaMo eemente Hu3a R enemeHTte Hu3a M MOXEMO jeIHOCTAaBHO PEKOHCTPYHCATH cadMparmeM ejieMeHaTa
Huza R. Hamme, Baxu na je My = Ry, nok je M; = M;_; + R;, Tako 1a CBaku HapeIH! eJeMeHT Hu3a M MokeMo
MU3pavyyHaTH Kao 30Up MPeTXOAHOr eneMeHTa Hu3a M u wemy ofaroapajyher enemenra nuza R. Tlpumerumo na je
3ampaBo enemeHt M; jenHak 30upy cBux enemenara on Ry 10 R;, jep je Ro + Ry + ...+ R; = My + (M —
Mo)+ ...+ (M; — M;—1) = M;.

VkyrHa cioxeHocT oBor npucrtymna je O(n + m).

Wpeja xopuihena y oBOM 3aJaTKy JOHEKJIE je CIMYHA (3apaBo MHBEP3HA) TEXHUIM ofpehrBama 30upa cerMeHa-
Ta Kao pas3yuke ABa 30upa npedukca. Ty TeXHHMKY cMO, Ha NpUMep, NIPUMEHWIHN y 3aaTKy 30MpOBU CerMeHara.
Moske ce IpIMETUTH Ja ce PeKOHCTPYKIMja HU3a BPILIM 3alpaBo M3pauyHaBambeM NpedUKCHUX 30MpoBa HU3a pa-
3/IMKa CYCEIHMX eJIeMeHara, IITO yKasyje Ha IyOoKy Be3y u3Mel)y oBe [Be TEXHHKE. 3alpaBo, PasjuKe CyCEeIHUX
esleMeHaTa Mpe/CTaBsbajy ogpeleHn AMCKpeTHN aHaIOTOH N3Boa (hYHKIMje, TOK MpedrKCHU 30MPOBH MTPEACTaBIba-
jy ananornjy oapehenor mHTerpana. M3padyHaBame 30Mpa cerMeHTa Kao pasiiKe [Ba 30mpa mpeduKca oaropapa
HbyTtH-JlajOoHunoBoj popmymnu.

using System;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] razlika = new int[n+1];
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
int km_od = int.Parse(str[0]);
int km_do = int.Parse(str[1]);
int masa = int.Parse(str[2]);
razlika[km_od] += masa;
razlika[km_do+1] -= masa;
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int masa_km = 0;

for (int km = 0; km < n; km++)

{
masa_km += razlika[km];
Console.Write(masa_km + ~ ”);

3anparak: [lepmyranmmja ca Hajsehum 36upom ynura

Jlyx ynuie ce mocTaB/bajy CBETU/bKE KOje eMUTY]y pas3iiMuuTy KOJMUYMHY OCBeT/hberba. CBEeTHUIbKE OCBET/haBajy W
CTaHOBE KOjU ce Haja3e y OJM3MHMU. 3a CBAKHU CTaH je MO3HATO KOje ra CBEeTUJbKE OCBET/hbaBajy (TO Cy YBEK HeKe
y3aCTOIHE CBETUbKE Y HU3Y CBETHJBKY pacropeljeHux Tyx yiuie). YKyIHa KOJMYNHA OCBET/beHha KOje CTaH puMa
jenHaka je 30upy KOJMYKMHE OCBET/bekha CBETU/BKHU KOje ra OCBET/baBajy. AKO Cy IMO3HATe KOJIMYUHE OCBET/bEha KOje
E€MHTY]y CBe CBETHJbKE KOje TpeDa pacropeanTy, HAIKCATH porpam Koju oapelhyje pacrnope] CBETUBKU TaKoO Ja
CTaHOBH YKYITHO OyIy OCBET/BEHH IITO je Bullle Moryhe.

Vaa3: Ca crangapaHor ysiasa ce ynocu 0poj ceetmbku 1 (1 < n < 10°), a 3aTUM y HapeHOM pefly U jauuHe
CBETUJBKH Koje ce pacriopelyjy (uiemm dpojesu uzmehy 1 1 10°). Hakon Tora ce yHocu &poj cranopa s (1 < s < 109)
1 3aTUM Yy HapeJHUX S PeIOBa, 3a CBAKHM CTaH MH(pOpMAaIMja O TO3UIMjaMa MpBe U MOCIEAe CBETUhKE KOoja ra
ocBet/baBa (1Ba opoja [I,d], tne je 1 <1 < d < n).

N3na3: Ha cranpapanm m3nas ucnvcaty Hajsehy Moryhy yKynHY KOJIMUMHY CBETJIOCTH KOjy MOTY IOOUTH CBH CTa-
HOBH.

ITpumep 1 IIpnmep 2

Yaaz Hznaz Yaa3z Hznaz
3 25 5 33
532 52413

3 3

12 15

23 23

13 23

Pememe

yKyl'IHO OCBCTIBCHHE CC MOKE U3PAYyHATU KAO

S dl

PRI

i=1 j=l;

Hcrtu pesynrar ce Moxe I0OWTH U Ha Ipyrauyuju HaUnH, Kao

n
E mj . aj,
Jj=1

rie je m; dpoj cermeHara [[;, d;] Koju caupske BpemHOCT j.

[Jla Ou 30Mp OMO MakcUMaJIaH, NOTPEOHO je Ja y3 Behe BpeqHoCTH 1m; cToje Behu dpojeBr a ;. 3aucTa, NpeTrnocTaBUMo
Ja y MaKCMMAaJIHOM 30UpY YYECTBY]y MApPOBU MiyQy + MyQy, Ja j€ My > My, alu Ja je a, < a,. Pasmenom
BPEJHOCTH G, U a, Joduja ce Behu 30up, IUTO je KOHTpamguKuyja. 3aucta (Mg, + mMyay) — (Mg + myay) =
me(ay — az) —my(ay — az) = (Ma —my)(ay — az) > 0.

3aro MakCUMaJHU 30MP MOXKEMO JIAKO M3PAauyHATH COPTUPAEM BPEIHOCTU HU30BA MMy, ..., My U A1,...,0; U
M3pavyHaBaheM HUXOBOT CKAIAPHOT POU3BOJA.

Ocraje jom nmuTame Kako e(PUKacHO W3pauyyHATH BPEAHOCTH HU3A M, ... My. HHUPEKTHO Opojame cermMeHara ou
oo Beoma HeerkacHo. HajjeaHocTaBHMje pelierhe je Aa ynoTpedUMO HU3 pas3ivKa Hu3a m (CIMYHO Kao y 3a/1aTKy
VeehaBame cermeHara).
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Husz my, ..., m, MoxeMo KOHcTpyucatu y BpemeHy O(s + n). HakoH Tora BpeMeHOM IOMHHHpA COPTHPabe (B2
nyta o O(nlogn)), HOK je 3a M3padyHaBame CKanapHor mpouseoaa norpedHo O(n) ornepanyja.

5.3.2 CermenTHa ApBeTa

Bunenu cmo na Hu3 30upoBa npedukca, omoryhasa e(prKacHO MOCTaB/babe YINUTA HaJ CETMEHTHMa HU3a, ajld He
omoryhaBa e(uKkacHO axXypupame eJieMeHaTa Hu3a, jep je MoTpedHO aXypupatu cBe 301poBe mpedrKca HAKOH axy-
PHpaHOT eJIeMEeHTa, IITO jé HapOUUTO Hee(hbMKACHO KaJa ce aKypupajy eJeMeHTH OJM3y MoyeTKa Hu3a (CI0KEeHOCT
Hajroper ciyuaja je O(n)). Hu3 pasivka cyceiHUX eJleMeHara JIOIyINTa CTAIHA aKypUpama Hu3a, MehyTiUM, U3Bp-
IIaBatbe YIIMTA OYUTABAlba CTaba HU3a [MOpa3yMeBa PeKOHCTPYKIIM]y HI3a, ITO je cioxenoct O(n).

Pasmarpahemo npobieme y kojiMa je OTPedHO fa ce YIUTH akypHUparma HU3a M OYMTaBambha HEeroBUX CTATUCTHKA
jaBJbajy McHperieTaHo. 3a pa3iyKy of] MPEeTXOJHMX, CTATHYKHX YITUTA HAJ PaclioHMMa (eHIJI. static range queries),
oBJie hemMo pa3maTpaTy T3B. guHamuuxe yiauitie Hag paciionuma (eHr. dynamic range queries), Tako Jia je MoTpedHo
pa3BUTH HalpeiHMje CTPYKType MojaTaka koje oMoryhaBajy u3BpluaBame 0da THna ynura epukacHo. Ha mpumep,
pa3sMOTpUMO IpodJieM UMILIEMEHTalje CTPYKTYpe Mnojaraka koja odezdehyje epukacHo u3padyHaBame 30UpoBa
CerMeHara JaTor Hu3a ofpeljeHrX MHTepBaIMMa IO3ULHja [a, b], IpU YeMy ce MojeqMHAYHN eJIeMEHTH HI3a MOTy
YECTO MEHATH.

V¥ HactaBky hemo BUAETH JIBE pa3jMuHTe, aJld JOHEKJE CIIMYHE CTPYKTYype MojaTaka Koje /ajy e(UKacHO peleme
MIPETXOJHOT MPOdJIEMa U FEMY CIIMIHUX.

JenHa cTpykTypa mojgataka Koja omoryhapa MpUIMYHO jeHOCTaBHO M e(pHKACHO pelllaBambe OBOT Ipodsiema cy cei-
Mentina gpeetia. OmneT ce TOKOM asze mperpolecupama u3padyHaBajy 30MpoBU opeheHux cerMeHaTa rmoJia3Hor
HM3a, a OH/Ia ce 30U esleMeHaTa MPOM3BOJLHOT CErMEHTa MOJIAa3HOT HU3a M3paxana y (DyHKIMjU TUX YHAIIpe[ u3pa-
yyHATHX 30MpoBa.PeliuMo U Jla cerMeHTHa pBeTa HUCY criennduyHa camo 3a cadupatbe, Beh ce Mory KopucTutu
M 3a Jpyre CTATUCTHKE CErMeHaTa Koje ce U3pauyHaBajy acollMjaTMBHUM orfepalidjama (Ha mpumep 3a oapehuBame
HajMamer Wiv HajBeher ejleMeHTa, H3-a CBUX eJieMeHaTa U CJIMYHO).

[IpernoctaBuMO J1a je Ay’KMHA HU3a CTENeH Opoja 2 (ako HUje, HU3 ce MOKe JIOMYHHUTH 0 HajOJIIKer cTerneHa Opoja
2, Hajuemthe HyJ1aMa). YmaHOBM HU3a MIPENCTaB/bajy JUCTOBE ApBeTa. [ pymnuinemo /Ba Mo aBa cyceqHa yBopa v Ha
CBaKOM HapeJHOM HUBOY JpBeTa 4YyBaMO POJUTEIbCKE YUBOPOBE KOjH UyBajy 30MpOBE CBOja [Ba AeTeTa. AKO je AaT
Hus 3,4,1,2,6,5,1,4, cerMeHTHO IpBO 3a 30MPOBE U3IJIEIa OBAKO.

26
10 16

3 4 1 2 6 5 1 4

[Nomto je ApBO MOTIIYHO, HajjeJHOCTABHMja MMILIEMEHTAIMja je Ja ce YyBa UMIUIMIIMTHO Yy HU3Y (CIMYHO Kao y
ciyydajy xumna). IIperrnocraBuhemo Ja eeMeHTe pBeTa CMeIlTaMo ofl o3ulyje 1, jep je Taga apuTMeTHKa ca UHJe-
CKMMa MaJIo jeIHOCTaBHH]ja (€JIeMEHTH MOJIa3HOT HI3a MOTY OMTH MHAEKCUPaH! KJIACUYHO, KPEHYBIIHX Of1 HyJIe).

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
- 2610167 3 115 3 4 1 2 6 5 1 4

YourMo HEKOJIMKO KapaKTepUCTHKA OBOT HAUMHA cMeITama. KopeH je cmenireH Ha nosunyju 1. Enementyn mona-
3HOT HU3a HaJla3e ce Ha mosuiujama [n, 2n — 1]. EneMeHT Koju ce y MOJa3HOM HH3Y HaJla3W Ha MO3ULMH P, Ce Y
CerMEHTHOM JPBETY HaJla3U Ha Mo3uluju p + n. JIeBo nere uBopa k Hajtas3u ce Ha o3uIMjU 2k, a IECHO Ha MTO3ULUjU
2k + 1. Jlakne, Ha MapHUM IO3UIMjaMa ce HaJsla3e JieBa Jiella CBOjUX pOjUTesba, & Ha HelapHUM jAecHa. Poguresb
4BOpa k HaslasH ce Ha nosuumju | £ |.

Pa3moTpumMo cajga Kako OMCMO HAlLM 30Up eleMeHaTa Ha To3uilijaMa W3 cermenta [2,6], Tj. 30up enemenara
1,2,6,5,1. Y cerMeHTHOM ApBETYy Taj CErMEHT je CMelITeH Ha no3unmjama [2 + 8, 6 + 8] = [10, 14]. 36up npea aBa
enemenTta (1, 2) ce Haja3u y 4yBOpY M3HAJ BHUX, 30Mp HapeqHa ABa eixeMenTa (6, 5) Takohe, 10K ce y pOAUTETHCKOM
YBOpPY eJieMeHTa 1 Hajla3u HheroB 30Wp ca eleMEeHTOM 4, KOju He MpUIlajla CeTMEHTY Koju cadupamo. 3aTto 30up
efeMeHaTa Ha nosunjama [10, 14] y cerMeHTHOM JpBeTy MOKEMO Pas3JIoKHTH Ha 30Mp eleMeHaTa Ha Mo3uLrjama
[5, 6] 1 elemeHTa Ha no3uLKjH 14.

Pa3MoTpuMO M Kako OMCMO padyHa u 30Mp ejleMeHaTa Ha [O3WIMjaMa W3 cerMeHTa [3,7], Tj. 30up enemenara
2,6,5,1,4. Y cerMeHTHOM [pPBETy Taj CErMEHT je CMeINTeH Ha nosunujama [3 + 8,7 + 8] = [11,15]. V poau-
TEJFCKOM YBOpPY €JIeMEeHTa 2 HaJla3W Cce FherOB 30Mp Ca eJeMEeHTOM | KOju He MpUIaja CETMEHTY KOju cadupamo.
30upoBu enemeHarta 6 1 5 u enemMeHarta 1 1 4 ce Hajla3e y YBOPOBMMA M3a BHUX, a 30Mp CBA YETHPU JlaTa eJIeMeHTa y
YBOPY M3HAJl HbUX.
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YMecTo omneparpje KojoM ce Memha WiaHy HU3a Ha TO3UIMjH ¢ JOAesbYje BPeIHOCT v, YeCTO ce pa3MaTpa (pyHKIHja
KOja eJIEMEHT HU3a Ha ITO3MIU]H ¢ TT0JIa3HOT HU3a yBehasa 3a JaTy BpeJHOCT v My CKJIajly ca THM aXypHpa CerMEeHTHO
npso. Ceaka o1 oBe Be (PYHKIIH]jE ce JIAKO M3paxkaBa MPeKo OHe Jpyre.

MmmneMenTanyja cerMeHTHOT APBETA 3a Ipyre aCOIMjaTUBHE ONEpalyje je CKOPO UISHTHYHA, OCHM IITO CE OTIePaTop
+ MeHa JIPyroM Orepaiyjom.

3aparak: Cyme cermeHaTa MpoOMeH/bHBOT HI3a

Harnumm nporpam koju n3padyHaBa 30MpoBe IaTHX CerMeHaTa Hr3a (MOAHN30Ba Y3aCTOIHUX eJIeMEeHaTa), U YeMy
ce TOKOM pajia ITporpamMa rojeJUHY eJIEMEHTH HU3a MOTY MEHaTH.

Vaa3: V¥ npBoj JMHUjK cTaHAApAHOT yiasa Hanasu ce 0poj n (1 < n < 100000), a y HapeaHO] IMHUJU HU3 Of 1
eneMeHaTa (eJeMeHTH cy 1ienan opojesu u3mely 0 u 10, pa3aBojeHu ca Mo jeAHUM pa3MakoM). Y HapeqHO] JIMHUjU
Hanasu ce opoj m (1 < m < 100000), a y HapegHux m jguHuja ynutu. [logpxkaHe cy qBe BpCTe yIuTa:

* p ¢ v — U3BpIIABAIE OBOT YIIHTA MOApasyMeBa jia Ce y HU3 Ha MO3uumjy ¢ ymuire BpexHoct v (0 < ¢ < n,
0 <wv <10).

* z a b-u3BplIaBake OBOT YIIHUTA [IOAPAa3yMeBa Jja Ce U3pavyHa U Ha CTAHAap/HU U3J1a3 MCIIHLLIE 30Up eleMeHaTa
HHU32a KOjH Cy Ha nosunujama [a, b].

N3zaa3: CranmapaHu Usna3 caipkd pe3yJTaTe z ynuTa (CBaKH y TIOCEOHO | IMHU)H).

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 15
12345 7
5 19
z 04

z 23

p25

p36

z 04

Pememe

Pemrerse rpydom cuiioM moapasymeBa [a ce OApxKaBa HU3, [ CE YIIUTH P U3BPIIABAjy JUPEKTHOM IIPOMEHOM eeMe-
Hata Hu3a (To ce pagu y O(1)), a 1a ce ynuTH z U3BpIIaBajy caduparmeM eleMeHarta Huza (To ce paau y BpeMeHy
O(n)). YkymnHa cioxkeHOCT TakBor npucryna je O(mn).

using System;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

{
str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == ”p”)
{

int p = int.Parse(str[1]);
int v = int.Parse(str[2]);

alp] = v;
}
else if (str[0] == 7z7)
{
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int 1 = int.Parse(str[1]);

int d = int.Parse(str[2]);

int zbir = 0;

for (int k = 1; k <= d; k++)
zbir += a[k];

Console.WriteLine(zbir);

}

3amaTak MoxkeMo ehMKaCHUje PeIINTH ako 30MpOBe OJpKaBaMO y CErMEeHTHOM apeery. Omepauuje Haja JpBETOM
MOXXEMO PEaM30BaTU HaBUILE (OJ1 JIUCTOBA IIPEMA KOPEHY).

dopmuparme CErMeHTHOT JpBeTa Ha OCHOBY JIATOT HU3a je BEOMa jeAHOCTaBHO. [IpBO ce eJleMEeHTH MOJIa3HOT HUu3a
MIPEKOTNMPajy y APBO, KPEHYBIIH O MO3WLIKje 1. 3aTUM Ce CBM YHYTpAIEbU YBOPOBH JpBeTa (0 mosunyje n — 1,
Ia yHa3aj Jo no3uiije 1) momnymaBajy Kao 30UpOBH CBOje Jelle (Ha MO3WIUjy k yIUcyjeMo 30Mp ejleMeHaTa Ha
nosunjama 2k u 2k + 1). CioxkeHocT oBe onepanmje je OUMIvIeHO JMHeapHa y OIHOCY Ha JyKUHY HH3a 1.

3a cBe yHyTpalllibe eleMeHTe CerMeHTa CMO CUTYPHH [Jja ce HBMXOB 30Mp Hajla3u y YBOPOBMMA M3HA[ HUX. JelnHn
U3y3eTaKk MOTy Ja Oyly eleMeHTH Ha KpajeBUMa CerMeHTa. AKO je eJIEMEHT Ha JIEBOM Kpajy CerMeHTa JIEBO JeTe
(IITO je eKBMBAJICHTHO TOME [a ce HaJla3W Ha MapHOj NO3MIMjH) Tajla Ce y HEeroBOM POJUTEIFCKOM YBOPY HaJla3u
HETOB 30Mp ca eIeMEeHTOM JECHO OJf Bhera Ko ju Takolhe IpuIiaga CerMeHTy Koju Tpeda cadpartit (OCHM eBEHTYaJIHO Y
cJly4dajy jeHOUYJIaHOT CerMeHTa). Y CyNMpOTHOM (aKko ce Hajla3u Ha HeMapHO] MO3UIMjU), Y FheTOBOM POAUTEIHCKOM
YBOPY j€ HETOB 30Up ca eJIeMEHTOM JIEBO O]l Bera, KOjU He MPUIIa/la CETMEHTY KOju cadupamo. Y TOj CUTYyalluju, Taj
eJIeMEeHT fieMo OCceOHO ToaT Ha 30Mp M UCKJBYUMTH M3 CErMEHTa KOjU cadupamo TIOMOhy pOANTE/bCKUX YBOPOBA.
AKO je eleMeHT Ha JIeCHOM Kpajy CerMeHTa JIeBO JieTe (aKO ce Hajla3h Ha MapHO] TMO3MLMjH), Taga ce Y HEeroBOM
POIOMTEIECKOM YBOPY HaJla3M HeroB 30U ca eJIeMEHTOM JIECHO Off Bhera, KOjH He NPHIIafia CerMEeHTy KOju cadupamo.
Wy T0j curyanuju, Taj eneMeHT hemo mocedHo HoJaTy Ha 30Mp M UCKJBYUMTH U3 CErMeHTa KOju cadrpamo nmomohy
poxuTesbcKUX YBOpoBa. Ha Kpajy, ako ce KpajiU JIeCHH €JIEMEHT Hajla3u y JAECHOM 4BOpY (ako je Ha HemapHOj
MO3UILU]H), TAJIA CE Y HEerOBOM POAUTE/HCKOM YBOPY HAIa3U HEroB 30Hp Ca EIEMEHTOM JIEBO OI Hhera KOju MpHIiaaa
CErMEHTY KOju cadupaMo (OCHUM eBEHTYATHO Y CITy4ajy jeIHOWIaHOT cerMeHTa). [1omTo ce y cBakoM KOpaky LyKHUHA
cerMeHTa [a, b] MOJIOBH, a OHA je Y TIOYETKY CUTYPHO Makbha WM je[HaKa n, clokeHocT ose oneparmje je O(logn).

[MpunmkoM axypupara HEKOT eJleMeHTa NMOTpedHO je a)XypHpaTH CBe YBOPOBE Ha ITyTarbU OJf TOT JIKCTa O KOpEHa.
C 0031pom [1a 3HAMO MO3MLIMjy POIUTEhA CBAKOT YBOPA M OBa OIepalyja ce MOXe BeoMa jeIHOCTaBHO UMILIEMEH-
tparu. [lomro ce k MosoBM y CBaKOM KOpaky meTbe, a Kpeha o BpeqHocTH HajBuiie 2n — 1, U CJI0KEHOCT OBe
oneparwje je O(logn).

using System;

class Program

{

// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od n
static int stepenDvojke(int n)

{
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;
}

// na osnovu datog niza a duzine n
// u kom su elementi smesteni od pozicije 0
// formira se segmentno drvo 1 elementi mu se smestaju u niz
// drvo krenuvsi od pozicije 1
static int[] formirajDrvo(int[] a)
{
int n = stepenDvojke(a.Length);
int[] drvo = new int[2*n];
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// kopiramo originalni niz u listove
Array.Copy(a, 0, drvo, n, a.Length);
// azuriramo roditelje veé upisanih elemenata
for (int k = n-1; k >= 1; k--)

drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
return drvo;

}

// 1zracunava se zbir elemenata polaznog niza duzine n koji se
// nalaze na pozicijama i1z segmenta [a, b] na osnovu segmentnog drveta
// koje je smesteno u nizu drvo, krenuvsi od pozicije 1
static int zbirSegmenta(int[] drvo, int a, int b)
{
int n = drvo.Length / 2;
a+=n; b += n;
int zbir = 0;
while (a <= b)
{
if (@ % 2 == 1) zbir += drvo[a++];
if (b % 2 == 0) zbir += drvo[b--];

a/=2;
b /= 2;

}

return zbir;

}

// azurira segmentno drvo smesteno u niz drvo od pozicije 1

// koje sadrzi elemente polaznog niza a duzine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije @, nakon sto se na poziciju i polaznog

// niza upise vrednost v

static void postavi(int[] drvo, int 1, int v)

{
int n = drvo.Length / 2;
// prvo azuriramo odgovarajuci list
int k =1 + n;
drvo[k] = v;
// azuriramo sve roditelje izmenjenih cvorova
for (k /= 2; k>=1; k [/=2)
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
}

static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);
int[] drvo = formirajDrvo(a);
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == ”p”)
{

int p = int.Parse(str[1]);
int v = int.Parse(str[2]);
postavi(drvo, p, Vv);

247



IJIABA 5. HAIIPEJTHE CTPYKTVYPE IIOJTIATAKA

}
else if (str[0] == ”z”)
{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
Console.WriteLine(zbirSegmenta(drvo, 1, d));
}

}

IMperxonuu npuctyn opMupa IpBO 003710 HaBHIIIEe (IIPBO Ce MOITyHe JIMCTOBH, Ma OHJa KopeH). Joll jefaH HauYuH
je na ce npBo hopMHpa peKyp3UBHO, 0J03r0 HaHWXke. Mako je oBa MMIUIEMEHTalja KOMIUIMKOBaHWja U MaJlo Hee-
(puKacHMja, MPUCTYN OJIO3r0 HAHWKE je Y HEKMM KacHUjUM oIlepaldjaMa HeM30exkaH, ra ra WiIycTpyjemMo Ha OBOM
jemHocTaBHOM IpuMepy. CBaKu YBOP IpBeTa MpecTaBiba 30up ogpeljeHor cermeHTa no3unyja mojasHor Husa. Cer-
MeHT je jeQHO3HaYHO ofpeljeH mo3muujoM k y HU3Y KOjU OArOBapa CErMEHTHOM JAPBETY, aJIM J1a ONCMO OJIaKIIaJIH
UMJIEMEHTAIN]y TPaHUIIe TOT CETMEHTa MOKEMO Kpo3 peKyp3ujy npociehuBaru Kao napamertap yHkKImje, 3ajeJHO
ca BpefHomity k (Heka je To cerMeHT [z, y|). JpBo kpehemo fa rpagumo ox Kopenarze je k = 1u [z, y] = [0,n—1].
AKO pouTe/bCKH YBOP MOKPHMBA CETMEHT [, |, Tajia JIEBO JieTe IIOKPUBA CErMEHT [, L%J ], a mecHo nete mokpuBa
CerMeHT [L%J + 1, y]. dpBo momymaBamMo peKyp3UBHO, TAKO IITO MPBO MOIMYHUMO JIEBO TOAPBO, 3aTHM JECHO U
Ha Kpajy BpeIHOCT y KOpeHy M3pauyHaBaMo Kao [pBo MOMymaBaMO PeKyp3UBHO, TaKO IITO MPBO IOIyHUMO JIEBO
MOJIPBO, 3aTHUM AECHO M Ha Kpajy BPEJHOCT y KOpEeHY U3pauyHaBaMoO Kao 30Mp BPEAHOCTH Y JIEBOM U IECHOM JIETETY.
Wzna3 u3 pexypsuje npeacTaBibajy JUCTOBH, KOje MPENo3HajeMo Mo TOMe IITO MOKPUBAjy CerMeHTe nyxuHe 1, u'y
bHX CaMO KOIMPaMO eJIEMEHTe ca 0JroBapajyhnx rnosummja rosiasHor Hu3a.

U 3a onepaijy cadbuparma MOXEMO HAIPABUTH M PEKyp3MBHY MMIUIEMEHTALM]y KOja BPIIN M3padyHaBame OI03r0
HaHWKE. 3a CBaKM YBOP y CETMEHTHOM JApBeTy (pyHKIHMja Bpaha KOJIMKH je JOMPHHOC CErMeHTa KOjH OroBapa TOM
YBOPY ¥ HETOBUM HACIEAHUIMMA TPAKEHOM 30HpY eleMeHaTa Ha MO3HUIMjaMa U3 CerMeHTa [a, b] y MOa3HOM HU3Y.
Ha noueTky kpefieMo 071 KOpeHa 1 pauyHamo JOMPUHOC 1IeJIOT ApBeTa 30Mpy eeMeHara u3 cerMenTa [a, b]. Tloctoje
Tpu pasimunta Moryha ojiHoca u3Meljy cermenrta [, y] Koju oaroBapa tekyhem uBopy u cermenta [a, b] unju 36up
eJIeMeHaTa TPaXuMo. AKO Cy JNCjyHKTHH, JOTPHHOC TeKylier uBopa 30upy cermenra [a, b| je Hyna. Axo je [z, y]
y HOTIIYHOCTH CajipkaH y [a, b, Taja je AOMPHHOC TOTIYH, Tj. LEo 30Up cerMeHTa [z, y] (a To je dpoj ymucaH y
HU3Y Ha MO3ULIKjH k) JONPUHOCH 30Mpy eleMeHara Ha To3HIMjaMa U3 cerMeHTa [a, b]. Ha kpajy, ako ce cermeHTn
CeKy, TaJa je JopuHOC Tekyher uBopa jeqHak 30upy JOIPHUHOCA BEeroBor JIEBOT U IeCHOT eTeta. Vako HUje cacBUM
OYHIJIEHO, ¥ OBa mporeaypa he umaru cioxuoct O(logn).

U oneparujy IpoMEHE BPEOHOCTH €IEMEHATAa MOKEMO MMILUIEMEHTHPATH Of03r0 HaHmke. CIIOKEHOCT je OmeT
O(logn), jep ce nyxuHa MHTEpBaIa [, y] Y CBAKOM KOpaKy dap /iBa MmyTa cMabyje.

using System;

class Program
{
// od elemenata niza a sa pozicija [x, y]
// formira se segmentno drvo 1 elementi mu se smestaju u niz
// drvo krenuvsi od pozicije k
static void formirajDrvo(int[] a, int[] drvo, int k, int x, int y)
{
if (x ==y)
// u listove prepisujemo elemente polaznog niza
drvo[k] = x < a.Length ? a[x] : 0;
else
{
// rekurzivno formiramo levo 1 desno poddrvo
int s =(x+vy)/ 2;
formirajbrvo(a, drvo, 2*k, x, s);
formirajbrvo(a, drvo, 2*k+1, s+1, y);
// i1zracunavamo vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
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}

// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od n
static int stepenDvojke(int n)

{
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;
}

// na osnovu datog niza a duzine n u kom su elementi smesteni od
// pozicije @ formira se segmentno drvo i elementi mu se smestaju u
// niz drvo krenuvsi od pozicije 1
static int[] formirajDrvo(int[] a)
{
// niz implicitno dopunjujemo nulama tako da mu duzina postane
// najblizi stepen dvojke
int n = stepenDvojke(a.Length);
int[] drvo = new int[2*n];
// krecemo formiranje od korena koji se nalazi u nizu drvo
// na poziciji 1 i pokriva elemente na pozicijama [0, n-1]
formirajbrvo(a, drvo, 1, 0, n - 1);
return drvo;

// izracunava se zbir onih elemenata polaznog niza koji se
// nalaze na pozicijama i1z segmenta [a, b] koji se nalaze u
// segmentnom drvetu koje cuva elemente polaznog niza koji se
// nalaze na pozicijama i1z segmenta [x, y] 1 smesteno je u nizu
// drvo od pozicije k
static int zbirSegmenta(int[] drvo, int k, int x, int y, int a, int b)
{

// segmenti [x, y] 1 [a, b] su disjunktni

if (b <x || a >y) return 0;

// segment [x, y] je potpuno sadrZan unutar segmenta [a, b]

if (a <= x && y <= b)

return drvo[k];

// segmenti [x, y] 1 [a, b] se seku

int s =(x+y)/ 2;

return zbirSegmenta(drvo, 2*k, x, s, a, b) +

zbirSegmenta(drvo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

}

// 1zracunava se zbir elemenata polaznog niza duzine n koji se

// nalaze na pozicijama i1z segmenta [a, b] na osnovu segmentnog drveta
// koje je smesteno u nizu drvo, krenuvsi od pozicije 1

static int zbirSegmenta(int[] drvo, int a, int b)

{
int n = drvo.Length / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1 koje
// sadrzi elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
return zbirSegmenta(drvo, 1, 0, n-1, a, b);
}

// azurira segmentno drvo smesteno u niz drvo od pozicije k
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// koje sadrzi elemente polaznog niza a duzine n sa pozicija iz
// segmenta [x, y], nakon sto se na poziciju 1 niza upise vrednost v
static void postavi(int[] drvo, int k, int x, int y, int 1, int v)

{

if (x == y)
// azuriramo vrednost u listu
drvol[k] = v;

else {

// proveravamo da li se pozicija 1 nalazi levo 1li desno
// 1 u zavisnosti od toga azuriramo odgovarajuce poddrvo
int s=x+y)/ 2;
if (x <=1 8 1 <= 5s)

postavi(drvo, 2*k, x, s, 1, v);
else

postavi(drvo, 2*k+1, s+1, y, i1, v);
// posto se postavila vrednost u nekom od dva poddrveta
// moramo azurirati vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

}

// azurira segmentno drvo smesteno u niz drvo od pozicije 1

// koje sadrzi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije @, nakon sto se na poziciju i polaznog

// niza upise vrednost v

static void postavi(int[] drvo, int i, int v)

{
int n = drvo.Length / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1 koje
// sadrzi elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
postavi(drvo, 1, 0, n-1, i1, v);
}

static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);
int[] drvo = formirajDrvo(a);
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

{
str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == ”p”)
{
int p = int.Parse(str[1]);
int v = int.Parse(str[2]);
postavi(drvo, p, Vv);
}
else if (str[0] == 7z")
{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
Console.WritelLine(zbirSegmenta(drvo, 1, d));
}
}
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}

Bugu gpyiauuja pewerba osor 3agaiiixa.
5.3.3 ®dPenBukoBa crad.ia

Dengurosa gpeeiia Tj. OuHapHo ungexcupara gpeemia (eHri. binary indexed tree, BIT) kopucte Mano Mame MeMo-
pHje 1 Mory OMTH 32 KOHCTaHTHHU (hakToOp Oprka O/l CETMEHTHHX JIpBeTa (MaKo je CJI0KEHOCT olepaliija aCHMITOTCKH
jenHaka). Ca pyre cTpaHe, 3a pa3jIMKy Ofi CETMEHTHMX JpBeTa Koja Cy MOrojiHa 3a pa3jauuure ornepanyje, PeHBUKO-
Ba JIpBETa Cy ClIeljaJIi30BaHa caMo 3a acOLMjaTUBHE Ollepalyje Koje UMajy UHBep3 (HIIp. 30MPOBH WM POU3BOAU
eJleMeHaTa cerMeHara ce Mory HanasutH y3 momoh BIT, anv He 1 MUHMMYMHY, H371-0BH 1 ciin4HO). CerMeHTHa JipBeTa
MOTY Ja ypaje cBe ITo 1 PeHBUKOBA, IOK OOpaTHO HE BaXU.

Naxo ce HazuBa apeeToM, PEeHBUKOBO APBO 3alIpaBO MPEACTaB/ba HU3 BPEJHOCTH 30MpOBa HEKMX MTaMETHO u3adpa-
HUX cerMeHata. M30op cermeHaTa je y TeCHOj Be3W ca OMHApHOM pemnpe3eHTanyjoMm uHaekca. [lonoBo hemo jen-
HOCTaBHOCTH PaJil MPETIIOCTABUTH 1a C€ BPEAHOCTH Y HU3Y CMeIITajy of nosunyje 1 (BpenHoct Ha no3unuju 0 je
WpeJieBaHTHA) U TO ¥ Y MOJIA3HOM HH3Y U 'y HU3Y Y KOM ce cMelnTa JipBo. [IpuiarohaBarme Kojia CUTyaluju y K0joj cy
y TIOJIA3HOM HH3Y eJIEMEeHTH CMEIITeHH O] TO3UIIHje HyJa, BEOMA je jeJHOCTABHO (CaMo je Ha IMOYeTKy CBaKe (PYHK-
IIFje Koja pajy ca IpBETOM MHJIEKC MONIAa3HOT Hi3a MoTpedHo yBehaTth 3a jeqaH mpe qajke 00pase). AKO je Hosa3HA
HU3 Iy’KUHE N, elleMeHTH JpBeTa he ce cmenitary y nocedaH Hu3 Ha nosunmje [1, n.

Kipyuna nneja ®eHBUKOBOT JIpBeTa je cieneha: y gpeeitiy ce Ha wozuyuju k uyea 30up epegHOCIiU HONA3HOT HU3A U3
cetmeniia iosuyuja ooauka (f(k), k] ige je f(k) dpoj koju ce goduje og dpoja k wako witio ce uz Sunaproi 3aiiuca
Opoja k obpuwe fipsa jegunuua cgecHa.

Ha npumep, Ha mecty k = 21 3ammcyje ce 30up ejieMeHara I0JIa3HOT HU3a Ha mosuijama u3 unrepsana (20, 21],
jep ce dpoj 21 dunapHo 3amucyje kao 10101 n dpucamem jeauauie noduja ce duHapau 3amuc 10100 1j. Opoj 20
(Baxu 1a je f(21) = 20). Ha nosuimju 6poj 20 Hanasu ce 30up elleMeHaTa ca nosunuja u3 unrepsaia (16, 20], jep
ce OpucameM jemunuie 1oduja dunaphu 3amuc 10000 1j. 6poj 16 (Baku na je f(20) = 16). Ha mosuumju 16 ce
uyBa 30Up eleMeHara ca nosuuuja u3 uaTepsaia (0, 16], jep ce dpucameM jenuHune u3 SuHapHOr 3anmca dpoja 16
noduja 0 (Baxu ma je f(16) = 0).

3auus 3,4,1,2,6,5,1,4, PeHBUKOBO JpBO OU UyBasio ciieiehe BpeIHOCTH.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 k
1 10 11 100 101 110 111 1000 k binarno
0 0 10 0 100 100 110 0 f(k) binarno
(0,1] (0,271 (2,3] (0,4] (4,5] (4,6] (6,7] (0,8] 1interval
3 4 1 2 6 5 1 4 niz
3 7 1 10 6 11 1 26 drvo

HanosesuBamem unreppaia (0, 16], (16, 20] u (20, 21] noduja ce untepsai (0, 21] Tj. npedukc HU3a 10 MO3MIH]je
21. 3dup enemeHara y npedukcy ce, Jakijie, Moxe JOOUTH Kao 30Mp HEKOJIMKO eJIeMEeHaTa 3anucaHix y PeHBUKOBOM
npsety. OBO, HapaBHO, BaXKH 3a IIPOM3BOJFHU MHIIEKC (He camo 3a 21). Bpoj eneMenaTa uujuM ce cadupameM Jo0uja
36up npedukca je camo O(log n). Hanme, y cBakoM Kopaky ce Opoj jequHuna y SuHapHOM 3anucy Tekyher nuaexca
cMmamyje, a dpoj n ce 3anucyje ca Hajpume O(log n) SUHAPHUX jeqUHHIA.

NmnneMeHTanyja je BeoMa jeJHOCTaBHA, Kaa ce MpoHahe HauMH Ja ce U3 OMHApHOT 3aluca Opoja YKJIOHHU IpBa
jeluHUIIA 3[IeCHA Tj. J1a ce 3a Jatu Opoj k uapauyHa f (k). [log mpeTnocTaBkoM Ja Cy OpojeBH 3alMcaHu y MOTIIYHOM
KOMIUIEMeHTY, u3pa3oM k & -k Mozxke ce modutu dpoj Koju cagpku camMo jefHy jeJJUHUILY U TO Ha MECTY TOCIIeTEbe
jenuHmLe y 3amucy dopoja k. Omysumamem Te BpegHocTr o Opoja k Tj. m3pasom k - (k & -k) modujamo edperar
Opucarma nocinemwe jequHulle y OuHapHOM 3amucy Opoja k u To mpencrasba umivieMeHTanyjy ¢pyskuuje f. Ipyru
HAYMH JIa Ce TO Ypaau je ja ce nu3pauyHa BpegHocT k & (k-1).

36up npedukca [0, k] monazHOr HU3a MOXEMO OHJJA U3pauyHATH HAPEAHOM (DYHKIIHjOM.

int zbirPrefiksa(int drvo[], int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
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}
}

Kayta 3Hamo 30up nipecprkca, 301p MPOU3BOIBHOT CErMEHTA [, b] MOKEMO U3pauyHATH Kao pasivKy 30upa npedukca
(0, b] u 36mpa npeukca (0, a — 1]. Tomro ce 0da pauyHajy y Bpemeny O (log n), 1 30up CBAKOT cerMeHTa MOXEMO
uspauyHati y Bpemeny O(logn). HamomeHnmo u To 1a je 300r oBe omepaliije BaXHO [a acOLMjaTHBHA OIepa-
1Mja Koja ce Kopuctu y PeHBUKOBOM JpBETY MMa MHBEP3 (Y OBOM Cllyvajy /a OMCMO MOIVIM 2 OJy3UMAarheM JIBe
BpPEAHOCTH IpeduKca J001jaMo 301p NPOU3BOJBHOT CETMEHTA).

OcHoBHa npeaHocT PeHBUKOBUX ApBETa y OAHOCY Ha HU3 CBUX 30MpoBa NpeguKca je To IITO ce MOry e(HuKkacHO
axypupary. PazmMorpumMo (yHKIMjy KOja akypHpa ApBO HAKOH yBehara eleMeHTa y MOoJIAa3HOM HU3Y Ha MO3ULHjU
k 3a BpemHocT . Tama je 3a x moTpedHO yBehaTu cBe OHe 30MpOBE y NIpBETY y KOjuUMa ce Kao cadupak jaBiba U
eneMeHT Ha no3unyju k. Tu dpojeBn ce n3pauyHaBajy BeoMa CIMYHO KA0 y IPETXOAHOj (PYHKLIHjH, jeIIHO IITO Ce
YMeCTo ofy3uMara BpeqHocTH k & -k Opoj k y cBakom kopaky yBehaBa 3a k & -k.

Ha npumep, ako du ce y NpeTxoqHOM IpUMepy €JIEMEHT Ha MO3MLju 3 yBehao 3a BpemHOCT 4, dujIo 61 MoTpedHo
nioBehatu 3a 4 BpegHocTH eneMeHata PeHBUKOBOT JpBeTa Ha mo3uiijama 3, 4 u 8. J[[o OBUX MO3HITHja OMCMO IO
royeB oJf OMHApHOT 3amuca Opoja 3 Koju u3HocH 11 cadupamem ca 1 (dpoj KOju cagpku TaYHO jeAHY jeAUHHILY Ha
MO3UIIMjU TTOCTIEHhE jeqUHUIIE Y OMHAPHOM 3amucy aator Opoja) uynme ducmo aodwim 100 mro oarosapa opojy 4,
a HaKOH Tora 0OMcMo 0By BpeaHoCT cadpamu ca 100 unme ducmo nodmmu 1000 (dunapHu 3anuc Opoja 8). OBge ce
TIpoLeypa 3aBpllaBa ¢ 003MPOM Ha TO Ja CMO CTHIVIM JI0 MOCJIEAbEr eleMeHTa y PeHBIKOBOM /IPBETY.

// AZurira Fenvikovo drvo smesSteno u niz drvo nakon Sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
vold dodaj(int drvo[], int n, int k, int x) {
while (k <= n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

00jacHUMO U AOKaXKUMO KOPEKTHOCT MPETXOAHe uMIuieMeHTanuje. [IoTpedHo je axypupatu cBe OHe MO3UIIUje M
YHjU NPUIPYKEHHU CErMEHT CaipKu BpeaHoOCT k, Tj. cBe OHe mosuiwje m takee 1a je k € (f(m),m], 1j. f(m) <
k < m. OBo HHKAaKO He MOKe []a Baku 3a OpojeBe m < k, a curypHo Baxu 3a Opoj m = k, jep je f(k) < k,
kazga je k£ > 0 (a mu npernocraBmamo 1a je 1 < k < n). 3a dpojeBe m > k, CUTYpHO BaXH JeCHA HEjeJHAKOCT
¥ moTpedHO je yTBpauTHu ga Baxu jea. Heka je g(k) Opoj koju ce noduja ox k tako mro ce k cabepe ca dpojem
KOjU IMa caMo je[Hy jeJUHUITy y CBOM OMHAPHOM 3aIKCy U TO Ha TIO3MUI[jM Ha KOjOj ce Hala3y MOCIe/ba jeIUHNIA
y OuHapHom 3amucy dpoja k. Ha npumep, 3a 6poj k = 101100, dpoj g(k) = 101100 + 100 = 110000. ¥
umMIiUtemMenTaimju ce 6poj g(k) nmako moxke m3pauynart kao k + (k & -k). TBpmumo na je najmarbu Opoj m
KOjH 3a10BoJbaBa ycioB f(m) < k < m ympago g(k). 3aucra, ounrnenso Baxu k < g(k) u g(k) nma cBe HyJe ox
TIO3HUIIH]je TIOCNIeIEbE jeIMHULIEC Y OMHAPHOM 3amrcy Opoja k (Ykibydyjyhu v y), Ia 10 Kpaja, Ia ce dprcameM HheroBe
HoCIIeItbe jeIUHAIIE, Tj. u3pauyHaBaweM f(g(k)) curypHo noduja dpoj koju je crporo mawu of k. Hujenan dpoj m
mMely k u g(k) He Moxe na 3a10BosbH yeiioB 1a je f(m) < k. Haume, cBu v SpojeBu ce nokamnajy ca opojem k
Ha CBUM TIO3MILIMjaMa Tpe Kpajibux Hyla, a Ha Mo3uIMjaMa KpajibKxX HyJa Opoja k nmajy dap HeKy jeAMHUILY, YHjuM
ce OpucameM 1001ja Opoj Koju je Behw mwin jemHak k. [1o MCTOM MPUHIMITY 3aKJby4yjeMO J1a HapeIHH TPaXkeHH Opoj
mopa outu g(g(k)), 3atum g(g(g(k))) uta. cBe 0K ce He H0OHje HeKH OPOj KOjH MpeBasiia3y 1. 3aucTa, BAXH 1a
jek < g(k) < g(g(k)). Baxu ma je f(g(g(k))) < f(g9(k)) < k, ma g(g(k)) 3amoBospaBa ycnos. Hujenan dpoj
mmely g(k) u g(g(k)) He MOXe /ia 3aJ0BOJBH YCIIOB, jep ce CBY OHH IMOKJIanajy ca g(k) y cBum duHapHuM nudpama,
OCHM Ha HeTOBUM KpPajihUM HyJIaMa IJie MMajy HeKe jeiuHulle. bpucameM nocieame jeJuHuIe ce o0uja Opoj koju
je Behu wmm jenuak g(k), na modujenu Opoj He Moxke dutu Marbu of1 k. OTyza cliefin 1a Cy je[uHe MO3UIIje KOoje
Tpeda axypuparu yrnpaso nosuije u3 cepuje k, g(k), g(g(k)) urn., cBe IOK cy OHe Marbe WK jefHaKe N, Na je
Hallla UIMIUIEMEHTalja KOPEKTHA.

Ocraje jom nuTame Kako y crapTy dopmupatu PeHBUKOBO ApBO, MehyTHM, (hopMUpame ce MOXKE CBECTH Ha TO
Jla ce Kperpa JIpBO MOIMYHEHO caMo HyJama, a /1a ce 3aThM yBehiaBa BPEAHOCT jefHOT IO jeJHOT eJIeMEeHTa Hh3a
MIPETXOJHOM (PYHKITHjOM.

// Na osnovu niza a u kom su elementi smesteni

// na pozicijama iz segmenta [1, n] formira Fenvikovo drvo

// 1 smesta ga u niz drvo (na pozicije iz segmenta [1, n])

void formirajDrvo(int drvo[], int n, int a[]) {
fill_n(a+1, n, 0);
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for (int k = 1; k <= n; k++)

dodaj(drvo, n, k, a[k]);

Sa,uaTaK: Cyme cermMmeHnaTta NnpoMeH/bUBOT HU3a

0Osaj 3agaiiiax je oHOGHEH Y YUY YEeHcOABALA PANUMUTIUX THeXHUKA peulaarba. Bugu tiexcii 3agaiKa.

THoxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuheroem iHexXHUKA Koje ce U3NAdicy Y 080M HOINA8/vY.

Pememe

3apatak je moryhe penmTn kopumhemem PeHBUKOBOT ApBETA.

using System;

class Program

{

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// izracunava zbir prefiksa [0, k) polaznog niza
static int zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)

{
int zbir = 0;
while (k > 0)
{
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
return zbir;
}

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// racuna zbir segmenta [a, b] polaznog niza
static int zbirSegmenta(int[] drvo, int 1, int d)

{

return zbirPrefiksa(drvo, d+1) - zbirPrefiksa(drvo, 1);

}

// vraca element originalnog niza na poziciji k
static int element(int[] drvo, int k)

{
}

return zbirSegmenta(drvo, k, k);

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
static void uvecaj(int[] drvo, int k, int x)

{
k++;
int n = drvo.Length;
while (k < n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k postavi na x
static voild postavi(int[] drvo, int k, int x)

{

uvecaj(drvo, k, x - element(drvo, k));
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}

// na osnovu niza a u kom su elementi smesteni na pozicijama [0, n)
// formira Fenvikovo drvo i smesta ga u niz drvo
// (na pozicije iz segmenta [1, n])
static int[] formirajDrvo(int[] a)
{

int n = a.Length;

int[] drvo = new int[n + 1];

for (int k = 0; k < n; k++)

uvecaj(drvo, k, a[k]);
return drvo;

}

static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);
int[] drvo = formirajDrvo(a);
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == ”p”)
{
int p = int.Parse(str[1]);
int v = int.Parse(str[2]);
postavi(drvo, p, Vv);

}
else if (str[0] == 7z”)

{

int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
Console.WritelLine(zbirSegmenta(drvo, 1, d));

3anarak: YBehama cermeHnara u unTame ejJeMeHara

Hamumu nporpam koju omoryhaBa ABe BpcTe yIMTa HajJ HA30M IIeluX OpojeBa: yBehaBame ejleMeHara JaTor Cer-
MEHTa 33 HeKy JaTy BPEJHOCT ¥ OUMTaBalbe T0jeIMHAYHKUX ejleMeHara Hu3a. [loueTHa BpeJJHOCT CBUX elleMeHaTa
Huza je 0.

Vaaz: Ca cranpapaHor yiasa ce yuutasa guMensuja Huza n (1 < n < 50000), 3aTiM U3 HapeaHe JIMHUje Opoj
yIIUTa ¢ ¥ HAKOH TOTa y HApPEAHMX ¢ JINHHU]a ONMCH YIIUTA. YTIUTHU Cy ONMCAHM Ha cieehn HaunH:

* U a bk — HakOH M3BpIIABaba OBOT YIIMTA CBU €JEMEHTH HU3a Ha MO3MIMjaMa U3 MHTepBaia [a, b] Tpeda na
Oyny ysehanu 3a BpenHocT k (Baxu 0 < a < b<nu—10 < k < 10).

* e | — U3BpIIABabe OBOT YIINUTA MOJAPAa3yMeRa Jla Ce Ha CTAHIAP/IHU U3J1a3 UCIIUIIe BPETHOCT eJIeMeHTa HU3a Ha
nosutju ¢ (Baxu 0 < ¢ < n).

N3na3: Ha crannapanu u3na3 UCIMCATH BPEJHOCTH CBHX € YIUTA (CBaKU OpOj y TOCEOHO | IMHU)H).

IIpumep
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m c ® D c c O
AR, N bW

Objawmrserve

Haxkon npBor ynuta crame HU32 je 0 0 0 2 2 2 0 0 0 0, HakoH Apyror @ @ © 2 5 5 3 3 3 0. Taga ce ounTaBajy
eneMeHTH Ha no3uijama 4 u 7. Hakon tpeher ynura cramwe Hu3a je © -5 -5 -3 0 0 -2 -2 3 0. Hakou Tora ce
OYMTaBa €JIeMEHT Ha MO3ULUjU 6.

Pememe
JdupekTHO pememne

3ajaTak MOXeMO PelIMTH AMPEKTHO ofipkaBajyhu Hu3 enemMeHata. CIIOXeHOCT omnepanyje ypehara eneMeHara je
O(n), a ounraBatba BpegHocTH je O(1). VkymnHa cnoxkeHocr je, nakie, O(gn).

using System;

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] niz = new int[n];
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == "u”)
{
int a = int.Parse(str[1]);
int b = int.Parse(str[2]);
int v = int.Parse(str[3]);
for (int j = a; j <= b; j++)
niz[]j] += v;
} else if (str[0] == 7e”) {
int a = int.Parse(str[1]);
Console.WriteLine(niz[a]);
}
}
}
}

DeHBUKOBO JPBO HH3a Pa3JIMKa

V 3agatky VeehaBame cermeHaTa BUeIM CMO Ja ce yBehiaBarbe cerMeHara Moxe ypamutu y Bpemeny O(1), ako
ce yMECTO OpPUIMHAJIHOT HU3a OJpKaBa HU3 pasjMKa CyCe[HUX ejleMeHata. MelhyTum, Taga oneparyja dnuTama ese-
MeHaTa 3axTeBa M3pavyHaBarbe 30KMpa npedrKca HU3a pasiivka, To je omeparmja ciaoxeHoctd O(n). AKO ymecTo
KJIACMYHOT HU3a, HU3 pasjivKa ofipxkaBaMo y PeHBUKOBOM JpBETY, Taja U axypupame eJeMeHara u cabupare rpe-
¢ukca Bpmmo y Bpemeny O(logn), mro je modap kommpomuc. YBehaBarbe cerMeHaTa OpUruHaIHOT Hu3a he ce
CBECTH Ha /1Ba yBehaBama eleMeHaTa Hu3a pasivKa, MITo Cy JBe oneparnyje Hag PeHBUKOBUM JPBETOM CIIOKEHOCTH
O(logn). Yurame eneMeHaTa OpUTHHATHOr HU3a hie ce cBecTn Ha M3padyHaBarse 30Mpa npeduKca HU3a pasiivka,
mTo je jepHa onepaija Hajg PerBrkoBuM apsetom cnokeHoctr O(logn). ViynHa cioxenoct he duti O(glogn).

using System;
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class Program

{

256

// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
static void dodaj(int[] drvo, int k, int x)

{
k++;
int n = drvo.Length;
while (k < n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// izracunava zbir prefiksa [0, k) originalnog niza
static int zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)

{

int zbir = 0;

while (k > 0)

{

zbir += drvo[k];
k -= k & -k;

}

return zbir;
}
// operacije sa nizom razlika (predstavljenog pomocu Fenvikovog
// drveta)
static void uvecajSegment(int[] drvo, int a, int b, int v)
{

dodaj(drvo, b+1, -v);

dodaj(drvo, a, v);
}
static int element(int[] drvo, int a)
{

return zbirPrefiksa(drvo, a+1);
}

static vold Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] drvo = new int[n+1];
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
if (str[0] == "u”)
{
int a = int.Parse(str[1]);
int b = int.Parse(str[2]);
int v = int.Parse(str[3]);
uvecajSegment(drvo, a, b, v);
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} else if (str[0] == 7e”) {
int a = int.Parse(str[1]);
Console.WriteLine(element(drvo, a));

3aparak: K-tu mapau dpoj

Harmucatu nporpam koju omoryhasa a ce y HU3y IpUpOJHUX OpojeBa KOjU je Ha TIOYeTKY HCIYHEH Hyjlama, ajau
MU Ce eJICMEHTHU YEeCTO MEeHhajy TOKOM M3BpIIIaBarha MporpaMa e(prkacHo MpoHaIa3u NMo3uiuja k-Tor napHor Opoja
IO peny.

VYaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yuutasa gyxuHa Huza n (1 < n < 50000), a 3atum u dpoj ymura m (1 < m <
50000). M3BpmaBameM ynura odiKa v p x ce y Hu3 Ha nosunyjy 1 < p < n ymucyje dpoj x, IOk ce ynuToMm ¢ k
Ha CTaHJapJHU W3JIa3 UCIIXCY je TIo3uIMja k-Tor mapHor dpoja y Tekyhem cazapikajy Hu3a (mo3uuyje ce dpoje ox 1).

N3na3: Ha cranpapaHoM u3na3y NpUKa3aTH pe3yJiTaTe U3BpIIABamba YIUTa C. AKO Yy HEKOM Cily4ajy y HU3Yy MMa
Mare apHUX OpojeBa oj] BPeJHOCTH Kk, TaJla YMECTO MO3UIIMje UCIIMCATH - .

ITpumep
Vaaz Hznaz
5 5
8 4
u3dil 4
c 4 -
ulv
uz2s

c1

ul?2

c?2

c 4
Pememe

JIMPEKTHO pelIehe MoApa3yMeBa 1a ce eJIEMEHTH YIIMCYjy Y HA3 U J1a Ce TIO3UIH]ja k-Tor mapHor oapehy je mpuMeHoM
JIMHeapHe IpeTpare. AKO MMaMo 1 OTepalyja axypUpara M 1o OlEpalja IPETPAre CIOKEHOCT TAKBOT PENIEHA
je O(mq + msa - n), WTO MOKE OUTH NIPUIUYHO HeeDUKACHO.

using Systenm;

class Program
{
static vold Main(string[] args)
{
// elementi niza - dodajemo jedan element vise, jer se
// pozicije broje od 1
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] niz = new int[n+1];
// broj upita
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string linija = Console.ReadLine();
char ¢ = linija[0];
if (c == "u") {
// upit upisa elementa u niz
string[] str = linija.Substring(2).Split();
int p = int.Parse(str[0]);
int x = int.Parse(str[1]);
niz[p] = x;
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}

} else if (c == 'c') {
// upit odredjivanja k-tog parnog broja
int k = int.Parse(linija.Substring(2));
// linearnom pretragom odredjujemo poziciju k-tog
// parnog broja
int brojParnih = 0;
for (int p = 1; p <= n; p++)
if (niz[p] % 2 == 0)

{
brojParnih++;
if (brojParnih == k)
{
Console.WriteLine(p);
break;
}
}

// ako nema k parnih brojeva, ispisujemo -
if (brojParnih < k)
Console.WritelLine(”-");

Ha ocHoBy HM3a MOXeMO (hOpMUPATH HU3 HyJIa M jeJUHKLIA TAKaB Jia Ce je/IMHUIIE Halla3e Ha MECTy IapHHX ejeMe-
Hata. Taza je mo3umnuja k-Tor Mo pejy MapHOT Opoja HajMara MO3UIMja TaKBa Jia je 30Mp CBUX jeMHMIIA 3aKJbYIHO
ca TOM TO3UIIAjOM jeqHaK k. AKO HW3 HyJla U jeIMHUIIA ofip:kaBaMo y DEeHBUKOBOM cTadIry, BPJIO e(pUKaCHO MOXe-
MO [Ia M3pavuyHaBaMoO 30MPOBE CBAKOT (PUKCHpaHOT mpeduKca. 3axBabyjyhn unmeHUIM qa ¢y 30MpoBU mpedukca
MOHOTOHO Heomnagajyhu (kajga ce mperKCH MpoayKaBajy) TpaxkeHy MO3UIM]y MOKEMO e(prKacHO OJPESUTH alro-
pUTMOM OMHapHe mpeTpare. AKO UMaMo M1 Olepalyja axypupama U me ornepalyja rnperpare yKymnHa cJ0KeHOCT

he duti O(m log(n) + mg log? n), 1j. O(mlog® n).
using Systenm;

class Program

{

// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom
static void dodaj(int[] drvo, int k, int v)

{
while (k < drvo.Length)
{
drvo[k] += v;
k += k & -k;
}
}
static int zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)
{
int zbir = 0;
while (k > 0)
{
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
return zbir;
}

// vraca prvu poziciju p tako da je zbir niza na pozicijama [1, p]
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// vect ili jednak k
static int prefiksK(int[] drvo, int k)

{
// poziciju pronalazimo binarnom pretragom po vrednosti zbira
// prefiksa
int 1 = 1, d = drvo.Length - 1;
while (1 <= d)
{
ints=1+( -1/ 2;
if (zbirPrefiksa(drvo, s) < k)
1l=5s+ 1;
else
d=s - 1;
}
return 1;
}

static voild Main(string[] args)
{
// elementi niza - dodajemo jedan element vise, jer se
// pozicije broje od 1
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] niz = new int[n+1];
// gradimo Fenvikovo drvo 1 inicijalizujemo ga jedinicama
int[] drvo = new int[n+1];
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, k, 1);

// broj upita
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
string linija = Console.ReadLine();
char ¢ = linija[0];
if (c == "u") {
// upit upisa elementa u niz
string[] str = linija.Substring(2).Split();
int p = int.Parse(str[0]);
int x = int.Parse(str[1]);
if (x % 2 == 0 & niz[p] % 2 != 0)
// upisan je novi paran element na poziciju p
dodaj(drvo, p, 1);
else if (x % 2 != 0 && niz[p] % 2 == 0)
// upisan je novi neparan element na poziciju p
dodaj(drvo, p, -1);
niz[p] = x;
} else if (c == 'c') {
// upit odredjivanja k-tog parnog broja
int k = int.Parse(linija.Substring(2));
// trazimo najkraci prefiks ciji je zbir jednak k
int p = prefiksK(drvo, k);
// proveravamo da 1i takav prefiks zaista postoji
if (p <=n)
Console.WriteLine(p);
else
Console.WriteLine(”-");
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3aparak: Tpuk ca kaprama

Manu MahroHnyap xohe J1a CJI0XKH KapTe Tako Ja ca BUMa u3Beie cefiehy TpUK. Y MpBOM KOpaky jefiHy KapTy ca
BpXa WA npedallyje Ha JHO MINWiIa, y3uma ciefehy kapTy ca Bpxa IUNuia U UCIIOCTaBlba ce /1a je Ha 1boj Opoj 1.
VY npyrom Kopaky npedaityje ABa IyTa KapTy ca Bpxa I Ha AHO INNWJIA, y3uMa ciefiehy KapTy ca Bpxa Inmnmia
WCIIOCTaBJba Ce JIa je Ha ’0j Opoj nBa. Hactasipa a pagy o MCTOM IPUHHMIITY, Tpedairy jyhinl y CBakoM KOpaKy I1o
jeAHy KapTy BHIIIE ca BpXa Ha JHO IIIIJIA, 1a OM ce HAKOH TOra ca BpXa IINHJIa CKIHYJIa YIPaBo KapTa ca HapeaHUM
penHuM Opojem.

VYaa3: Ca cranpapiHor yiasa ce yuurasa Opoj kapata y mmuiy n (1 < n < 50000).

M3aa3: Ha crannapaHy usia3 UCIIMCATH PeIociie]] KapaTa y LIy, O] BpXa Ka JHY (HAKOH CBaKe KapTe UCIHCATH
jenaH pa3mak).

ITpumep

Vaaz Hznaz

12 7149211108365 12
Pememe

AKO KpeHeMO O[] IIPa3HOr HU3a (MOXEMO ra HHULIMjATHO MONYHUTH HyJlaMa), KapTe MOXEMO TOIMYHUTH TaKo LITO
KpPEHEeMO O] [I0YeTKa, 3aTHM IPECKOYMMO jeHO MPA3HO MECTO M YIUIIEMO jeJUHHUILY, 3aTHM MPECKOYMMO JIBa TIpa-
3Ha MeCTa U YIUIIEMO JABOjKY, 3aTUM IPECKOYMMO TpH Ipa3Ha MecTa M YIHUILIEMO TPOjKy M Tako Jajbe. Moxemo
NPUMETHUTH Ja Kajia ce Opoj noBeha u Opoj mpa3sHUX MecTa CMambH, ITPecKaKkame MPa3HUX MECTa U M0 HEKOJIMKO MyTa
oduia3y HU3. AKO IIPECKOYMMO CBa IIpa3Ha MecTa y HU3y (KOjUX y k-TOM Kopaky uma n — k + 1 o1a3uMo0 Ha UCTO
MECTO ca KOT' CMO TIONLIH, Ia ce yOp3ame Moske MOCTHhM TaKo IITO pe NpecKakarmwa k MpasHUX MecTa IpoHahemMo
OCTaTak Tor Opoja mpu aebemy can — k + 1.

using System;

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
// broj 1 niz karata
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] karta = new int[n];
// trenutna pozicja
int p = n-1;
for (int k = 1; k <= n; k++)
{
// treba da preskocimo k praznih pozicija
// posto je preostalo n-k+1 praznih, one se ciklicno
// ponavljaju, pa je dovoljno preskociti k % (n-k+1)
// praznih pozicija
for (int 1 = 1; 1 <= (k % (n-k+1)) + 1; 1++)

{
// pomeramo se na narednu poziciju i preskacemo sve
// pune pozicije do naredne prazne
while (karta[p = (p + 1) % n] != 0)

}

karta[p] = k;
}

foreach (int k in karta)
Console.Write(k + ~ 7);
Console.WritelLine();
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}

using System;

class Program

{
static voild Main(string[] args)
{
// broj 1 niz karata
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] karta = new int[n];
// trenutna pozicja
int p = n-1;
for (int k = 1; k <= n; k++)
{
// treba da preskocimo k praznih pozicija
// posto je preostalo n-k+1 praznih, one se ciklicno
// ponavljaju, pa je dovoljno preskociti k % (n-k+1)
// praznih pozicija
for (int 1 = 1; 1 <= (k % (n-k+1)) + 1; 1++)
{
// pomeramo se na narednu poziciju 1 preskacemo sve
// pune pozicije do naredne prazne
while (karta[p = (p + 1) % n] != 0)
}
karta[p] = k;
}
foreach (int k in karta)
Console.Write(k + 7 7);
Console.WriteLine();
}
}

IMpa3Ha Mecra (Tj. HBUXOBE IMO3UILIMjE) MOXKEMO YyBATH Y JIUCTH, jep HaM OHa jaje MOryhHOCT ia BeoMa e(pHKacHO
n30aLMo eneMeHT 13 cpeguHe. [IpuInMKoM KpeTama 1o JIMCTH MOPaMO BOJWTH padyHa O TOME Ja KaJa CTUTHEMO
JI0 Kpaja, odMiIa3ak KpeHeMo U3 TIoYeTKa.

MehyTtum, jorr edpukacHuje peniewe o1 ynoTpede JucTe je To Ia codOIHY MO3UIM]Y KOja cleIu HAKOH MpecKaKamba
k cnodoaHUX TO3MLMja OJPeJUMO Kao m-Ty CJI000AHY NO3ULKjy Y HU3y. Hanme, ako 3HaMo ja ripe Tekyhe nosunuje
TIOCTOjH P CIODOJHMX TIO3MILIM]ja Tajla YMECTO Jia OJ1 TeKyhe Imo3uipje npeckadeMo p Mo3uIirja MOKEMO OJf TIOUeTKa
HM3a IPECKOYNTH P+ k Mo3uLMja U eneMeHT k yricatu Ha mo3uuyjy p+k+1. Hanpumep, akoysmsy . 1 . . 2 . . .

. TPaXXMMO TO3MIIMjY Ha KOjy Tpeda a yruieMo Opoj 3 of eeMeHTa 2 Tpeda 1a MPecKOInMo 3 Mpa3He MO3UIlHje,
MehyTuM, TOIITO Mpe eJeMeHTa 2 MOCTOju 3 Mpa3He MO3uIMje OJf MoYeTKa Hi3a mpeckayeMo 3 + 3 = 6 mpa3Hux
MO3UIIMja U eJIEMEHT 3 YIHICYjeMO Ha ceMy Mpa3Hy MO3UIIKjy Y HU3y unMe jgodujamo . 1 . . 2 . . . 3 .. Nuak,
Tpeda OUTH 00a3puB, jep ce HeKaja JoJasu 0 Kpaja HU3a, na ce Opojame Bpaha Ha moveTak HU3a. 3aTo Opoj npasHe
no3ulidje Ha Kojy Tpeda yrmcaru ejieMeHT K 3arpaBo Huje yBek p+k+ 1, Beh je jemrak mod (p + k)(n — k + 1)+1.
Hop. akoysm3y . 1 . . 2 . . . 3 . XeaMMO Jja OJpeJuMO MO3UIM]y eJIeMeHTa 4 3HaMO Jia ce Ipe eJeMeHTa 3
HaJla3u 6 Mpa3HUX MO3MUIIMja, IITO 3HAYM J]a €JIeMeHT 4 Tpeda Ja YIHIIeMo Ha Mpa3Hy MO3UIM]y YHjU je PeAHH Opoj
mod (6 +4)7+4 1 = 4, unme godujamo vz . 1 . . 2 4 . . 3 .. CianyHoO, MOWITO Npe eleMeHTa 4 uMa 3 mpasHe
HO3UIIMje eJIEMEHT 5 yIucy jeMo Ha mo3uimjy ca peaaum opojem mod (3 4+ 5)6 + 1 = 3 unme godujamo HU3 . 1 .
524..3..

Ocraje nurame Kako OJpeJuTH k-Ty Ipa3Hy MO3ULIH]Y y HU3Y, MehyTHM, TO MOXXEMO ypaauTH KCTOM TEXHUKOM KOjOM
cMo y 3agatky K-t nmapuu Opoj ogpehusanu k-Tu o peny mapaH dpoj y HU3Y KOjH ce Mema (OBIE je axypupame
CaMo TaKBO Ja ITpa3He MO3HILIMje MOTY ITOCTaTH HeIlpasHe).

using System;

class Program
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// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

static voild dodaj(int[] drvo, int k, int v)

{
while (k < drvo.Length)
{
drvo[k] += v;
k += k & -k;
}
}
static int zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)
{
int zbir = 0;
while (k > 0)
{
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
return zbir;
}

// vraca prvu poziciju p tako da je zbir niza na pozicijama [1, p]
// veci i1li jednak k
static int prefikskK(int[] drvo, int k)

{
// poziciju pronalazimo binarnom pretragom po vrednosti zbira
// prefiksa
int 1 = 1, d = drvo.Length - 1;
while (1 <= d)
{
ints=1+(d-1) / 2;
if (zbirPrefiksa(drvo, s) < k)
1=s+1;
else
d=s - 1;
}
return 1;
}

static voild Main(string[] args)

{
// broj i niz karata
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] karta = new int[n];

// Fenvikovo drvo nad nizom koji cuva 1 na praznim i @ na
// zauzetim pozicijama (brojanje krece od 1)
int[] drvo = new int[n + 1];
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, k, 1);

// trenutna pozicija

int p = 0;
for (int k = 1; k <= n; k++)
{
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// treba da se pomerimo za k praznih pozicija

// posto je preostalo n-k+1 praznih, one se ciklicno
// ponavljaju, pa je dovoljno preskociti k % (n-k+1)
// praznih pozicija

// odredjujemo najmanju poziciju takvu da se zakljucno sa
// njom nalazi za k slobodnih pozicija vise nego sto se
// nalazi zakljucno sa trenutnom slobodnom pozicijom (sve
// po modulu n-k+1)
p = prefiksK(drvo,

(zbirPrefiksa(drvo, p) + k) % (n-k+1) + 1);

// upisujemo kartu, poziciju oznacavamo punom 1 azuriramo
// drvo
karta[p-1] = k;
dodaj(drvo, p, -1);
}

// ispisujemo konacan raspored karata

foreach (int k in karta)
Console.Write(k + 7 ”);

Console.WriteLine();

3anarak: lnBep3uje HaKOH H3danMBamka cerMeHarTa

JlaT je HU3 a, KOju ce cacToju o m MO3UTUBHUX Lenux dpojeBa. Hammcatu nporpam koju he ga nmpedpoju Konmko
nma napoBa OpojeBa l mr TakBux ja je 1 < ! < r < nupawmm3s b = ajas...a;arGr41 ... a4, HEMA BULIE OF k
WHBep3Hja.

JlBa nena opoja y Hu3y b odpasyjy uHBep3Hjy Kaia ce Behu Opoj mojaBibyje mpe mamer Opoja, Tj. 3a map b;, b;
4IaHOBA HU3a b KaxeMo [a 0dpasyjy UHBep3ujy ako Baxu fa je 1 < ¢ < j < |b|ub; > bj, rae je |b| Benuurna Husa
b.

Vaa3: ¥V npBoj MMHU{M CTaHAAPIHOT yla3a gaTa cy asa nena opojakun (2 < n < 10°,0 < k < 10'®) — mak-
cUMaJsaH Opoj J03BOJbEHUX MHBEP3Mja U BeJMuMHA Hu3a a. Cneaeha MHUja cagpky n MO3UTUBHUX LIEIUX OpojeBa
Pa3/BOjEHHX ca 110 jeHUM Pa3MaKkoM @y, az, - - - , dn, (1 < a; < 10%) — enemenTy Huza a.

N3aa3: V jenuHoj TMHMjY CTAaHAAPIHOT M3JIa3a UCTIMCATH CaMo jellaH Opoj — Opoj mapopa (peleme 3a1aTka).

IMpumep 1 IMpumep 2 Ipumep 3 IIpumep 4

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
1 3 0 1 2 6 4 10

3 3 5 5

132 132 1541 100 1541100
Pememne

I'pyda cnia

Pelierbe rpydoM cHIIOM MoApasyMeBa a ce odpaje cBu maposu (I, ) U a ce 3a cBaky map npedpoje MHBep3uje
nuza. Tomrro maposa uma O(n?), 0BO peleme je BeoMa HeepUKACHO, YaK M Kaja ce MHBEp3Uje Opoje Ha HeKH
edukacan HaumH (Kao IITO je MpUKa3aHo y 3aJaTtky bpoj uueepsuja). Haume, Opoj MHBep3uja JaTor HU3a ce MOXe
rpydOM CHJIOM OipeUTH y clokenoctd O(n?), To JOBOM JI0 yKyNHe cioxkenoctu o yak O(n?). Edukachujum
anropuTMuMa ce Opoj uHBep3uja Moxke oapemutu y cnoxenoctr O(nlogn), mITo JOBOAK IO YKYIHE CIOXEHOCTH
O(n?logn) WTO je ¥ Jajbe HEIOMYCTUBO BEJMKO.

using System;
class Program

{

static void Main(string[] args)
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// ucitavamo ulazne podatke
long maksInv = long.Parse(Console.ReadLine());
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)

a[i] = int.Parse(str[i]);

int brojParova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n-1; 1++) {
for(int r =1+ 1; r < n; r++) {
int brojInv = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n & & brojInv <= maksInv; i++)
if (<=1 1>=17r)
for (int j = 1+1; j < n && brojInv <= maksInv; j++)
U (G=1]1]3>=nr)
if (a[i] > a[iD)
brojInv++;
if (brojInv <= maksInv)
brojParova++;
}
}

Console.WritelLine(brojParova);

}

Texnuka aBa moKa3uBaya

V ocHOBU e(UKaCHUjEr pellierba JIEXKH TEXHUKA JIBa MOKa3KMBaua Koja HaM oMoryhaea J1a eKCIUIMIMTHO POBEPUMO
camo smHeapHu Opoj maposa (1, 7).

Osnaunmo ca I (1, r) Opoj uuBep3uja Husa ogpeljeror mapom (1, ) (Tj. Opoj UHBEP3Uja HU3A Aq, - . . , Afy Gy« -+, Q1
u ca 1,4, MAKCUMAJIHU JIOMYIITeH! OpOj UHBep3Hja.

Kennmo 1a 3a CBaKH JIeCHHU Kpaj r oapeaumMo d0poj ieBux Kpajesa [ takux aa je je [(1,7) < Imaz.

Ako npoHahemo HajBehly BPERHOCT Uy q, < 7 TakBY 18 je I (Imaz, ) < Imaz, 3HaMo 1a he Baxutn v ma je 1(0,7) <
Tnaz> I(1,7) < Lnazs - Llmaz, 7) < Imae (jep 3a Marbe BPeJHOCT JIEBOT Kpaja Opoj MCK/bYYEHHX ejleMeHaTa
HM3a pacre, 11a MHBEP3Kja MOXE OUTH CaMo Marbe Hero y Hu3y oapeherom napom (1,4, 7)), IOK hie ca ipyre crpaHe
Bakutdt I (a0 + 1,7) > Lnazs -, I(r — 1,,7) > L4, (jep 3a Behe BpegHOCTH JIeBor Kpaja Opoj UCIBKYYeHHX
eJieMeHaTa Hu3a Onaja, [1a MHBep3rja MoXke OUTH caMo Bulle Hero y Hu3y oapeheHoM mapoMm (ly,qz,7)). To 3Haun
Jla ce HalakeweM Te Hajeehe BPeIHOCTH U4, MOXE YTBPAUTH JIa TIOCTOJU TAYHO ly,q, + 1 jefaH map ca JecHUM
Kpajem 7 Koju oapelyje HU3 ca AOMyIITeHUM OpojeM MHBep3uja.

Jom jemaH ciydaj KOju ce MOXe jaBUTHU je Jia HU 3a jeIHO | He BaXH Ja je Ja je Opoj uHBep3uja HU3a oxpeheHor
napom (I, r) yHyrap pomymreHor npara 1j. na je I(0,7) > I, ¥ Taga CMO CHTYPHH JIa HE NIOCTOjU HU jeJaH
map onpeljeH IecHUM Kpajem r Koju oapelyje Hu3 ca IomymTeHuM OpojeM WHBep3Hja, Ta HA BPETHOCT [y, ., HUjE
KOPEKTHO AedrHrCcaHa.

3aro cBako r geduHUIMMO (YHKIHM]Y Koja oapehyje Tpaxeny BpegHoct [, Tj. Heka je [(r) = 4. aKO TakBa
BPEIHOCT MOCTOjH, OAHOCHO 12 je [(r) = 0 ako TakBa BpeHOCT He MOCTOj! M TPAKeH! Opoj MapoBa jelHaK je 30upy
BpeaHocTH [(r) + 1 3a oHe r 3a koje je (1) = lmaz Tj. 3a kOje je I(0,7r) < Iqa. (OHE BPeAHOCTH T 32 KOje je
1(0,7) > I, q: HE TOTPUHOCE OPOjY MAPOBA).

VmrieMeHTaIMjy OpraHu3yjeMo OKO TeT/be Y KOjOj ce OfipkaBajy JiBe MPOMEHJbUBE [ < 7 ¥ MIPOMEHJbUBA | y KOjOj
gyyBamo Opoj unsepsuja I (I, r). BpenHoctu nnmnimjamusyjemo va | = O u v = 1, 10K 6poj MHBEp3Mja UHUIU]aITH-
3yjeMo Ha yKyIiaH Opoj MHBep3Hja Y HU3Y (0 BeroBoM e(prkacHOM M3padyHaBamy Oulie peur Majo KacHuje).

3a cBako 7 nokymasamo aa nponahemo I(r). AkoI = I(l,7) < I ey Mako jel+1 < r,tamajel(r) > I. Yehamwem
BpPEIHOCTH | y HU3 KOJjU Ce pa3MaTpa ce JIojJaje eJeMeHT a1, YAMe ce Opoj MHBep3Hja yBehaBa TayHO 3a Opoj
MHBEp3Mja y KojuMa ydecTByje Taj enement. Taj dpoj je onpehen enemeHarima y uHtepsaiy [0, ] Koju cy cTporo
Behin 0[] ;41 ¥ eJleMeHTHMa Y HHTepBatly [r,n) KOjU Cy CTPOrO Mamu of a;+1 (M O HAYMHY HBUXOBOT e(pUKacHOT
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MpoHaJTaxewa he OUTH Maso BHIe peud KacHUje). Ako je 30mp Tekyher Opoja mHBep3uja I u Opoja uHBEp3Uja
onpeheHor eleMEeHTOM a;1 Ma¥ WIHM jeJHAK O JomyITeHor npara [ ce yBehaBa v IoCTyIak ce MoHaB/ba CBE 0K
[ He nocTHrHE BpepHOCT  — 1 Wi IOK ce He npoHalje BpeAHOCT [ TakBa Jja ce yKJby4unBameM eneMeHTa | + 1 dpoj
uHBep3uja nosehaBa u3Hap mpara (To je TpaxeHa BpeaHocT (1) = l;,q.). Ha Taj HaunH oppehyjemMo Haury Tpaxemy
noceay BpeqHoct [ u dpoj nponahenux naposa nosehasamo 3a l + 1. Ako je ! = O mako je I(l,7) > I 4, TaOa
jel(r)y=0.

HakoH npoHaiaxerma BpeAHOCTH [ (1) 3a TPEHYTHY BPEJHOCT 7, MOKEMO Npehin Ha HapeHy BPEJHOCT JAECHOT Kpaja
Tj. Ha BpeaHocT 7 + 1. TlorpedHo je na ompeanmo I (r + 1). TloBehawem BpegHOCTH 7 U3 HU3a U30aIly jeMO BPEIHOCT
a, ¥ OpOj MHBEP3Uja AKypUPAMO TaKO IITO O1y3MEMO TAUHO OHE MHBEP3Uje y KOjUMa je yUeCTBOBAO €JIEMEHT a... 1a]
dpoj je ompebhen cBuM eemenTiMa u3 uatepsaia [0, [| koju cy crporo Behu o1 a,. ¥ CBEM eleMEeHTHMa 13 HHTepBaia
[r 4+ 1,7n) KOju cy cTpOro Mawu of a, (M 0 BUXOBOM edHKacHOM oapehuBary duhe Buiie peun KacHuje). HakoH
Tora ce yBehasa r 1 moTpedHo je oapenutu [(r) 3a yBehaHo r. KibyuyHa omacka je ga | HE MOPAMO TPaKUTH K3
noyeTka, Beh mperpary MOKeMO HACTABUTH OJI TPEHYTHE BpeaHOCTH [, jep je (1) MoHOTO Heomanajyha gyHKImja
no r. Hamwme, ako je I[(r) = O m ako je I(0,7) > 4z, Tana je tpuBmjaino [(r + 1) > 0. V cynporHOM, aKo je
Ur) = lnaz tamaje I(l,1) < Lypaq,maje I(l,r+1) < I(l,r) (moBehaBamem BpeqHocTu r Opoj MHBep3Mja ce camo
MOJXe CMamuTH), na je oHma [(r + 1) > Ly, (Baxu ma je I(lnaw, 7) < Lnaz, A CE TOCHEAA MOZUIA]A [y g, 32
yBehaHO 7 MOXe HaJIa3UTH caMo JIECHO OJ] Tocieae no3utije | = [,,4, npe yBehamwa ). 3aTo HakoH yBehama r,
nperpary 3a [ () HactaB/baMo 0ff Tekyhe BpeaHoCTH [, Tako To | yBehaBaMo cBe IOK He JOCTHUTHE BpeJHoCT 7 — 1
v Bpegroct TakBy na je I(1, 1) < g u Il + 1,7) > Ip4. (TO je OHOA BPEOHOCT U1 qz ).

C od3upom Ha To fa ce u [ u r camo Mory yBehaBaty, HajBehn Opoj utepaiyja oBe meTbe je 2n.
Ocraje jomr HEKOJIMKO MUTama Koje je MOTpedHO pemuTy 1a Ou ce nodmia eprkacHa UMITIEMEHTaIHja:

* KaKo OfIpeJUTH MOYETHH OpOj MHBEP3H]a,
* Kako opehuBaTi dpoj MHBEP3Uja 3a €JIEMEHT a;41 KOjU ce ydalyje y Hu3 u
* Kako ofpehuBaTy Opoj MHBEP3Uja 3a €JIEMEHT a, KOju ce u3dailyje u3 Huza?

Jean HaumH je 1a ce oBO ypaau rpydom cuiom. ITodeTHH Opoj MHBep3Mja ce MOXke PyOOM CHIIOM OJPEIUTH Yy
cnoxenoctu O(n?) u To ce paau camo jeaHoM. Bpoj MHBep3Hja ca CBakM KOHKPETAH €JIEMEHT ce MOke Tpydom
cunoM ypaauth y cioxkeroctu O(n). Taj kopak ce usspiasa O(n) TyTa (IPUIMKOM CBake MPOMeHe BPeIHOCTH [ 1
r). Cie 3ajemHo croxenoct je O(n?).

using Systenm;

class Program

{
// broj inverzija datog niza
static long brojInverzija(int[] a)

{

int broj = 0;

for (int 1 = 0; 1 < a.Length; i++)

for (int j = 1+1; j < a.Length; j++)
if (a[i] > a[iD)
broj++;

return broj;

}

// broj elemenata na pozicijama [0,1] koji su strogo veci od x
static int levoVecih(int[] a, int 1, int x)

{
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= 1; i++)
if (a[i] > x)
broj++;
return broj;
}

// broj elemenata na pozicijama [r, n) koji su strogo manji od x
static int desnoManjih(int[] a, int r, int x)
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int broj = 0;
for (int 1 = r; 1 < a.Length; i++)
if (a[i] < x)
broj++;
return broj;

}

static void Main(string[] args)
{
// ucitavamo ulazne podatke
long maksInverzija = long.Parse(Console.ReadLine());
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);

// tehnikom dva pokazivaca racunamo broj parova
long brojParova = 0;
int 1=0, r=1;
long inverzija = brojInverzija(a);
while (r < a.Length)
{
while (true)
{
if (1+1 == 1)
break;
int uvecanje = levoVecih(a, 1, a[l+1]) +
desnoManjih(a, r, a[l+1]);
if (inverzija + uvecanje > maksInverzija)
break;
T++;
inverzija += uvecanje;
}
if (inverzija <= maksInverzija)
brojParova += 1 + 1;
int umanjenje = levoVecih(a, 1, a[r]) +
desnoManjih(a, r+1, a[r]);
inverzija -= umanjenje;
F++;
}

Console.WriteLine(brojParova);

}
CTpykType mogaraka

3a ecpukacHo ozpehiBame yKyImHOr Opoja MHBEp3Huja 1 Opoja MHBEp3Uja AAaTOT eJIeMEHTa MOKEMO yroTpeduTn edu-
KacHe CTPyKType MojaTaka. Y cBa TPH cilydaja MOTpedHO je 1a MMaMo CTPYKTYpy MojJaTaka Koja nojapxana cieache
oreparyje: JoAaBame eJeMeHTa y CKyI, H30alMBamke eleMeHTa 13 CKyma ofpehiBame dpoja eeMeHaTa CKyrna Koju
Cy MamU O]1 IaTe BpeIHOCTH U ofpehuBame Opoja elemeHata ckyna koju cy Behu ox nare Bpeanoctd. Ilommro y HU3y
MoJe OUTHU jeJHAKUX eJleMeHaTa, yMEeCTO CKyIa je MOTPEdHO yIOTPEeOUTH HEKH OOJIMK MYJITHCKYIA.

PeHBUKOBO JIPBO

AKO 3HAMO [1a eJIeMEeHTH CKyIIa J0J1a3e U3 HEeKOT MHTepBaia obiuka [1, 1], MyJITHCKYIT MOXEMO Pealn30BaTH MOMO-
ly HM3a y KOM Ha CBaKoOj MO3HIIMJH ¢ IyBaMO OpOj MOjaB/bHBaba eJieMeHTa ¢. [lomTo He 3HaAMO yHarpe] pacrioH
BPEIHOCTH, Ha MOYETKY pajia eJIeMEeHTe HU3a IIPEBOJJMMO Y HbUXOB PaHT Tj. peloCie/l y COPTUPAHOM HU3Y, IPU YeMy
pasr Opojumo of 1. Ta oneparuja He yTuye Ha Opoj UHBep3Uja.
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Honasarse esieMeHTa y CKyII ce CBOJH Ha yBehare Opoja IeroBHX 110 jaB/biBama 3a 1, a yKiIamarme elIleMEeHTa U3 CKyIa
Ha yMamuBame Opoja BeroBux mojaB/buBama 3a 1. Bpoj esemeHata Mawux of 1aTOT eJleMeHTa ¢ oApehyjeMo Kao
30up mpedukca HU3a Ha no3unmjama [1,14), a dpoj enemenara Behux o1 jaror enemeHTa ¢ Kao 30up cy(ukca HUu3a
Ha no3unmjama [i, n). dakie, moTpedHa HaM je CTPYKTypa ITOIaTaka Koja HaM JOMYIITA JIa Y HU3Y YHjH Ce eleMEHTH
YeCTO Mehajy e(prKacHO M3padyHaBaMo 30MpOBE MPOM3BOJBHUX Mpedukca 1 cyduKca.

JenHo epukacHO pellemhe MOKEMO JOOUTH aKo YHOTpeduMo Penguxoso gpeo (1j. dunapno-ungexcupano gpeo, BIT).
IMosceTMo ce, OHO y JIMCTOBMMA YyBa BPEJHOCTH HEKOTI HHU3a, JOK Y YHYTpalllbUM YBOPOBMMA YyBa Maplujal-
He 30upoBe ofpehieHnx cermeHara Koju HaM oHAa omoryhaBajy Aa y JIOTapuTaMCKO] CIOKEHOCTH OJPEIUMO 30Hp
MIPOM3BOJBHOT MpeduKca ApBera. [lomTo ce 30up dmso kor cermeHTa (YKipyuyjyhu u cydukce) Moxe JOOUTH Kao
pasnuka 30upa aBa npedukca, PeHBUKOBO IpBO HaMm omoryhasa fa epukacHO ogpearumMo 30up OMIIO KOT' CerMeHTa
OPHI'MHAJHOT HU3A.

OBHUM CJIOKEHOCT Orepalyje 10aBama eJIeMEHTa Y MYJITHCKYII, Oprcamba eJleMeHTa U3 MYJITHCKYIIa, Kao 1 oapehu-
Barba Opoja eyleMeHaTa MambHX Of JaTor U ofipehuBama dpoja enemeHara Behux o gaTor mocraje Joraputamcka y
OIHOCY Ha Opoj enemMeHaTa y MyJITHCKYITy. 3ato je oapehuBame Opoja MHBEp3Uja CBAKOT M0jeJMHAYHOT eJIeMEeHTa
cioxeroctd O(logn), ma ogpeluBarbe moyetHor Opoja MHBEp3Kja UMa cliokeHoCT n logn. CBako moMeparme UH-
nekca | u r niocraje cioxenocru O(n), Ha nomro ce uHpekcu nomepajy O(n) myta, yKyIHA CIOKEHOCT aropuTMa
nocraje O(nlogn), mro je mpruiMyHO e(hMKACHO Y OJHOCY Ha CBa paHHMja pEIlekba.

using System;

class Program

{

/* Fenvikovo drvo */

// uvecava se element na poziciji k Fenvikovog drveta za vrednost
// v 1 azurira se drvo
static voild uvecaj(int[] drvo, int k, int v)

{
while (k < drvo.Length) {
drvo[k] += v;
k += k & -k;
}
}

// ubacuje element k u Fenvikovo drvo koje predstavlja skup
static void ubaci(int[] drvo, int k)

{

uvecaj(drvo, k, +1);

// izbacuje element k iz Fenvikovog drveta koje predstavlja skup
static void izbaci(int[] drvo, int k)

{

uvecaj(drvo, k, -1);

// zbir prefiksa [1, k] Fenvikovog drveta
static long zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)

{
long zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
return zbir;
}

// zbir sufiksa (k, n] Fenvikovog drveta
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static long zbirSufiksa(int[] drvo, int k)
{
return zbirPrefiksa(drvo, drvo.Length - 1) -
zbirPrefiksa(drvo, k);
}

// broj elemenata u skupu predstavljenim Fenvikovim drvetom koji
// su strogo veci od vrednosti k

static long brojvecihOod(int k, int[] drvo)

{

}

return zbirSufiksa(drvo, k);

// broj elemenata u skupu predstavljenim Fenvikovim drvetom koji
// su strogo manji od vrednosti k
static long brojManjih0od(int k, int[] drvo)
{
return zbirPrefiksa(drvo, k-1);

}

static voild Main(string[] args)
{
// ucitavamo ulazne podatke
long maksInverzija = long.Parse(Console.ReadLine());
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);

// odredjujemo rang svakog elementa da bismo elemente mogli da
// smestamo u Fenvikovo drvo
int[] b = (int[])a.Clone();
Array.Sort(b);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = Array.BinarySearch(b, a[i]) + 1;

// brojimo ukupan broj inverzija polaznog niza

long brojInverzija = 0;

int[] BIT = new int[n+1];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

{
brojInverzija += brojVecihOd(a[i], BIT);
ubaci(BIT, a[i]);

}

// trazeni broj parova (l, r)
long brojParova = 0;

// krecemo od para (0, 1)
int 1=0, r=1;

// skup elemenata na pozicijama [0, L]
int[] BITDoL = new int[n+1];
ubaci(BITDoL, a[0]);

// skup elemenata na pozicijama [R, n)
int[] BITOdR = (int[])BIT.Clone();
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izbaci(BITOdR, a[0]);

// za svaku mogucu vrednost desnog kraja
while (r < a.lLength)

{
// odredjujemo poslednju vrednost | takvu da je broj
// inverzija kada se izbace elementi iz intervala (1, r)
// manji od zadate granice
while (true) {
// posto mora da vazi 1l < r, 1l vise nije moguce uvecati
if (1+1 ==r)
break;
// ispitujemo da 11 je moguce povecati l, tj. ubaciti
// element a[l+1]
long uvecanje = brojVecihOd(a[1l+1], BITDoL) +
brojManjihod(a[1+1], BITOdR);
// ako nije, trenutno 1 je poslednje moguce
if (brojInverzija + uvecanje > maksInverzija)
break;
// u suprotnom ubacujemo a[l+1] u skup, azuiramo broj
// inverzija i1 povecavamo 1
brojInverzija += uvecanje;
ubaci(BITDoL, a[l+1]);
T++;
}
// ako je broj inverzija za trenutni par (l, r) ispod
// dopustene granice, takav je 1 broj inverzija za sve
// parove (0, r), (1, r), ..., (l, r)
if (brojInverzija <= maksInverzija)
brojParova += 1 + 1;
// uvecavamo r tako sto izbacujemo a[r] iz skupa 1
// azuriramo broj inverzija
long umanjenje = brojVecihOd(a[r], BITDoL) +
brojManjihod(a[r], BITOdR);
brojInverzija -= umanjenje;
izbaci(BITOdR, a[r]);
r++;
}

// ispisujemo konacan rezultat
Console.WriteLine(brojParova);

3aparak: Bpoj pa3inunTHx eJleMeHaTa y cerMeHTHMA

Hammvmm nporpam koju oapelyje Opoj pasnnuuTux eeMeHaTa y CBakoM OJ1 /m AaTHX CerMeHaTa HU3a Off 1. eleMe-
Hara.

Vna3: Ca crangapasor yiasa ce yuntasa opoj n (1 < n < 50000), a 3aTuMm n 11eauX dpojesa aq, . . . , Ay, YHje Cy
BpeaHocty u3mely 1 u 100000. Hakon Tora ce yuuraa Opoj m (1 < m < 50000) a 3aTUM y HapeJHUX 1M pelloBa
JIeBa U [IeCHA TPAHUIIA 3aTBOPEHOT cerMenTa [l;, d;], pa3nBojeHe ca mo jenuum pasmakom (1 < I; < d; < n).

M3na3: Ha crangapaHu m3na3 ucnucatéd m dpojeBa oj] KOjUX CBAaKM MPECTaB/ba OpOj pa3lIuuMTHX ejleMeHarta y
CEeIMEHTY ay,, . . . O, -

i
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IIpumep

Vaaz Hznaz
5 3
11213 2

3 3

15

2 4

35

Pememe

Peniere rpydoM ciioM mozipa3ymeBa Jia 3a CBaKHM CerMeHT N30pOjiMO pa3jinuuTe eJeMeHTe (Ha IpuMep, Kopumihe-
BEM CTPYKTYpe MoJaTaka 3a yyBame CKynosa). OHO je IpIIMYHO Hee(pUKacHO.

using Systenm;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] a = new int[n+1];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 1; 1 <= n; i1++)
a[i] = int.Parse(str[i-1]);
int m = int.Parse(Console.ReadlLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
str = Console.ReadLine().Split();
int 1 = int.Parse(str[0]);
int d = int.Parse(str[1]);
var elementil = new HashSet<int>();
for (int j = 1; j <= d; j++)
elementi.Add(a[j]);
Console.WriteLine(elementi.Count);
}
}
}

OcHoBHa Hjeja e(pUKaCHOT pelera 33/1aTKa je Jla aKo 3HaMO MO3MIMje IMOCTEAIX 110jaB/biBamkha elieMeHaTa Hr3a
YHYTap HEKOT CerMeHTa nosunuja [1,d] Tama MOXeMO Jako OApeIUTH OpOj Pa3iIMUMTHX €leMEHATa y CBAKOM Off
cermeHara [[, d] kao Opoj TakBHX MO3MIHMja KOje MpHUIajiajy ToM cerMeHTy. MokeMO Kpeuparu Hu3 ayxuHe d Ko-
JY CalipkM jeqvHMLIE HA MECTUMA Ha KOjUMa ce eJIEMEHT jaBba ITOC/eIbY YT y CETMEHTY U HyJle Ha MecTHMa Ha
KOjUMa ce Hajase eJIeMeHTH KOjU ce Yy TOM CEerMEHTy jaBibajy M KacHuje. Ha mpumep, ako je nato 10 enemenara
Huza 3,4,1,3,2,5,4,7,2,3, tana moxkemo Hanpasutu vu3 0,0, 1,0,0,1,1, 1,1, 1. 3a cBaku cermenT odiuka [l, d]
(3a uKcupaH AecHU Kpaj d) Opoj pa3IMUYMTHX ejleMeHaTa MOXKEMO JIOOUTH M3pavyyHaBameM Opoja jeAnHHLA Y Of-
roBapajyhem cerMeHTy Hu3a HyJla M jeIMHUIA. 3aucCTa, 3a CBaKy IPYIy jeJHAKHX eJleMeHaTa caMo IOCTOjH caMo
jelHa jeMHUIIA ¥ CBAKU EJIEMEHT Ce OPOjU CaMo jeJHOM. 3a CBaKH eJIEeMEHT KOju MpUIlajia CerMenTy |1, d] mocroju
dap jelHa jeMHMIIA Y TOM CETMEHTY KOja My OATOBapa (ko je TPEeHYTHO I0jaBJbHBAbE eJIEMEHTa MOCTIe/Abe, OHla
j€ jenuHWIa Ha ’ErOBOM MECTY, a aKO HHje, OHJIa CUTYPHO MOCTOjH jeJVHHILA HETJle U3a era Koja My OAroBapa).
[IpumeTnMo 1a TO HE MOpa J1a BaKM 32 CETMEHTE KOjU Ce He 3aBpIliaBajy Ha MO3ULUjH d.

Hus Hysna W jequHUIIA MOXEMO OJpKaBaTH MHKpeMeHTanHo. Hamme, 3a cBaKM HOBH €JIEMEHT IOJIA3HOT HU3a Ha
Kpaj HM3a I0flajeMO jeIMHHLLY (OBO HerOBO I0jaBIbHBAKE j€ CUTYPHO Noceane). JoaaTHO, MOKEMO IIPOBEPHUTH A
JIM Ce paHHje M0jaB/bUBA0 M aKO jecTe MpoHahy MO3UIM]y HETOBOT PaHHjer MOC/EeIHET 110 jaB/bIBaba U IPOMEHUTH
jeIVHUIlYy Ha TOj MO3ULIMjU y Hyay. [lo3uiuje mocnenmux mojaB/bUBama eleMeHaTa MOXEMO YyBaTH y 3aCcedHO]
Mary.

OBo HaM yKa3yje Ha To J1a Ou 100po OWJIo 1a yHeTe cerMeHTe COPTUpPaMo Ha OCHOBY JIECHUX KpajeBa u oOpahuBatu
ux y ToM penocieny. Hus Hynma u jenqununa MoxeMo dyBaté y ®PEHBMKOBOM WM CETMEHTHOM cTadily, IITO Ham
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omoryhaga 1a eprKacHO axypHpamo IojeAMHaYHe BPEAHOCTH 1 opeljyjeMo 30MpoBe HEeroBux cypukca.

using System;
using System.Collections.Generic;

class Program

{
// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom
// uvecava se element na poziciji k Fenvikovog drveta za vrednost

// v 1 azurira se drvo
static void uvecaj(int[] drvo, int k, int v)

{
while (k < drvo.Length) {
drvo[k] += v;
k += k & -k;
}
}

// zbir prefiksa [1, k] Fenvikovog drveta
static int zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)

{
int zbir = 0;
while (k > 0)
{
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
return zbir;
}

// zbir segmenta [l, d] Fenvikovog drveta
static int zbirSegmenta(int[] drvo, int 1, int d)

{
return zbirPrefiksa(drvo, d) - zbirPrefiksa(drvo, 1-1);
}
struct Upit
{
public int 1, d, i;
}

static void Main()
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] a = new int[n+1];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i-1]);

int m = int.Parse(Console.ReadlLine());

var upiti = new Upit[m];

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
str = Console.ReadLine().Split();
upiti[i].1l = int.Parse(str[0]);
upiti[i].d = int.Parse(str[1]);
upiti[i].1 = 1;
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Array.Sort(upiti, (ul, u2) => ul.d.CompareTo(u2.d));

var prethodna_pozicija = new Dictionary<int, int>();

var drvo = new int[n+1];

var rezultat = new int[m];

int tekuci_upit = 0;

for (int 1 = 1; tekuci_upit < upiti.Length && 1 <= n; i++)

{
int p;
if (prethodna_pozicija.TryGetValue(a[i], out p))
uvecaj(drvo, p, -1);
prethodna_pozicija[a[i]] = i;
uvecaj(drvo, 1, 1);
while (tekuci_upit < upiti.Length &&
upiti[tekuci_upit].d == 1)
{
rezultat[upiti[tekuci_upit].i] =
zbirSegmenta(drvo, upiti[tekuci_upit].l, 1i);
tekuci_upit++;
}
}

foreach (int x in rezultat)
Console.WriteLine(x);

5.3.4 Jlema cerMeHTHA JApBeTa

Bupenu cmo ga u cermeHTHa 1 PeHBUKOBA JpBeTa NMoApxkaBajy e(pUKaCHO U3pauyyHaBame CTATUCTHKA ofpeheHux
cerMeHata (pacrioHa) HU3a U aXypuparbe 10 jeIMHAYHNX eJleMeHaTa Hu3a. AXypHpame IeJIMX cerMeHaTa Hu3a ofl-
JjEIHOM HUje QUPEKTHO MOAPKaHO. AKO ce OHO CBeJie Ha T0jeJMHAYHO aXXyPUPAhe CBUX eleMeHaTa YHYTap CerMEHTa,
Joduja ce JIoIa CI0KEHOCT.

Moryhe je jeaHocTaBHO yoTpedutn PeHBUKOBO APBO TAKO Ja ce eprKacHO MOAp:KH yBehaBarme CBUX eleMeHaTa U3
JIATOT CerMeHTa OJ1jeTHOM, aJli OHJIa ce TyOu MoryhHoCT epuKacHOT u3padyHaBama 30MpoBa ejieMeHaTa cerMmeHara,
Beh je camo Moryhe edpukacHo BpahaTi BpeAHOCTH 10 jeJUHAYHKX el1eMeHaTa nojasHor Huza. OCHOBHa ujeja je aa
ce ofIp’kaBa HU3 pa3iiMKa CyCeHHX eleMeHaTa IoJIa3HOT HU3a U Jja Ce Taj HU3 pa3iuKa 4yBa y PeHBUKOBOM JpBETY.
VBehaBame CBUX eleMeHaTa cerMeHara Mojla3HOT HU3a 3a HEKy BPEJHOCT X, CBOJM CE Ha MPOMEHY JjBa eJeMeHTa
HH3a Pa3jiKa, JOK ce PeKOHCTPYKIIMja eleMeHTa MOoIa3HOr HU3a Ha OCHOBY HU3a PasjMKa CBOAM Ha M3pavyHaBambe
30mpa oxrosapajyher mpedukca, mro ce nomohy PeHBUKOBOT JpBeTa MOXe ypaauTH BeoMma epurkacHo. Ha oBaj
HAuMH U aXypHUpame LIeJUX CerMeHaTa Hu3a OJjeIHOM U OUYMTaBame MOjeAMHaYHUX eJleMeHaTa MOXeMo rnoctuhu
y cinoxeroctu O(logn), mro Huje duo moryhe camo y3 kopuinherse Hu3a pasivka (yBehaBarba CBHX eJleMeHaTa
HEKOT cermMenTa je taga dwio cioxeroctu O(1), anu je ounrtaBarbe BpeqHocTd U3 Husa Omto cnoxenoctu O(n)).

EdukacHo yBehatbe CBUX elleMeHaTa y JIaTOM CErMEHTY 3a UCTY BPEIHOCTH M M3padyHaBame 30HMpOBa CerMeHata
Moryhe je UMIIeMeHTUpaTy omMohy oapxaBarba Ba PEeHBUKOBA PBETa UM MOMONY T3B. CEIMEHIHUX gpeeitia ca
Jnerom dpotaiauujom (eHr. lazy propagation). OBe TexHuKke heMo onucaT y HapeJHOM 3a/1aTKYy.

3anarak: YBehama n 30upoBu cerMeHaTa

Hanvmm nporpam Koju y4unuTaBa HU3 eJleMeHara, a 3aTHM Ja ce BHIIE IyTa CBH €JEMEHTH HU3a Y HEKOM PaclioHy
nosunyja yeehajy 3a onpeheHy BpeqHOCT M [a ce M3padyHajy BPeIHOCTH 33/IaTHX CEerMeHaTa Hu3a.

Vaa3: V¥ npBoj JIMHUjK CTaHAApAHOT yia3a Haiasu ce 0poj n (1 < m < 100000), a y HapeaHO] IMHUJU HU3 Of 1
eneMeHata (eieMeHTH cy 1eau opojesu usmehy O u 10, pa3aBojeHu ca mo jeqHUM pa3MakoM). Y HapeaHo] JIMHUjU
Hanasu ce 0poj m (1 < m < 100000), a y HapegHux m jauHuja ynutu. [logpixkane cy nBe BpcTe yIuTa:
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* U a b v — u3BpIIaBare OBOT yIUTA TOPasyMeBa 1a ce CBH eJIeMEHTH HHM3a Ha To3uimjama [a, b] yBehajy 3a
BpenHocT v (0 <t < n, —10 < v < 10).

* z a b—wu3BpIIaBame OBOI yIUTa NOAPa3yMeBa Ja ce U3padyHa 1 Ha CTaHlap/IHH U3J1a3 KCTuIe 301p eJeMeHarta
HU3a KOJH Cy Ha To3unujama [a, b].

N3na3: CrangapaHu U3as capky pe3yJiTaTe z ynura (CBakM y OCEOHO] IMHUjN).

Ipumep

Vaaz Hznaz
5 15
12345 20
7 26
z 04 20
uo 41 13
z 04

ul3l?2

z 04

z03

z 34

Pememe

Pemerse rpydoM cuiioM noapasymeBa Ja ce U yBehaparse 1 H3pauyHaBarbe 30MpoBa cerMeHarta BPLIH y CIIOKEHOCTH
O(n), ma je ykynHa cioxeroct O(mn).

using System;

class Program

{
static voild Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadLine());
int[] niz = new int[n];
string[] str = Console.ReadlLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
niz[1] = int.Parse(str[i]);
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == "u”)
{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
int v = int.Parse(str[3]);
for (int j = 1; j <= d; j++)
niz[j] += v;
}
else if (str[0] == 7z")
{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
int zbir = 0;
for (int j = 1; j <= d; j++)
zbir += niz[j];
Console.WriteLine(zbir);
}
}
}
}

EdukacHuje pererme MokeMo JoOUTH MOMOhY cerMeHTHOT JpBETa ca JIeHhOM MPOTIAralijoM.

273



IJIABA 5. HAIIPEJTHE CTPYKTVYPE IIOJTIATAKA

3a newy nporaraiujy HaM je OUTHO Aa 3HaMO paJi ca CETMEHTHUM JIPBETOM OJI03T0 HaHMIKE.

CBaky 4BOp y CErMEHTHOM [IPBETYy C€ OJHOCH Ha oJpel)eHH CerMeHT ejleMeHaTa M0JIa3HOT HU3a U uyBa 30Up TOr
CerMeHTa. AKO Ce Taj CETMEHT Y LIeJIOCTH caJipkK1 YHyTap CerMEeHTa KOjH Ce aXKypHupa, MOKXEMO yHarpe[ U3padyHaTH
3a KOJIMKO ce nosehasa BpeHOCT y KopeHy. Hamme, momito ce cBaka BpeIHOCT y cerMeHTy nosehasa 3a v, Taja ce
BpeIHOCT 30Mpa Tor cermMeHTa nosehasa 3a k - v, re je k Opoj enemeHara y Tom cerMeHTy. BpenHocT 30mpa y KopeHy
THMe OuBa aXXyprpaHa y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, ajli BPEJHOCTH 30MpOBa YHyTap HO/pBETa KOjUMa je TO KOpeH
(Yyxspydyjyhu u BpeJHOCTH y JIMCTOBMMA KOje OAroBapajy BpeAHOCTHMA IMOJIA3HOT HU3a) U Aajhe OCTajy HeaxypHe.
HbuxoBo axypupame 3aXTeBajio Ou JMHEapHO BpeMe, IITO HaM je HelolycThBo. KibydHa vjeja je aa ce axypupame
THX BPEeJHOCTH OJIOKH U []a Ce OHE He a)XypUpajy oaMax, Beh caMo TOKOM Heke KacHHje oceTe TUM YBOPOBUMA, J10
KOje O JONUIO M MHaue (He jKeJIMMO J1a Te YBOpoBe nocehyjeMo camo 300r OBOI a)XypHpama, Beh hemo axypupame
YPaauTH YCITyT, TOKOM HEKe Apyre noceTe TMM YBOPOBMUMA KOja OM ce CBaKako Mopasa JiecuTH). IlocTaBba ce miuTame
KaKoO Jla CHTHAJIM3MpaMo/ia BPEeHOCTH 30MPOBa y HEKOM MOAJPBETY HUCY a)KyPHE U IOAATHO OCTABUMO YIyTCTBO Ha
KOjY HaYMH CE MOTYy aXypUpaTH. Y TOM IIMJbY MPOILIMPYjEeMO YBOPOBE U y CBAKOM OJ1 HbHX IOpe]] BPEIHOCTH 301pa
CEerMeHTa YyBaMo W JOJATHU Koeguuyujeniti nerve ipoitaiayuje. AXo IpBO y CBOM KOpPEHY UMa KOe(DUIIMjEHT JIeHhe
Tporiaraiyje ¢ KOju je pa3induT oJ HyJie, TO 3Ha4H Jja BpeTHOCTH 30MpOBa y 11eJIOM TOM JPBETY HUCY aKypHE U J1a
j€ CBaKM O] JIMCTOBA TOT JIpBeTa NOTpedHo nosehaty 3a ¢ n'y 0HOCY Ha TO aKypHpaTh U BPeHOCTH 30MpOBa y CBIM
YHYTpaIIlMM YBOPOBHMA TOT ApBeTa (YKIbY4yjyhu 1 KOpeH). AXypupame ce MOXe OJJIaraTu CBe JAOK BPEIHOCT
301Mpa y HEKOM 4BOPY He TIOCTaHe 3aKCTa HEOIXO/Ha, a TO je TeK NMPUWJIMKOM YIIMTa U3padyHaBama BPeHOCTH 30upa
HeKor cermeHTa. Mnak, BpeJHOCTH 301poBa y YBOpoBUMa hemo axxypupaTi 1 yemthe U TO 3arpaBo MPUIUKOM CBaKe
HoceTe YBOpY — OWJIO y CKJIONY onepalyje yBehama BpeAHOCTH U3 HEKOI' CerMeHTa MO3HUIIM]ja M0JIa3HOT HU3a, OUJIo y
CKJIOITY yITHTa M3padyHaBama 301pa HeKor cerMeHTa. Ha nouetky ode pekyp3usHe (yHK1Mje hiemo rmpoBepaBarti aa
71 je BPeOHOCT Koe(puiMjeHTa Jeme Mpomnaraiyje pa3aninTa of HyJle B ako jecTe, axkypupahemMo BpemHOCT 30upa
Tako 1mTo hemo ra ysehaTtn 3a mponsBoz Tor kKoeduiijeHTa 1 Opoja eneMeHaTa y CEerMEHTY KOjH Taj YBOP MTPEACTaBIba,
a 3aTUM KoeduIMjeHTe Jiee Mporaraiyje oda meropa Aerera yeehatu 3a Taj KoeuldjeHT (TUMe KOpPEeH JIpBeTa
KOju TPEHYTHO MocehyjeMo MocTaje axkypaH, a HheroBUM IMOJAPBETHMA Ce Jlaje YIYTCTBO Kako MX y OymyhHoCTH
axypuparn). IlpumeTrnmo na ce n3deraBa axypHuparme 11eJIor IpBeTa ojjeiHoM, Beh ce axypupa caMo KOpeH, IITO je
onepauuja cioxernocta O(1).

Nmajyhu oBo y BUy, pa3MOTPMMO KakKo ce MOXe NMIUIEMEHTHpaTH (hyHKIMja Koja BpIIM yBeharme CBHX elleMeHaTa
Hekor cerMeHTa. HbeHa nHBapujaHTa he OUTH Ha CBM YBOPOBHU y JPBETY WM Cajipike akypHE BPEAHOCTH 30MpoBa
i he OUTH UCTIpaBHO ODENEKEeHHU 3a KacHHja axypupama (Mpeko KoeduiijeHTa jJewe nponaranyje), a qa he Ha-
KOH HEHOTI M3BpIIIaBaba KOPEH JpBeTa Ha KOM je MO3BaHa CajpKaTy akTyeslHy BpeqHocT 30upa. HakoH nouerHor
00e3dehuBama Ja BpeAHOCT y Tekyhem 4Bopy nocTaHe axypHa, Moryha cy Tpu ciydaja. - AKO je cerMeHT y Tekyhem
YBOPY JMCjyHKTaH y OJZHOCY Ha CETMEHT KOjH Ce aXypHpa, TaJa Cy CBU YBOPOBHU Yy MOAAPBETY KOjeM je OH KOpeH
Beh WM aXypHM WM MCIIPAaBHO OOEJIEXEHM 3a KACHHUjEe aKypHpame M HHje MOTPeOHO HUINTA YPaauTH. - AKO je
CErMEHT KOjH o/iroBapa TeKyhieMm 4Bopy MOTIYHO cafgpaH y CETMEHTY YHjH ce eJeMeHTH yBehapajy, Taja ce leroBa
BpeZHOCT axypupa (yBehaBameM 3a k - v, Te je k Opoj eleMeHara cerMeHTa KOju ojroapa tekyhem 4Bopy, a v
BpeaHOCT yBehamwa), a leroBoj ey ce KoeuIMjeHT Jewe nponaranyje ypehasa 3a v. - AKO ce JIBa CErMEHTa CeKy,
TaJa ce MpeJja3y Ha peKyp3rBHY o0paay /Ba nereta. HakoH u3BpinaBama (pyHKIMjE HAJl BbUMa, CUTYPHH cMo j1a he
CBM YBOPOBH Y JIEBOM U JIECHOM TOJJPBETY 33/10BOJbABATH YCJIOB MHBapHjaHTe U Jia he oda KopeHa MaTu axxypHe
BPEAHOCTH. AXYpPHY BPEIHOCT Y KOpeHy noctuzahemo cadupameM BpeJHOCTH JBa JIeTeTa.

[pukaxumo pajg oBe (PyHKIIHMjE Ha jeTHOM IIPUMEpY.

26/0
10/0 16/0
7/0 3/0 11/0 5/0
3/6  4/06 1/6 2/0 6/0 5/0 1/0 4]0

0 1 2 3 4 5 6 7

TTpuka)xuMo Kako OMCMO CBe elleMeHTe U3 cerMeHTa nosuija [2, 7| ysehamm 3a 3. Cermentu [0, 7] 1 [2, 7] ce cexy, ma
CTOra aXypUparse MPEIyIITaMO HACJIEIHULIMMA 1 HAKOH BHXOBOT 2Ky pUParha, [IPH [OBPATKY U3 PEKYP3Hje BPSAHOCT
ozipelyjeo Kao 30Mp HeroBrx axypupanux BpeaHoctd. Ha sieBoj crpanu ce cerment [0, 3] ceve ca [2,7] ma u oH
HpenyIITa aXypUpare HACTSHULMMA 1 aKypHpa ce TeK Mpu MoBpatky u3 pekyp3uje. Cermenrt [0, 1] je aucjyHkTaHn
y oaHocy Ha [2,7] u Ty oHIa Huje norpedHo Humita pagutu. Cerment [2, 3] je teo cagpxkan y [2, 7], u KOj mbera
JUPEKTHO MOXKEMO [1a 3HaMO Kako ce 30up ysehasa. IlomTo mmamo gBa eneMeHTa U cBaku ce yBehara 3a 3, 30up
ce yehaBa ykynHO 3a 2 - 3 = 6 u moctaBba ce Ha 9. Y 0OBOM TPEHYTKY N3DeraBaMo axypHupame CBUX BPEJHOCTH Y
JIpBETYy Yy KOM je Taj eJleMeHT KopeH, Beh caMo HacleHUIMMa YITUCYjeMo Ja je MoTpedHo mponarupaTty yBeharbe 3a
3, aJi camy [pOTIAraiiyjy OUIaxeMo 3a TPEHYTaK Kajla OHa [IOCTaHe HEONXO/HA. Y TOBPATKY U3 PEKYp3uje, BPEIHOCT
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10 yBehaBamo Ha 7 + 9 = 16. IlITo ce THue JeCHOT MOQPBETa, cerMeHT [4, 7] je 1eo caapxkaH y cerMeHry [2, 7], ma
U Ty MOXeMO U3padyyHaTu BpegHoct 30upa. Iomto ce 4 enemenTa yBehasajy 3a no 3, ykynaH 30up ce ypehasa 3a
4 -3 = 12. 3aro ce BpegHoct 16 memwa y 28. Ilponaranujy axypupama Kpo3 NOJAPBO OAJIAKEMO U CaMO HEroBoj
Jery deexxumMo fa je yehame 3a 3 OTpedHO M3BPIINTH Y HEKOM KacHUjeM TpeHyTKy. I1pu moBpaTKy U3 peKyp3uje
BPEAHOCT y KOpeHy axypupamo ca 26 Ha 16 + 28 = 44. Hakon Tora noduja ce cieaehe aApBo.

44/0
16/0 28/0
7/0 9/0 11/3 5/3
3/0  4/0 1/3 2/3 6/06 5/0 1/0 4/0

0 1 2 3 4 5 6 7

IIperrnocTaBUMO fia ce cana eneMeHTH u3 cermenta [0, 5] yBehaBajy 3a 2. IloHOBO ce Kpehe o1 Bpxa U Kaja ce
ycTaHoBH ja ce cermeHT [0, 7] ceve ca [0, 5] axypuparbe ce IpernyLiTa el ¥ BpeJHOCT Ce aKyprpa TeK IPU MOBPATKY
u3 pekyp3uje. Cermenr [0, 3] je neo canpxan y [0, 5], ma ce 3ato BpeacHoct 16 yBehasa 3a 4 - 2 = 8 u mocrassba Ha
24. Tlopapera ce He aXypHupajy oaMax, Beh ce caMo BUXOBUM KOPEHHMA YIUCYje Ja je CBe BPEAHOCTH MOTPEOHO
axkypupaty 3a 2. V jiecHOM moaapsery cermeHt [4, 7] ce cede ca [0, 5], ma ce pekyp3uBHO 0Opabyjy momapsera.
ITpu odpanu yBopa 11, npumehyje ce aa je o Tpedao aa dyae axypupaH, MehyTm, joil HUje, Ma ce OH/a HEroBa
BpeJHOCT axypupa 1 yBehaBa3a 2 - 3 u ca 11 Mema Ha 17. HberoBu HaciaeAHUIIM ce He axypHpajy ogmax, Beh camo
aKo To Oy/ie OTPedHO U BHMa Ce CaMO YITUCY je Jiesba BpeaHocT 3. Tek HakoH Tora ce npumeliyje 1a ce cermenr [4, 5|
neo caapxu y [0, 5], ma ce onza BpeaHocr 17 yBehasa 3a 2 - 2 = 4 u noctaeiba Ha 21. Tlogapsera ce He axypupajy
ogmax, Beh caMo 1Mo MoTpedu Tako LITO Ce y BUXOBUM KOPEHMMa MOCTaBH BPEJHOCT Jewor KoeduuujeHa. [lomro
je y muma Beh ymmcaHa BpeJHOCT 5 M TIOIITO OHO HHje aXypHO, IPBO ce Ta BpeaHocT b yBehaBa3a 2 -3 = 6 u
noctaB/ba Ha 11, a BEroBoj enu ce Jewmu KoeduijeHT noctarba Ha 3. HakoH Tora ce mpumehyje ia je cerMeHT
[6, 7] aucjyHkTaH ca [0, 5] 1 He paju ce HUIITA. Y TIOBPATKY KPO3 PeKyp3ujy ce aXypHpajy BPEHOCTH POAUTEIbCKHIX
YBOPOBA U JIOJNA3H CE 10 HAPEAHOT JIpBeTa.

56/0
24/0 32/0
7/2 9/2 21/0 11/0
3/6  4/0 1/3 2/3 6/5 5/5 1/3 4/3

0 1 2 3 4 5 6 7

dyHKIMja U3pavyHaBawka BPEJHOCTH 30Mpa CETMEHTa OCTaje MPAKTHYHO HEMPOMEEHA, OCUM IITO CE MPU yJIaCKy
y CBaKH YBOp BPILH HEroBo axypupame. [Ipukaxumo cajia Takse yHKIMje Ha Tekyhem npumepy. Paszmorpumo
KaKo ce cajia u3pavyyHasa 30up enemeHara y cermenty [3,5]. Kpehemo on Bpxa. Cermenr [0, 7] ce ceue ca [3, 5],
na ce peKyp3uBHO 0dpalyyjy mena. V seom nomipeery cerment [0, 3] takohe uma mipecex ca [3, 5] ma npenazumo
Ha HapefHU HMBO pekypsuje. IlpuimkoMm mocere YBopa y 4UMjeM je KopeHy BpenHocT 7 mpumehyje ce na merosa
BPEAHOCT HUje aKypHa, 11a Ce KOPHUCTH IMPUJIMKA /1a CE OHA aXXypupa, Tako ITo ce yBeha 3a 2- 2 = 4, a HacJIeAHULMA
ce Jietsu KoeuimjeHt yeha 3a 2. Tlomrro je cerment [0, 1] qucjyrkran ca [3, 5], Bpaha ce BpeaHoct 0. Tlpuinkom
roceTe YBOpa y UhjeM je KopeHy BpeaHocT 9 npumehy je ce 1a leroBa BpeJHOCT HUje aXypHa, I1a e KOPUCTHU MPUIUKA
Jla ce OHa a)XypHpa, Tako 1To ce yBeha 3a 2 - 2 = 4, a HacjaeqHULIMMA ce JiekU KoeduuujeHT yBeha 3a 2. CermeHT
[2, 3] ce ceue ca [3,5], ma ce pekyp3uBHO Bpiy 0Opana nogapeera. BpemHoct 1 ce mpBo akypupa Tako IITO ce
moseha 3a 1 - 5 = 5, a oHAa, MoOMITO je [2, 2] JIVICjYHKTHO ca [3, 5] Bpaha ce BpemgHoct (0. Bpennoct 2 ce Takohe
HpBO aXypupa Tako mro ce noseha 3a 1 -5 = 5, a momro je cermedt [3, 3] moTnyHo cagpxas y [3, 5] Bpaha ce
BpeHOCT 7. V [IeCHOM MOIpPBeETY je 4Bop ca Bpeanoinhy 32 axypaH, cermMeHT [4, 7] ce cede ca [3, 5], na ce npenasu
Ha oDOpany HacnemHuka. Ysop ca BpegHomihy 21 je axypaH, cermeHT [4, 5] je neo caapxkaH y [3,5], ma ce Bpaha
Bpennoct 21. Ysop ca BpeaHorihy 11 je takohe axypaH, anu je cermeHr [6, 7] mucjyHKTaH y omHOCy Ha [3, 5], ma ce
Bpaha BpeaHoct 0. [lakne, uBoposu 13 n 24 Bpahajy BpeaHocT 7, yBop 32 Bpaha BpenHocT 21, ma yBop 56 Bpaha
BpeaHocT 28. Crame ApBeTa HAKOH M3BplIaBama yIuTa je ciaeaehe.

56/0
24/0 32/0
11/0 13/0 21/0 11/0
3/2  4/2 6/0 7/0 6/5 5/5 1/3  4/3

0 1 2 3 4 5 6 7

using Systenm;
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class Program

{

// azZurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno u nizove
// drvo 1 lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi elemenata
// originalnog niza sa pozicija iz segmenta [x, y] nakon sto su u
// originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz segmenta [a, b]
// uvecani za vrednost v
static void uvecaj(int[] drvo, int[] lenjo,
int k, int x, int y, int a, int b, int v)

{
// azuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] != 0)
{
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
// ako nije u pitanju list propagaciju prenosimo na decu
if (x !=y)
{
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
lenjo[k] = 0;
}
// ako su intervali disjunktni, nista nije potrebno raditi
if (b < x || y < a) return;
// ako je interval [x, y] ceo sadrZzan u intervalu [a, b]
if (a <= x && y <= b)
{
drvo[k] += (y - x + 1) * v;
// ako nije u pitanju list propagaciju prenosimo na decu
if (x I=y)
{
lenjo[2*k] += v;
lenjo[2*k+1] += v;
}
}
else
{
// u suprotnom se intervali seku,
// pa rekurzivno obilazimo poddrveta
int s =(x+vy)/ 2;
uvecaj(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b, v);
uvecaj(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b, v);
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
}
}

// azZurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata originalnog niza sa pozicija i1z segmenta [0, n-1]
// nakon Sto su u originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz
// segmenta [a, b] uvelani za vrednost v
static voild uvecaj(int[] drvo, int[] lenjo, int a, int b, int v)
{

int n = drvo.Length / 2;

uvecaj(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b, v);
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// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno u nizove drvo i
// lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi elemenata polaznog
// niza sa pozicija iz segmenta [x, y] izracunava se zbir elemenata
// polaznog niza sa pozicija i1z segmenta [a, b]
static int zbirSegmenta(int[] drvo, int[] lenjo,

int k, int x, int y, int a, int b)

{
// azZuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] != 0)
{
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
if (x !=y)
{
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
lenjo[k] = 0;
}
// intervali [x, y] 1 [a, b] su disjunktni
if (b<x || a >y) return 0;
// interval [x, y] je potpuno sadrZan unutar intervala [a, b]
if (a <= x & y <= b)
return drvo[k];
// intervali [x, y] 1 [a, b] se seku
ints=(x+y)/ 2;
return zbirSegmenta(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b) +
zbirSegmenta(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b);
}

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno

// u nizove drvo i lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata polaznog niza sa pozicija iz segmenta [0, n-1]

// 1zracunava se zbir elemenata polaznog niza sa pozicija

// 1z segmenta [a, b]

static int zbirSegmenta(int[] drvo, int[] lenjo, int a, int b)

{

// racunamo doprinos celog niza,

// tj. elemenata iz intervala [0, n-1]

int n = drvo.Length / 2;

return zbirSegmenta(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b);
}

// od elemenata niza a sa pozicija [x, y]
// formira se segmentno drvo i elementi mu se smestaju u niz
// drvo krenuvsi od pozicije k
static voild formirajDrvo(int[] a, int[] drvo, int k, int x, int y)
{
if (x ==y)
// u listove prepisujemo elemente polaznog niza
drvo[k] = x < a.Length ? a[x] : 0;
else
{
// rekurzivno formiramo levo 1 desno poddrvo
int s =(x+y)/ 2;
formirajbrvo(a, drvo, 2*k, x, s);
formirajbDrvo(a, drvo, 2*k+1, s+1, y);
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// izracunavamo vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

}

// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od n
static int stepenDvojke(int n)

{
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;
}

// na osnovu datog niza a duzine n u kom su elementi smesteni od

// pozicije O formira se segmentno drvo 1 element
// niz drvo krenuvsi od pozicije 1
static void formirajDrvo(int[] a, out int[] drvo,

{

1 mu se smestaju u

out int[] lenjo)

// niz implicitno dopunjujemo nulama tako da mu duzina postane

// najblizi stepen dvojke

int n = stepenDvojke(a.Length);

drvo = new int[2*n];

lenjo = new int[2*n];

// kreéemo formiranje od korena koji se nalaz

1 u nizu drvo

// na poziciji 1 i pokriva elemente na pozicijama [0, n-1]

formirajbrvo(a, drvo, 1, 0, n - 1);

}
static void Main(string[] args)
{
int n = int.Parse(Console.ReadlLine());
int[] a = new int[n];
string[] str = Console.ReadLine().Split();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = int.Parse(str[i]);
int[] drvo, lenjo;
formirajbDrvo(a, out drvo, out lenjo);
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
{
str = Console.ReadLine().Split();
if (str[0] == "u”)
{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
int v = int.Parse(str[3]);
uvecaj(drvo, lenjo, 1, d, v);
}
else if (str[0] == ”z”)
{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
Console.WriteLine(zbirSegmenta(drvo, lenjo, 1, d));
}
}
}
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3agarak je moryhe edukacHo pemmty u npumeHoM PeHBUKOBHX ApBeTa. 30Mp CBakor cerMeHTa [a, b] yBehanor
HU3a pasnokuhieMo Ha 30Up cermeHTa [a, b] mosiasHor HU3a U 301p cBUX yBeharba eleMeHara cermMeHTa [a, bl.

IMomTo ce opurvHAJIHN HUA3 HE MeHa, 30MPOBE cerMeHara OPUTHHAIHOT HU3a MOKEMO M3pavyyHaTH KopulhemeM
30upoBa npedukca (Kao y 3aJaTky 30MpOBU CErMEHATa).

Ha ducmo moru epuKacHo Ja M3padyHaBaMo 30upoBe yBehamwa kopuctuhemo cienehy uaejy. 3amuciaumo ja oap-
’kaBaMo HU3 yBehama cBUX eneMeHaTa. OH je MHUIMjaln30BaH HyJlamMa U IPMJIMKOM CBaKoT yBeharba HEeKOr cerMeHTa
OpHrMHAIHOT Hu3a yBehasa ce U mweroB oarosapajyhu cerment. Ha npumep, HakoH yBehatba cermeHTa [a, b] y Hu3
yBehawa uma cieehu o0JMK.

Up ... Usor Uy Ugyr .. Uy Upyr ... Upq
0 0 v v v 0 0

PazmoTprMo mrTa ce gemasa ca npeduKcHUM 301poBrMa yeehama. [lo3HaBame OBHX NpedUKCHUX 30MpoBa HaM
omoryhaBajy jia ako u3padyHamo 30mp cBakor cermenta [l, d] u to Kao Zg41 — Z;. Heka je Zyg = Ou Z), =

ngol Ui=Uo+ ...+ Uk_1.

Zo oo Za Zas1i - 2 Zpi1 Ziro 7z,
0 ... © v oo b=a)v (b—a+1lw (b—a+1l)v ... (b—a+1w

30upoBu npedukca 7 yBehama ce MOTy pas3siokKUTH Ha JiBa Jeja, Tj. 3a ceako 0 < k < n MoxeMo neduHUCATH
X uYy 1ako na je Z, = Xg + Yy

Xo Xo  Xor1 o Xy Xb+1 KXbt2 . Xn
0 0 (a+lwv ... b (b+1)w 0 0
Yo Y, Yo ... Yy Yo Yiio . Y,
0 0 —av S —av —av b—a+1lv ... (b—a+1lw

Moxemo npumetutu 1a je 0 < k < n Baxu 1a je X = kU, toe je Uy=0uzal<k<n je U, = Up_1.
Bpennoctu Tora Hu3a cy cneaehe.

U .. Uy Uspr ... Uy Upsr Uppo ... U,
0 0 v L. v 0 0

Crora je 3a M3pauyHaBame BPETHOCTH Z) JOBOJLHO TI03HABATH BPETHOCTH HI30Ba U 1 Y. JIUPEKTHO akypupame
0OBa JIBa HI3a IPWJIMKOM yBehara cerMeHTa 3aXTeBa JINHEapHoO BpeMe. MehyTiM, MoITo cy CyceiH! eJIEMEHTH OBUX
HHU30Ba Y HajBehoj MepH jefHakH, e(pUKacHHje je OApKaBaTH UX OAPKABAHEM HU30BA PA3IMKa HUXOBUX CYCEeTHUX
eieMeHaTa (€JIEMEHTH OBHX HHM30Ba Ce€ JIAKO MOTY PEeKOHCTpYHCATH M3pauyHaBamweM MpeduKcHuX cyma ciepehux
HU30Ba pasiiuka). Odenexumo ca uy = Uk+1 — Ui, 3a0 < k < n Hu3 pasnmka Hu3a U. CIMYHO, 00e/eknMo ca
Y = Ye41 — Yk, 320 < k < n HU3 pa3nuka HU3a Y.

() . Ug—1 Ugq Ug+1 N Up Up+1 . Up—1
0o ... 0 v 0 ... 0 —v . 0
Yo -+ Ya-1 Ya Ya+1 -+ Yo Yo+1 ceo Yn—1
0o ... 0 —av 0 o 0 b+ ... 0

3al < k < n Baxu aa je Uy, :Zf:_olui =up+...+up_1unajeYy :Ef;olyi=y0+...—|—yk_1.ﬂa6ncmo

MOITIM A2 e(PUKACHO M3pauyyHaBaMO HHUXOBe MpeUKCHE 301MpoBe, 00a HU3a MOXEMO OfipkaBaTH y PEeHBUKOBUM
npeeruma. Taga no3Hajyhu BpeIHOCTH HU30BA U U Y BEOMA jeTHOCTABHO MOKEMO OJIpeUTH OWJIO KOjU MapLyjaTHUA
30up Z. V Bpemeny O (log n) moxemo oapemutu Uy, u Yy, u 3atum X, = kU u Z, = Xi + Y.

JlakJie, IPUIMKOM yBeharba CBaKkor eJleMeHTa CerMeHTa [a, b] OpUriMHAIHOT HU3a 32 BPEAHOCT v, y TpBoM DEeHBUKO-
BOM JIPBETy Y KOM 4yBaMO HHU3 U eJIeMEHT Ha IO3UIMjH a yBehaBaMo 3a v, eJIeMeHT Ha No3uiuju b + 1 3a BpeaHOCT
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—v, JOK Y APYrOM APBETY y KOM 4yBaMO HU3 Y €JIEMEHT Ha MO3UIMjU ¢ yBehaBaMo 3a BPeJHOCT —av, a eJIEMEHT Ha
nozuiju b + 1 3a Bperoct (b + 1) - v. Umajyhu y Bugy ocodune PeHBUKOBOT ApBETa, CBE OBO CEe OCTBapyje y
Bpemeny O(logn).

TpuKoM M3padyHaBama yKyITHOT 30upa yBehara Ha mosulmjama cermenTa [1, d] pauynamo Zg 1 — Z;. Jla ducmo
uspauyHam Z g 1 uspauyHasamo (d 4 1) - Ugy1 — Yy11, a la Sucmo uspadysami Z; uspauyHasamo [ - U; — Yy, npu
yemy ce Uy, | M3padyHaBa kao 30up npeux d enemMeHata Hu3a u, U; n3padyHasa kao 30up npeux [ — 1 enemenara
Hu3a u, Yy, | M3padyHaBa Kao 30Mp NMpBUX d eJleMeHaTa HU3a ¥/, a Y; u3padyHaBa Kao 30up npeux | — 1 eneMeHara
HH32 Y.

Joxkaxumo ga ce oBa Be3a usmelly HusoBa U, u, y U Z ofpxkaBa HaKoH cBakor yBehama Husa. IIpermocraBumo na

cy Hm3oBu U, X, Y u Z peduHucanm kao y NpeTxoaHoj auckycuju. IlpermocraBbamo, Jakie, Ja Baxu Aa je 3a
= k—1

1<kE<nkUy+Y,=>,,U.

IIpernocraBuMo Aa ce y Hu3y yehaBa cermeHT [a, b]. Taga 3a cBako a < k < b Baxu Uj, = Uy, + v, 10K je ocraie
BpenHocTu k Baxku Uj, = Uy. Takobe, uy, = g +v, wy, | = Upt1 — v, 1A je Yy, = Yo — a0V, Yy 1 = Yor1+ (b+1)v,
JIOK 3a CBE OCTAJIE MHACKCE K BaXH Ja je uj, = uy U Y, = Yx. Jokaxumo aa 3a cBako 1 < k < n Baxu kU] + Y, =

Z;:OI U!. Pasmorpumo creaehe ciydajeBe (cydaj k = 0 je TpUBHjasIaH jep Y lbeMy CBM HU30BH MMAajy BPEIHOCT
0).

« Akojel <k <a,mamaje kU, + Y, = k(X g u) + X 0 vl = (XN g w) + S v = kU + Y3 =
i Ui =S5 Ui
. Ak0]ea<k:<bTa)1a]ekUk+Yk’—k(Z +Zz Oyz—k(zz Om)—l—k:v—i—Zz Oyl—av—

SELU A (k—a)y = Y Ui + S (U >:zgva

* Hakpajy, ako je b < k < n, kU, + Y, = k(X1 u}) + 325 0 v = k(N )+ k(o — o)+ S g+
(ma+b=1o=300 Ui+ (b+1-a)p = 55 Ui + D, (Ui +0) + 154 Ui = 05 Uf
Crnoxenocr opor nprctyna je O(n + mlogn).

using System;

class Program

{

// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
static void dodaj(int[] drvo, int k, int x)

{
k++;
int n = drvo.Length;
while (k < n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// ilzracunava zbir prefiksa [0, k) originalnog niza
static int zbirPrefiksa(int[] drvo, int k)

{
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
return zbir;
}
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// azurira dva Fenvikova drveta na osnovu uvecanja elemenata segmenta
// originalnog niza na pozicijama [a, b] za vrednost v
static void uvecaj(int[] drvo1l, int[] drvo2,

{

int a, int b, int v)

dodaj(drvol, a, v);
dodaj(drvol, b+1, -v);
dodaj(drvo2, a, -a*v);
dodaj(drvo2, b+1, (b+1)*v);

}

// na osnovu dva Fenvikova drveta izracunava koliko se uvecao zbir
// elemenata na pozicijama prefiksa [0, k)
static int zbirUvecanjaPrefiksa(int[] drvol, int[] drvo2, int k)

{
}

return k * zbirPrefiksa(drvol, k) + zbirPrefiksa(drvo2, k);

// na osnovu dva Fenvikova drveta izracunava koliko se uvecao zbir
// elemenata na pozicijama segmenta [a, b]
static int zbirUvecanjaSegmenta(int[] drvol, int[] drvo2, int a, int

{

return zbirUvecanjaPrefiksa(drvol, drvo2, b+1) -
zbirUvecanjaPrefiksa(drvol, drvo2, a);

}

static voild Main(string[] args)

{

// umesto niza cuvamo zbirove svih njegovih prefiksa
// sto ce nam omoguciti da brzo odredimo zbirove segmenata

// originalnog niza

int n = int.Parse(Console.ReadLine());

int[] zbir = new int[n+1];
zbir[0] = 0;

string[] str = Console.ReadLine().Split();

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

// zbirove uvecanja segmenata mozemo brzo odrediti uz pomoc

zbir[i+1] = zbir[i] + int.Parse(str[i]);

// dva segmentna drveta
int[] drvol = new int[n+1];
int[] drvo2 = new int[n+1];

int m = int.Parse(Console.ReadLine(
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)

{

str = Console.ReadLine().Split(
if (str[0] == "u”)

{
int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);
int v = int.Parse(str[3]);
uvecaj(drvol, drvo2, 1, d,

}

else if (str[0] == "z”)

{

int 1 = int.Parse(str[1]);
int d = int.Parse(str[2]);

))s

);

v);
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// zbir segmenata [a, b] uvecanog niza racunamo iz dva dela
// zbir segmenta polaznog niza 1

int polaznizbir = zbir[d+1] - zbir[1l];

// zbir svih uvecanja tog segmenta

int zbirUvecanja = zbirUvecanjaSegmenta(drvol, drvo2, 1, d);
// zbir segmenta [a, b] uvecanog niza

int zbirSegmenta = polazniZbir + zbirUvecanja;
Console.WritelLine(zbirSegmenta);
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36upka obyxBata opabpaHe anroputmMe 3a pag ca
rpachoBMMa, aHanM3y TekcTa, anrebapcke anroputMme (npe
cBera u3 obnactu Teopuje b6pojeBa) U reoMeTpujcke
anroputme 1M ogabpaHe HanpegHuje CTPYKType nopartaka
(npedmkcHO ApBO, CTPYKTYpa 3a NpeacraB/batbe YHHUja,
(deHBMKOBA U CErMeHTHa ApBeTa).

Y3pacT yuyeHMKa KojuMa je 30Mpka HaMerbeHa Huje
npeynsHo opgpeheH. 36Mpka ce MOXe KOPUCTUTU 3a
OOOATHY HacTaBy M 3a nNpunpeMe HanpeaHux HuUBoa
TaKMUuera y OCHOBHOj wkonu (apxaBHor u CUO), 3a
0O00aTHY HacTaBy UM NpunpeMy TaKMuuewa Yy CpenHoj
WKONW, Yy pPenoBHOj HacTaBu y TpeheM paspepy
cneuynjanusoBaHux UT opemerba U eNEeKTPOTEXHUUKUX
WKOM1a, KAa0 MU Y KypceBMMa anaroputaMa MU CTPYKTypa

nogartaka Ha (pakynrteTuma.
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