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I'maBa 1

I'pacdpoBu

I'pad G = (V, E) ce cacroju o ckyna V' ueoposa u ckyna E ipana. Hajuyemhe rpaHa oarosapa napy pasidauTix
YBOpPOBA, Ma/la Cy NOHEKA/l I03BOJbEHE U TMET/be, OTHOCHO TPaHe Koje BOJIE 0J1 YBOpa Ka mbeMy camoM. ['pad moxke
outH Heycmepen wa ycmeper. I'paHe ycMepeHor rpada cy ypeheHru mapoBr YBOpOBa U MPUTOM je BaXKaH pellociiec
JIBa YBOpa Koje moBe3yje rpana. Ako ce rpad mpeacTaBba IPTeXOM, OHJA Ce TpaHe ycMepeHor rpada IIpTajy Kao
CTpeJiiIle yCMepeHe OJ jeHOT YBopa (TovYeTka) Ka ApyroM 4Bopy (Kpajy rpane). I'pane meycmepeHor rpada cy
HeypeheHM mapoBH: OHe ce LpTajy Kao oduune ayxu. Ciieiien d(v) 4Bopa v je OpOj rpaHa CyCeJHHMX YBOpPY U
(ogHOCHO OpOj rpaHa Koje YBOp v MOBE3Yjy ca HEKUM APYrHMM YBOPOM). Y yCMepeHOM rpady pasiuKyjeMo yaasHu
citieiler YBOPA v KOjU je jelHaK Opojy I'paHa 3a KOje je UBOp v Kpaj, OAHOCHO U31a3HU CliielleH YBOpa U KOjU je jeJHaK
Opojy rpaHa 3a Koje je YBOp v MoYeTaK.

Ilyimi o YBOpa v JI0 YBOPA V), j€ HU3 YBOPOBA V1, Vg, . . . , V) IIOBE3aHUX rpaHama (v, v ), (v, v3), ..., (Vp—1, Vk).
Iyt je épociti, ako ce CBakW YBOP y HEMY I0jaB/byje CaMO jeIHOM. 3a YBOP v ce Kake [ je gociliudican U3 4Bopa
¥ aKO MOCTOjU MyT (YCMEpPeH, OHOCHO HEyCMEpeH, 3aBUCHO of rpada) ox uBopa v A0 uopa u. 1o aeduannmju je
YBOP v JOCTHKaH U3 v. Lukayc je MyT 4vju ce MpBU U MOCIeAbU YBOp Mokianajy. Llukmyc je épocit ako ce, cem
TIPBOT U TIOC/IE/IbET YBOPa, HY je/laH APYTH YBOP Y HeMY He 110 jaBiby je 1Ba myTa. Heycmepern od.auk ycmepeHor rpacga
G = (V, E) je uctu rpad, 6e3 cMepoBa Ha rpaHama (Tako J1a Cy maposu uBopoBa y E Heypebenn). 3a rpad ce kaxe
Ja je fiosezan ako (y BerOBOM HEyCMEPEHOT OOJIMKY) MOCTOjU MyT u3Mely mpousBosbHa ABa uBopa. [lyma je rpad
KOju (Y CBOM HEyCMEPEHOM OOJIMIKY) He caJipku LHKJIyce. /peo je moe3aHa myma. Kopencko gpeo je ycMepeHO
JPBO Ca jeTHUM ITOCEDHO M3/IBOjEHNM YBOPOM, KOJH CE€ 30BE KOPEH.

I'padp H = (U, F) je itogipagp rpapa G = (V, E) ako je U C V u F' C E. [losesyjyhe gpeo Heycmepenor rpada G
je meros noarpad koju je qpBo u caapxku cBe uBopose rpada G. INoesyjyha nmyma HeycmepeHor rpada G je mberos
noarpad Koju je mryma u caapsku cee uBopoe rpada G. Axko Heycmepenu rpad G = (V, E) Huje noBe3aH, OHIa ce
OH MOX€ Ha jeJUHCTBEH HaUMH Pa3JIOXKUTU Y CKYI OBE3aHUX NOArpacoBa, KOjU Ce 30BY KOMIlOHEH e il08e3aHOCIIU
rpada G.

1.1 Penpe3enramuja rpada

VYoOunuajeHa cy qBa HaUMHA Ipe/ICTaBbarba rpacdosa, I1pBu je maiipuya iiosezanociiu, OITHOCHO MAUPUUA CYcegCiiied
rpaca. Heka je |[V| =nuV = {v1,vs,...,v,}. Marpuia nosesanoctu rpada G je kpagpataa Matpuna A = (a;;)
pena n, ca eleMeHTHMa a;; KOju ¢y jegHaku 1 ako u camo axo (v;,v;) € E; octamu eneMenty Marpuiie A cy Hyse.
Axo je rpad HeycmepeH, maTpulla A je cuMeTpuvHa. Bpcra ¢ oBe MaTpulle je Jakjie HU3 JyXKUHE N 4uja je j-Ta
KOOp/IMHATA je/iHaKa 1 ako M3 4BOpa v; BOAM I'PaHa Ka 4yBopy v;, ogqHocHo 0 y npotuBHOM. Hemocratak marpune
TI0OBE3aHOCTH j€ TO IITO OHA YBEK 3ay3MMa IIPOCTOp BEIMUMHE 7, HE3ABUCHO OJ] TOTa KOJIMKO rpaHa uma rpad. Ako
je Opoj rpana y rpady Manu, BehrHa eneMeHata MaTpuile oBe3aHocTy Ouhe Hyse. AKO ce 3a MpecTaBbambe rpada
KOPHCTH MaTpHIla [IOBE3aHOCTH, CIIOKEHOCT OIepallije yKIamama Heke rpate u3 rpada je O(1) u ucnurusarme a
JIM Cy JiBa uBopa y rpady mnosesana je takohe O(1).

VY jesuky C++ MoxeMo ynoTpeOuTH cieiehy pernpe3eHralujy MaTpulle.
bool A[MAX][MAX];

WM, aKO He 3HAMO YHaIlpe Opoj YBOpoBa Tj. ako Opoj YBOPOBA 1 ca3HajeMo TeK Y (pa3u M3BpIIABamka IIPOrpaMa
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vector<vector<bool>> A(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
A[i].resize(n);

YmMecTo aa ce u cBe HenocTojehe rpaHe eKCIUIMIMTHO NpeCcTaB/bajy Y MaTPHILIH MOBE3aHOCTH, MOTY ce (hopMupaTh
TOBE3aHe JICTE Ofl jeqUHHUIIA U3 i-Te BpcTe, ¢ = 1,2,...,n. OBaj Apyru HAYMH MpeAcTaBbamka rpada 30Be ce iu-
citia flose3anocii, OTHOCHO uciia cycegcitiea. CBaKOM YBOPY MPHIAPYXKYje ce MOBE3aHa JIMCTa, KOja CaAp:KHU CBE
rpaHe cyceqHe 4BOpY (OJHOCHO I'paHe Ka CyCceJIHUM YBOpoBuMa). JlucTa Moxe OuTh ypeheHa mpeMa peaHum opo-
jeBMMa YBOpOBA Ha KpajeBUMa HeHMX IrpaHa. ['pad je mpeacTaBbeH HU30M JmcTa. CBakU €l1eMEHT HU3a CaapKu
nMe (MHAEKC) YBOpa M IOKa3nBay Ha HEroBy JICTY cycena. Tpeda HaoMeHyTH 1a Mako MMe TaKo CYTepHIlie, UMILIe-
MEHTaIja OBaKBe perpe3eHTanyje rpaca He MOpa OWTH 3aCHOBaHa Ha JIMCTaMa, Beh ce yMecTo NoBe3aHHX JINCTH
MOXe KOPUCTUTH JMHAMUYKY HU3 WM HEKa BPCTa danaHCHpaHUX OMHAPHMX JpBETa WM MakK Xel tadena. Y Behunu
HapeJHUX aroputama cMarpahemo J1a je rpad ca Kojum paauMo AWHAMHUYKHY U Ja je 3aJaT JIMCTOM MOBE3aHOCTH. Y
je3ky C++ MoxxeMo ynoTtpeduTu ciaenehy penpeseHranyjy.

vector<vector<int>> susedi(n);

Hogy rpany moxemMo joaaru nomohy
susedi[cvor0d].push_back(cvorDo);

JIOK UTEpAIMjy KPO3 CBE CyCeIHE rPaHe YBOPA MOKEMO OCTBAPUTHU MOMONY

for (int cvorDo : susedi[cvor0d])

oo

OgakBa penpe3enTaija omoryhaea aa ce y Bpemeny O(1) Hahy cycemu cBakor nojequHadyHor yBopa y rpady.

Marpuiie noBe3aHocTu omoryhaeajy ma ce y Bpemeny O(1) wmcnmta ma i u3melly aBa 4Bopa mocroju rpana. C
Jpyre CTpaHe, JICTe M0Be3aHOCTH oMoryhaBajy 1a ce jeqHOCTaBHHje MpoHahy CBH Cyce HeKOT JaTor yBopa. Jlucre
TIOBE3aHOCTU Cy MEMOPHU)CKH eprKacHH]je 3a rpadoBe ca MaauM OpojeM rpaHa (BhUX0Ba MEMOPHjCKA CIOKEHOCT je
O(V + E), 3a pasnuKy ojl MaTpuiia IOBE3aHOCTH 4uja je Memopujcka cioxkenoct O(V?)). V npakcu ce yecto pau
ca rpadoBUMa KOjU MUMajy 3HATHO Makbe IpaHa 0j1 MakcuMalHor moryher 6poja (n(n — 1) /2 HeycMepeHUX, OJIHOCHO
n(n — 1) ycMmepeHux rpaHa), 1 Taja je eprKacHuUje KOPUCTHTHU JIUCTE TIOBE3aHOCTH.

Ako je rpad craitivuku, OJHOCHO HHUCY J03BOJbEHA YMETama M Opucama, OHlIa ce 11eo rpad MOxe MpelCTaBUTH
nomMohy jefHOr HM3a Lienux OpojeBa, Ha ciaegehl HauMH. Y OCHOBH je U Jajbe penpe3eHTalyja y 0dJMKy JIMCTa IoBe-
3anoctu. Kopucru ce Hu3 nyxune |V| 4 |E|. TlpBux |V| wiaHoBa HU3a Cy NpUapyXeHH YBOopoBrMa. KommoHeHTa
HU3a IpUApYKeHa YBOPY v; CaapKU MHAEKC MOYeTKa CIIFCKa YBOPOBA CyCeIHUX YBOpY v;, ¢ = 1,2,...,n. Ha cim-
1y 1.1 mpuka3aHa Ha jeTHOM MPUMEPY je MPUKA3aHo MpeAcTaBibarke rpada moMohy MaTpuIie IOBE3aHOCTH M IIPEKO
jEeIHOT HU3a Y KOME Ce UyBajy CBE JIMCTe MOBE3aHOCTH.

1 2 3 45

1{o0fl0|0|1]0O

2(1]/0|0[0]0

3(1|1|o]1|1

410|0fl0|0|1

5(0[1|0[0]0
(@)

6] 7]s]2[13[a]1]1]2]4]5]5]2]
1 23 456 7 8 9101112 13
(b)

Cnuka 1.1: Tlpencraspame rpacda (a) MaTpULOM MOBe3aHOCTH, (b) jelHMM HHU30M y KOMe Cy Ipe/CTaBbeHe CBe
JIMCTE TIOBE3aHOCTH.

Tpebda momMeHyTH Ja IIOCTOje U JPYTH HAYMHU 3a ITpeCcTaBbatbe Ipada, Kao T Cy MaTpHLE WM JIMCTe MHIMCHLIje
I7ie ce 3a CBaKy IpaHy 4yBa MH(pOpMaImja ca KOjiuM YBOPOBHMA j€ MHIICHTHA.
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1.2 IlIperparay AyOMHY U HIMPHHY

OcHOBHHU 3a/1a111 HaJ| rpad)OM Ce 4eCTO CBOJE Ha TO JIa Ce KPEHYBIIM OJ1 HEKOT MOYETHOT YBOopa U npahemem rpana
o0ul)y cBu YBOpOBH Irpacda KOjH Cy JOCTHKHU U3 TOT MOJIA3HOT YBOpa. AKO je HeycMepeH rpad nose3aH Tume he ce
0o0uhu CBU HETOBU YUBOPOBH, a aKo HUje, oHJa he ce 0d0uhy KOMIIOHEHTA MOBE3aHOCTU KOO MpHIaga MOYETHU YBOP.
Kon yemepennx rpacdoBa Ha oBaj HaunH he ce 00nhi KOMIIOHEHTa jake TIOBE3aHOCTH KOjO] TIPUIAIA TIOYETHH YBOP.

IToctoje nBa OCHOBHA aNropuT™Ma 3a odWiIasak rpada: ipeiipaia y gyouny U uperpaia y wuputy.
0ba ce Mory npeicraBuTy ciielehomM ONIITOM CXEMOM.

dodaj pocetni cvor u kolekciju K
dok kolekcija K nije prazna:
uzmi cvor c iz kolekcije K
ako c nije oznacen:
oznaci c
za svaku granu cc'
ubaci c¢' u kolekciju K

OsHavyaBameM YBOPOBa MOCTHKEMO TO [la Ce JITOPUTAM HE yajia y OecKoHavHy 1eTby. Ako je kosnekuuja K crek,
Taja ce paJy o IpeTpas3u y oyOuHy, aKko je konekuuja K pex, paau ce o npeTpasu y IHPHHY, a aKo je y MUTamy pej
ca [IPUOPHUTETOM, PaJHl ce O MPETpasy ca MPUOPUTETOM (Y y HacTaBKy HeheMo JeTabHO ONMCHUBATH).

[perpara y nyduny ce 4ecTo UMIIJIEMEHTHPA U PEKYP3UBHO.

dfs(cvor c):
ako c nije oznacen:
oznaci ¢
ulazna_obrada_cvora(c)
za svaku granu cc'
dfs(c')
izlazna_obrada_cvora(c)

Y HexuM anroputmMuMa odpay YBOpa BPIIMMO IIPBU IyT KaJa Ha bera Hauh)emo (Tj. je T3B. yJa3Ha odpaja), 10K y
HEKHMM aJITOPUTMHMa 00pajy BPILIMMO TeK Ha Kpajy, Kaga oOpajiuMo CBE IOTOMKE YBOpa.

Iperpara y nyduHy nojpasymeBa Jia ce Ayxk HEKy IyTamy CIyLITaMO AOKJIE o[ MOKEMO U TeK KaJla He MOXKEMO Jia
Habemo Buile HenoceheHKX YBOpOBa, OHA ce BpahaMo Ha3aJ ¥ pa3MaTpaMo Jpyre ITpaHe U3 IPeTXOAHO noceheHnx
yoposa. [Iperpara y mmpuny nojpasymesa ja ce rpacdp oduiasu no HuBonma. IIpBo ce oOmiia3u rosasHH 4BOp,
3aTHM OHM YBOPOBH /10 KOJUX C€ M3 MOJIA3HOT MOe CTMAM caMo IyTeM je[He IpaHe, 3aTUM OHU YBOPOBH JI0 KOJUX
ce U3 MO0JIA3HOT MOoe cTuhiM camo IMyTeM JBe IpaHe U Tako Jajbe.

3anarak: /locTH:KHA YBOPOBH

3a cBakM pyTep y padyyHapcKOj MpeXH je MO3HAT CIFCAaK pyTepa ca KOjuMa je moBe3aH. Hamummm mporpam Koju
MpoBepaBa Aa Jiu je Moryhe mocjiaté mopyKy of jeJHOT JI0 APYror AaTor pyTepa.

VYaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yHocu opoj pyrepa n (1 < n < 100), 3atum 0poj m Be3a uzMely pyrepa (0 <
m < n(n — 1)) 1 3aTUM y HapeAHKX M JMHUjA TIO ABa pa3inunTa opoja usmely 1 v n pa3mBojeHa pa3MakoM Koja
MIpeACTaBbajy pyTepe m3Mehy Kojux je ycmocraBibeHa Be3a (IIPBH pyTep MOXe IMOCIaTd MopyKy apyrom). Cmaka
Be3a ce HaBoau caMo jeqHoM. HakoH Tora ce yHocu dopoj maposa p (1 < p < 100) pyTepa ujy OBE3aHOCT Tpeda
ucrmtaTi. CBaKY map ce Onmcyje nmomohy fnBa pasnmuuuta Opoja start u cilj uamely 1 u n.

M3aa3: 3a caku map pyrtepa koju Tpeda MCIUcaTH, Ha CTAHOAPAHM M3J1a3 ucnmcaTu da ako je moryhe mociaTtu
TIOPYKY Of pyTepa start Ko pyrepa cilj Tj. ne y CylpOTHOM.
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IIpumep 1 ITpumep 2
Vaaz HUznasz Vaaz Hznaz
4 ne 4 da
4 da 4

12 12

13 23

32 2 4

2 4 314

2 1

2 14

14

Pememe

IMoBe3zaHocT pyTepa ce Moxe onucaT ycMepeHuM rpacom. Ilperparom y myduHy mnm mmpuHy Of NpBOT JAaTOT
pyTepa odmIa3uMo rpad 1 IpoBepaBaMo Jia JIM Ce APYTH pyTep Haja3u Mely YBOpOBMMA [0 KOJUX CTHKEMO TOKOM
nperpare y gyOuHy.

IIpetpary y nyduHy je HajjeqHOCTABHUje UMILIEMEHTUPATH PEKYP3UBHO.

#include <ilostreams>
#include <vector>

using namespace std;

bool dfs(int r1, int r2, vector<bool>& posecen,
const vector<vector<int>>& veze) {

if (r1 == r2)

return true;
if (posecen[ri])

return false;
posecen[r1] = true;
for (int r : veze[r1])

if (dfs(r, r2, posecen, veze))

return true;

return false;

}

bool povezani(int r1, int r2, int brojRutera,
const vector<vector<int>>& veze) {
vector<bool> posecen(brojRutera, false);
return dfs(r1, r2, posecen, veze);

}

int main() {

int brojRutera;

cin >> brojRutera;

int brojVeza;

cin >> brojVeza;

vector<vector<int>> veze(brojRutera);

for (int 1 = 0; 1 < brojVeza; i++) {
int a, b;
cin >> a >> b; a--; b--;
veze[a].push_back(b);

}

int brojParova;

cin >> brojParova;

for (int 1 = 0; 1 < brojParova; i++) {
int start, cilj;
cin >> start >> cilj; start--; cilj--;
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if (povezani(start, cilj, brojRutera, veze))
cout << ”da” << endl;

else
cout << “ne” << endl;

return 0;

}

VMecTo pekypauje, MOKEMO yIOTpeOUTH CTeK.

#include <lostream>
#include <vector>
#include <stack>

using namespace std;

int main() {

int brojRutera;

cin >> brojRutera;

int brojVeza;

cin >> brojVeza;

vector<vector<int>> veze(brojRutera);

for (int 1 = 0; 1 < brojVeza; i++) {
int a, b;
cin >> a >> b; a--; b--;
veze[a].push_back(b);

}

int brojParova;

cin >> brojParova;

for (int 1 = 0; 1 < brojParova; i++) {
int start, cilj;
cin >> start >> cilj; start--; cilj--;

vector<bool> posecen(brojRutera, false);
stack<int> ruteri;
ruteri.push(start);
posecen[start] = true;
bool povezani = false;
while (!ruteri.empty() && !povezani) {
int r = ruteri.top(); ruteri.pop();
for (auto rr : veze[r]) {
if (rr == cilj) {
povezani = true;
break;
}
if (!posecen[rr]) {
posecen[rr] = true;
ruteri.push(rr);
}
}
}
if (povezani)
cout << ”da” << endl;
else
cout << ”ne” << endl;
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return 0;

}

3anarak: Ilehune

Crneneoso3n ce Hamase y yla3Hoj JBopaHHM InehiHe, Ha BUCHHM T/Ia, YMja je HagMOpcKa BUCMHA nosHarta. [lehuna
r“Ma yKyITHO n JBOpaHa odenexeHux Opojesuma ox 0 go n — 1 (yna3Ha IBopaHa je odenexeHa dpojem 0) u 1o
CBake o]l lUX ce Moxe ctuhu KopuitheweM n — 1 XOIHMKA KOjU UX MOBE3Yjy. AKO Ce 3a CBAKU XOJHHUK 3HA KOje
JiBEe IBOpaHE NOBE3yje U KOJMKA je BUCMHCKA pa3iMKa u3Melly mUX, HalUcaTU NporpaMm Koju oapelhyje HajHIKY
HaJMOPCKY BHCHHY Ha KOjy C€ CIeJIC0I031 Y MehiHU MOTy CITyCTHTH.

Vna3: Ca cranpapaHor yjasa ce yuuTaBa BUCHMHA Ta (11eo Opoj), a 3aTum, u3 ciiegehe auHuje mpupogHu Opoj n
(1 < n < 100). ¥V Hapennux n — 1 JIMHKMja HaJla3e ce MO TPH liesia Opoja pa3iBOjeHa pa3Maluma, Koja Omucyjy
XOJHUK: pejiHu OpOj mojia3He qBOpaHe, peiHU OPOj JoJia3He IBOPAHEe U BUCUHCKY Pa3JiMKy uMely roJiaste u JoJia3He
JIBOpaHe.

WN3zaa3: Ha cranpapaHu uznas3 UcnucaT TpaxkeHy HajBehy nyOuny.

Pememe

To1To nocToju n ABOpaHa MoBe3aHuX ca 1 — 1 XOIHUKA U MOLITO Ce O CBaKe IBOpaHe Moxe cThhu, Mpeka JBopaHa
YYMHU jefIHO JPBO M HEMa IUKJIyca. BHUCHHY HajHMKe JBOpaHe MOXEMO OJPEIUTH OOWJIACKOM JpBETa, MPH YeMy
3axBasbyjyhu allMKJIMYHOCTH HE MOPAaMO Jla MTAMTUMO J1a JIU CMO Y HEKOj IBopaHu Beh paHuje Ouu.

[Iperpary MokeMO M3BPIIUTH y IyOWHY U HajjeIHOCTAaBHU]jE je MMIUIEMEHTHPATH je PEKyp3UBHO (aJITEpHATHBA je
Jia yIIOTpedUMO CTeK).

#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;

struct Hodnik {
int dvoranaDo;
int razlikaVisina;
Hodnik(int dvoranaDo_, int razlikaVisina_) {
dvoranaDo = dvoranaDo_;
razlikaVisina = razlikaVisina_;

}
1

int minVisinaDFS(int dvorana, int visina,
const vector<vector<Hodnik>>& hodnici) {
int minVisina = visina;
for (const Hodnik& h : hodnici[dvorana]) {
int v = minVisinaDFS(h.dvoranaDo, visina + h.razlikaVisina, hodnici);
if (v < minVisina)
minVisina = v;

}

return minVisina;
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}

int main() {

}

int visinaTla;
cin >> visinaTla;

int n;
cin >> n;

vector<vector<Hodnik>> hodnici(n);

for (int 1 = 0; 1 < n-1; 1++) {
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
cin >> dvoranaOd >> dvoranaDo >> razlikaVisina;
hodnici[dvorana0d].push_back(Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));

}

cout << minVisinaDFS(0, visinaTla, hodnici) << endl;

return 0;

IIpeTtpary MoxeMo U3BPIIUTH U Y IIUPUHY U UMIUIEMEHTUPATH je y3 moMoh peaa.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <queue>

using namespace std;

int main() {

int visinaTla;
cin >> visinaTla;

int n;
cin >> n;

struct Hodnik {
int dvoranaDo;
int razlikaVisina;
Hodnik(int dvoranaDo_, int razlikaVisina_) {
dvoranaDo = dvoranaDo_;
razlikaVisina = razlikaVisina_;
}
1

vector<vector<Hodnik>> hodnici(n);

for (int 1 = 0; 1 < n-1; 1++) {
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
cin >> dvoranaOd >> dvoranaDo >> razlikaVisina;
hodnici[dvorana0d].push_back(Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));

}

struct Dvorana {
int broj, visina;
Dvorana(int broj_, int visina_) {
broj = broj_; visina = visina_;
}
I
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queue<Dvorana> q;
q.push(Dvorana(0, visinaTla));
int min_visina = visinaTla;
while (!q.empty()) {
Dvorana d = g.front();
q.pop();
if (d.visina < min_visina)
min_visina = d.visina;
for (const Hodnik& h : hodnici[d.broj])
q.push(Dvorana(h.dvoranaDo, d.visina + h.razlikaVisina));

cout << min_visina << endl;

return 0;

3anarak: IIpecToJioHacaeTHAIN

V jemHOj 3eMJBM KpaJb je OCBOjHO TPOH M 3aII0¥E0 CBOjY KPaJbeBCKy Jio3y. Hberopux HaclieTHHKA je jaKo IyHO W
CBaKO O IbUX OU *keyleo Ja 3Ha KOjU je Mo peay Jda Hacieaud KpyHy. IlpaBuio HacniehuBama je TakBO Ja Kpaba
Hacniehyje npBo weroB Hactapuju cuH. Crenehu Ha pedy je HajcTapUju YHYK (aKO MOCTOjH) M Tako peaoM. AKO
HEKM HACJIE[IHUK Hema Jielie, OHJIa je clieJiehin Ha pejly HeroB HajcTapuju Opart, 3aTUM HerOBU MOTOMIIU U TAKO Jajbe.
Hanuium nporpam koju opelyje pefocies HacaeacTBa oapeljeHrx KpabeBUX MOTOMAKa.

Vaa3: Ca crangapaHor yiasa ce yHocH 0poj n (1 < n < 50000) koju npeaTaBba yKynaH Opoj ocoda y KpabeBOM
ropoanYHOM cTadiry (ykibyuyjyhu u mwera). Hakon Tora ce yHoce mapoBu odsmka roditelj dete (cBaku map y
TOCEDHOM pejly, pa3/iBOjeH pa3MaKkoM), PH YeMy Cy Jella UCTOr poauTesba nopehana omanajyhe mo crapoctu. Ha
Kpajy ce yHOCEe UMEHa MI0TOMAKa 3a KOje Ce XKeJIM OAPEANTH PeJociesl HacaeACTBa (CBAKM Y TOCEOHOM pefy).

WM3aa3: 3a cBakor noToMka YHETOI' HAKOH OIIMCa POAUTEJbCKUX BE€3a UCIIUCATU KOjI/I je 110 peaocyieny HacjIeACTBa.

ITpumep

Yaaz Hznaz

19 Harry 6
Elisabeth Charles Charles 1
Elisabeth Andrew Charlotte 4
Elisabeth Edward Louise 12
Elisabeth Anne James 11
Charles William Isla 16
Charles Harry Andrew 7

William George
William Charlotte
William Louis
Anne Peter

Anne Zara
Andrew Beatrice
Andrew Eugenie
Edward James
Edward Louise
Peter Savannah
Peter Isla

Zara Mia

Harry

Charles
Charlotte
Louise

James

Isla

Andrew
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Pememe

VYcnoBu maTH y 3aaTKy TOBOpe Ja je pefnociiern HaclehuBama WAGHTUYAaH pelociefy OOMIacKa JIpBeTa y OyOHHY
(DFS), na 3agarak pemaBamMo KJIaCHMYHOM MMILJIEMEHTAILIMjOM TOT aJrOPUTMa.

[ToTpedHO je mpe Tora penmTy HEKOJIMKO TeXHUUYKUX feTtaba. ['pad Tj. apBo hemo dyBatu y oOJIMKY JIMCTE cyceqa.
Yysahemo acouyjaTUBHU HU3 (Mally, PEYHHK) Y KOjOj C€ CBAKOM WIaHY KPaJbeBCKe MOPOULIEC IPUAPYKYje HU3 (JIU-
CTa, BEKTOP) HeTOBUX HACIIEAHNKA, COPTHPAHUX 10 MpUopuTeTy HaciaehuBama. [lomro y 3a1aTKy HYje eKCIUTIIUTHO
3a7aTo KO j& MOHApX, IIOTPEOHO je OJpEeIUTH ra 13 MoAaTaKa KOjH ce YHOCe, IITO Ce JIAKO MOKe OCTBAPUTH TaKO IITO
CBaKOM YBOpY MPUAPYKUMO IMOJATAK Ja JIM UMa POJUTEhA WM HE - MOHApX he OUTH jequHU KO HeMa poAuTesba
(Te nH(pOpMaIIFje MOKEMO peaTM30BaTH ACOIMjaTUM HU30M MMEHa YJIaHOBA KPaJbEBCKE MOPOAMIIE Y UICTUHUTOCHE
BPEIHOCTH).

Kapa cy ¢opmupane nmcrte cycencTBa u Kaja je ogpeh)eHo Ko je MOHapX, Yy jeTHOM OOMJIacKy y AyOuHY OOMIa3uMo
LIEJIO APBO U TIOMYH-aBaMO acoLMjaTHBHO MPECIMKABAE KOje CBAKOM WIaHy MOPOJIHILIE I0EbY j€ FerOB PEHH OpOj.

Hakon mTo je 3a cBakora ofpeleH peaHu Opoj, yuuTaBamMo jeJHO IO jeJHOM FIMe U 3a CBAKOT OJf HbHX M3 acoluja-
TUBHOT MpeCIMKaBakha YNTAMO U Ha U3J1a3 UCTIHCYjEMO PEeHH Opoj.

Odunazak y gydrHy MOKEMO pealn30BaTh Tako IITO Ha CTEKYy YyBaMO YBOpPOBe Koje Tpeda nocetutu. Ha moverky
Ha CTEK IOCTaB/baMO Kpajba, a 3aTHUM, CBE JIOK Ce CTEK He MCIIPa3HH, CKHIAMO eJIEMEHT Ca BpXa CTeKa, I0fieJby jeMo
My HapeJHU pelHH OpOj M HeroBe HACIeJHUKE H0JajeMO Ha BpX cTeka (y oOpaTHOM penocieny). AJTepHAaTHBHO,
MOTJIH OMCMO KperpaTH peKyp3uBHY (PYHKIIHMjY KOja IpHMa WiaHa ¥ HapeAHH cI000qaH peaHu Opoj, Jofebyje Taj
Opoj wiaHy, a 3aTHM ce PeKyp3WBHO IO3WBA 32 CBY HEroBy jelly. PyHKIMja MOKe [a BpaTd HapeIHU CIODOIHU
penHu Opoj (a moryhe je peaHu Opoj 4yBaTh U Kao MIOOAIHY IPOMEHJBUBY ).

#include <iostream>
#include <map>
#include <vector>
#include <string>
#include <stack>

using namespace std;

// iterativno implementirana pretraga u dubinu
vold dfs(const map<string, vector<string>>& deca, const string& kralj,
map<string, int>& redosled) {

// redni broj tokom obilaska

int r = 0;

// stek

stack<string> st;

// obilazak krecemo od kralja

st.push(kralj);

while (!st.empty()) {
// cvor koji je na vrhu steka je naredni u redosledu nasledstva
string s = st.top();
st.pop();
redosled[s] = r++;
// ako cvor s ima decu, postavljamo ih na stek u obratnom
// redosledu (da bi se najstariji sin nasao na vrhu steka)
auto it = deca.find(s);
if (it != deca.end()) {

const vector<string>& s_deca = it->second;
for (auto it = s_deca.rbegin(); it !'= s_deca.rend(); it++)
st.push(*it);

int main() {
// da li osoba ima roditelja
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map<string, bool> ima_roditelja;
// ko su sve deca osobe (poredjani po starosti)
map<string, vector<string>> deca;
// broj cvorova
int n;
cin >> n;
// u drvetu postoji n-1 grana
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++) {
// ucitavamo granu drveta
string roditelj;
string dete;
cin >> roditelj >> dete;
// nasli smo roditelja za ucitano dete
ima_roditelja[dete] = true;
// ako roditelja ucitavamo prvi put, upisujemo da on za sada nema roditelja
if (ima_roditelja.find(roditelj) == ima_roditelja.end())
ima_roditelja[roditelj] = false;
// dodajemo dete u listu dece, na kraj
deca[roditelj].push_back(dete);
}

// odredjujemo kralja, kao jedinu osobu koja nema roditelja
string kralj;
for (auto it : ima_roditelja)
if (!it.second)
kralj = it.first;

// obilaskom u dubinu odredjujemo redosled nasledstva
// svakom imenu pridruzujemo njegov redni broj
map<string, int> redosled;

dfs(deca, kralj, redosled);

// obradjujemo pojedinacne upite
string ime;
while (cin >> ime)
cout << ime << ” ” << redosled[ime] << endl;

return 0;

}

IMperpary y nyduHy MOXeMO MMIUIEMEHTUPATH U peKyp3uBHO. PyHKIMja NpUMa TPEHYTHOI POAMTE/bAa M HHErOB
penHU Opoj y JIMHUjU HACNe[CTBA, PEeKYp3MBHO oOpaljyje cBe Herope MoTOMKe (ojesbyjyhn MM Kpo3 peKyp3ujy
IBUXOBE peJHe OpojeBe) U Ha Kpajy Bpaha npBu pefHH Opoj KOju je cl1odoAaH HaKOH 0dpajie CBUX MOTOMaKa Tor
poauTesba.

#include <iostream>
#include <map>
#include <vector>
#include <string>
#include <stack>

using namespace std;

// rekurzivno implementirana pretraga u dubinu funkcija dodeljuje
// roditelju redni broj r, obradjuje sve njegove potomke i vraca
// naredni slobodan redni broj
int dfs(const map<string, vector<string>>& deca, const string& roditelj,
map<string, int>& redosled, int r) {
// roditelju pridruzujemo trenutni redni broj

10
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redosled[roditelj] = r;
// ako roditelj ima decu, postavljamo ih na stek u obratnom
// redosledu (da bi se najstariji sin nasao na vrhu steka)
auto it = deca.find(roditelj);
if (it != deca.end()) {

const vector<string>& s_deca = it->second;

for (auto it = s_deca.begin(); it != s_deca.end(); it++) {

r = dfs(deca, *it, redosled, r+1);

}

}

return r;

}

// rekurzivno implementirana pretraga u dubinu - funkcija omotac
vold dfs(const map<string, vector<string>>& deca, const string& roditelj,
map<string, int>& redosled) {
dfs(deca, roditelj, redosled, 0);

}

int main() {
// da li osoba ima roditelja
map<string, bool> ima_roditelja;
// ko su sve deca osobe (poredjani po starosti)
map<string, vector<string>> deca;
// broj cvorova
int n;
cin >> n;
// u drvetu postoji n-1 grana
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++) {
// ucitavamo granu drveta
string roditelj;
string dete;
cin >> roditelj >> dete;
// nasli smo roditelja za ucitano dete
ima_roditelja[dete] = true;
// ako roditelja ucitavamo prvi put, upisujemo da on za sada nema roditelja
if (ima_roditelja.find(roditelj) == ima_roditelja.end())
ima_roditelja[roditelj] = false;
// dodajemo dete u listu dece, na kraj
deca[roditelj].push_back(dete);
}

// odredjujemo kralja, kao jedinu osobu koja nema roditelja
string kralj;
for (auto it : ima_roditelja)
if (!it.second)
kralj = it.first;

// obilaskom u dubinu odredjujemo redosled nasledstva
// svakom imenu pridruzujemo njegov redni broj
map<string, int> redosled;

dfs(deca, kralj, redosled);

// obradjujemo pojedinacne upite
string ime;
while (cin >> ime)

cout << ime << ” ” << redosled[ime] << endl;

11
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return 0;

}

3anarak: [lehune ca tyneanma

Crneneosiosn ce Hajlase y yJia3HO] ABOpaHM rnefinHe, Ha BUCHHM TJ1a, YMja jeé HaJIMOpPCKa BHCHHA Mo3Harta. [lehuna
MMa yKYIHO 1. IBopaHa odenexeHnx dpojesuma oa 0 1o n — 1 (yna3Ha aBopaHa je odesnexeHa dopojem 0) u 10 cBake
0J1 BHX ce Moke cTrhn KopumhemeM HEKOr 0] MHOTHX TyHeJla KOju MX noBe3yjy. CBU TYHENH Cy JBOCMEPHU. AKO
Ce 3a CBaKM TYHEJI 3Ha KOje JiBe JIBOpaHe MOBe3yje M KOJIMKA je BUCHHCKA pa3ivKa u3Mel)y Bux, Hanucaty porpam
KOju ofpelyje HajHUKY HAAMOPCKY BUCHHY Ha KOjy Ce CIIeNIe0sIo3n y NeNrHU MOTY CITYCTHTH.

Vaa3: Ca craHgapIHOT yia3a ce YIMTaBa BACHHA Tia (Ileo Opoj), a 3aTtuM, u3 ciesehe muHMje npupogau Opoj n
(1 < n < 100) koju mpexncrasba Opoj aABopaHa u 3atum mpupouu opoj m (1 < m < n - (n — 1)/2) koju
MIpeACTaBiba Opoj TyHea. Y HapeJHUX M JIMHUja Hajla3e ce 0 TPH Liesia Opoja pa3fBojeHa pa3Manuma, Koja omucyjy
TYHeN: peAHu Opoj Mmosia3He IBOpaHe, peJHH Opoj JAoJIa3He JBOpaHe U BUCUHCKY pa3jivKy uMel)y mojasHe u Joja3He
JIBOpaHe.

M3na3: Ha crangapaHy n3ia3 UCIUCATH 11€0 OPOj KOjU MpeAcTaBba HajHUKY HAIMOPCKY BUCHHY Ha KOjO] ce Hajla3u
HeKa JBOpaHa.

ITpumep
Vaaz Hznaz
696 679

-7
4
-6
-10
1
11
10

Pememe

Wk, PP OOONWUV
A DhwnNnwWDhE

Odunackom rpacda TyHesa KpeHYBILH Of] yJIa3He ABOpaHe MOKEMO OAPEAWTH U Y HU3 yNHUCATH HAJMOPCKY BUCHHY
cBake JiBopaHe. HakoH Tora TpaxeHy HajMary BUCHHY OfipeljyjeMo Kao MUHUMYM Tor Hu3a. Oduiiazak MOxeMo
WMIUIEMEHTUPATH PEeKyp3MBHOM IIPETParoM y mAyOuHy, Iie y CBaKOM IO3UBY (DyHKUMje TpociehyjeMo TpeHyTHU
Opoj ABOpaHe 1 IeHy HagMOPCKY BUCHHY. [la dricMo n3dery IuKIIyce MOpaMo IaMTHTH ¥ HU3 JIOTHYKKX BPeJHOCTH
KOjUM ce peructpyjy nocehene asopase. IIpuinkom MOHOBHOT yiacka y Beh noceheHy ABopaHy oaMax MpeKuaaMo
Jajby TpeTpary.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

struct Hodnik {
int dvoranaDo;
int razlikaVisina;
Hodnik(int dvoranaDo_, int razlikaVisina_) {
dvoranaDo = dvoranaDo_;
razlikaVisina = razlikaVisina_;
}
b

void visineDFS(int dvorana, int visina,
const vector<vector<Hodnik>>& hodnicti,
vector<bool>& posecena,
vector<int>& visine) {
if (posecena[dvorana])

12
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}

return;
posecena[dvorana] = true;
visine[dvorana] = visina;
for (const Hodnik& h : hodnici[dvorana]) {
visineDFS(h.dvoranaDo, visina + h.razlikaVisina,
hodnici, posecena, visine);

}

int minVisinaDFS(int dvorana, int visina,

const vector<vector<Hodnik>>& hodnici) {
int n = hodnici.size();
vector<bool> posecena(n, false);
vector<int> visine(n);
visineDFS(dvorana, visina, hodnici, posecena, visine);
return *min_element(begin(visine), end(visine));

int main() {

}

int visinaTla;
cin >> visinaTla;

int n;
cin >> n;
vector<vector<Hodnik>> hodnici(n);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
cin >> dvoranaOd >> dvoranaDo >> razlikaVisina;
hodnici[dvoranaOd].push_back(Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));
hodnici[dvoranaDo].push_back(Hodnik(dvorana0d, -razlikaVisina));

}
cout << minVisinaDFS(0, visinaTla, hodnici) << endl;

return 0;

Odunazak MOXEMO peai30BaTy U MIPeTparoM y mMpHHy (y3 Kopuinheme pesa).

#include <iostream>
#include <vectors>
#include <queue>
#include <algorithm>
#include <tuple>

using namespace std;

struct Hodnik {

}

int dvoranaDo;

int razlikaVisina;

Hodnik(int dvoranaDo_, int razlikaVisina_) {
dvoranaDo = dvoranaDo_;
razlikaVisina = razlikaVisina_;

13
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int minVisinaBFS(int dvorana, int visina,
const vector<vector<Hodnik>>& hodnici) {

int n = hodnici.size();
vector<bool> posecena(n, false);
vector<int> visine(n);
queue<pair<int, int>> red;
red.push(make_pair(dvorana, visina));
while (!red.empty()) {

tie(dvorana, visina) = red.front();

red.pop();

posecena[dvorana] = true;

visine[dvorana] = visina;

for (const Hodnik& h : hodnici[dvorana])

if (!posecenal[h.dvoranabo])
red.push(make_pair(h.dvoranaDo, visina + h.razlikaVisina));

return *min_element(begin(visine), end(visine));

}

int main() {
int visinaTla;
cin >> visinaTla;

int n;
cin >> n;
vector<vector<Hodnik>> hodnici(n);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int dvoranaOd, dvoranaDo, razlikaVisina;
cin >> dvoranaOd >> dvoranaDo >> razlikaVisina;
hodnici[dvorana0d].push_back(Hodnik(dvoranaDo, razlikaVisina));
hodnici[dvoranaDo].push_back(Hodnik(dvoranaOd, -razlikaVisina));

}

cout << minVisinaBFS(0, visinaTla, hodnici) << endl;

return 0;

3amarak: KoMnoHeHTe moBe3aHoCTH

Hamvmm nporpam koju ogpeljyje KOMIOHEHTe MOBE3aHOCTH Y HeycMepeHoM rpady. KommoneHTa noBesaHocTH je
CKYII YBOPOBa TAKBHUX JIa U3 CBAKOT YBOPA y KOMIIOHEHTH MOCTOjU IyT O CBAKOT JPYyror YBopa y KOMIIOHEHTH U HE
MIOCTOjH YT HHU JIO jeJHOT JPYyror YBOpa BaH KOMIIOHEHTE.

VYaa3: 13 npse nMHuje ctaHAapIHOT yia3a yuuTasa ce 0poj uBopoBa (1 < v < 100) u Opojrpana (0 < e < @)
HeycMepHor rpada. Y HapeIHHX e JMHMja HAJla3| ce OMKC IpaHa (Tlap YBOPOBA, pa3/IBOjEHNX Pa3MaKoM, PN YeMy
ce yBopoBH dpoje ox 0 o v — 1).

M3zna3: Ha crangapisu u3iia3s 3a CBakM YBOP UCHKCATH PEJHU OpOj KOMIIOHEHTE KOjoj IMpumnajga (KOMIIOHEHTE ce
opoje ox 1). Penocnen komnoneHT oapelheH je penociieTHOM BUXOBHUX HajMamwKX eJeMeHaTa (HIIp. ako 4Bop 3 U
YBOp 7 HUCY y WCTOj KOMIIOHEHTH, peHN Opoj KOMIOHEHTe Koja caapxu 3 Tpeda ma Oyae Mamu oIl peHoT Opoja
KOMITOHEHTE KOja CaIpxKu 7).
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IIpumep

Vaaz Uznasz

63 123231
13

2 4

50

Pememe

3ajaTak pemaBamo Tako IITO PEIOM, U3 CBAKOT HeodeseKeHOT YBopa MokpeheMo Heku ajiropuTaM oduiiacka rpada
(Ha puMep, TpeTpary y AyOuHy) U odejexaBaMo CBe YBOPOBE JOCTIIKHE U3 Tosa3Hor yBopa. [Iperpary y nyOunHy
j€ HajJIaKIie peaqn30BaTi PeKyp3UBHO.

Torro ce TokoM odMIIacKa CBaka rpaHa M CBaKH 4BOP rocehyje camo jeaHoM, ciioxkeHocT oBor atroputma je O(v +
e).

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

vold dfs(const vector<vector<int>>& A, vector<int>& komponente, int cvor, int k) {
komponente[cvor] = k;
for (int sused : A[cvor])
if (komponente[sused] == 0)
dfs(A, komponente, sused, k);
}

int main() {

int v, e;

cin >> v >> e;

vector<vector<int>> A(v);

for (int 1 = 0; 1 < e; 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
A[a].push_back(b);
A[b].push_back(a);

}

vector<int> komponente(v, 0);
int k = 03
for (int 1 = 0; 1 < v; 1++)
if (komponente[i] == 0)
dfs(A, komponente, i, ++k);

for (int 1 = 0; 1 < v; 1++)
EXINE 2 2N

cout << komponente[i] << ;
cout << endl;

return 0;

}

3anarak: Uyana mpexa

VY jenqHOM padyHapcKOM KaOMHETy MOTPeOHO je YCIOCTABUTH HEOOMYHY padyHapcKy Mpexy. IlorpedHo je mocra-
BUTHU padyHape Ha m CTOJIOBA, IPA YeEMy HA HEKMM CTOJIOBMMAa MOTY Jja CTOje OOMYHM pavyHapH (BUX MMaMoO Ha
pacrioyiaramy y HeOrpaHUUEeHOM OpOojy), a Ha HEKUM MOCcedHHU cepBepH (BbUX MOCEOHO MOpPaMO KYIHTH TIO 1IEHH Off
cs auHapa). Heke cronose je Moryhe noBe3aTu JUPEKTHO MPeXHUM KadJIOBUMA, a Heke Huje. LleHa ycroctaBbama
MpeXHOT Kadiia u3Mely Ouio koja Ba cTona je ci auHapa. Hamumcatu mporpaM Koju ogpelyje HajMamy LEeHy KO-
Jy je ToTpedHO IUIaTHTH Tako Ja je CBaKM padyHap WM CEpPBEp WM je MPEeXHUM KaldJIoM IMOBe3aH ca dap jeAHuM
cepBepoM (He 00aBE3HO JUPEKTHO).
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Vaa3z: Ca cramapaHor ynasa ce y nmpBoM pexny yHoce OpojeBn cs (0 < ¢s < 1000) m ¢ (0 < ¢ < 1000),
Pa3aBOjeHH pa3MakoM. Y HapeJHOM pely ce yHocH dpoj padyHapa n (2 < n < 50000) u m Opoj mapoBa pauyHapa
m3Melly Kojux je Moryhe mocTaBuTH MpexHH Kadn 2 < m < © "271), pa3ziBOjeHH pa3MakoM. Y HapegHuX m
penoBa yHoce ce mapoBu Opojesa m3melly O u n — 1, pa3aBojeHNX pa3MakoM Koju oapelyjy padyHape usmelhy kojux

je moryhe mocraBuTH KadJ1.

N3na3: Ha cranmapanu U3na3 CIMCAaTH TPaKeHY HajMamy IeHY.

IIpumep
Vaaz Hznaz
850 350 3450

6

AWk, oo N
[0 IV, I SN ST SN

Pememe

AKoO je LleHa cepBepa Marba WIH jelHaKa [IeHd jeJHOT Kadia, Tajga je HajjepThHHje Ha CBaKW CTO MOCTABHUTH IO
jenan ceppep. Hamme 3ameHa cBakor cepBepa OOMYHMM padyHApOM MOJpa3yMeBa IOBE3MBaH-E TOI padyyHapa ca
HEKUM cepBepoM MoMohy jeaHor Kadua, mTo nopehasa yKyImHy LiEHy.

VY CynpoTHOM je ONTHMAaJIHO y CBAaKOj KOMIIOHEHTH MOBE3aHOCTH rpacha MOCTaBUTH 10 jeJaH CEpBEp U CBE OCTaje
CTOJIOBE Y TOj KOMIIOHEHTH TOIYHUTH OOMYHUM pauyHapuMma MOBE3aHUM Ca THM CEPBEpOM. 3aucTa, ako y HEKOj
KOMIIOHEHTHU He OM MoCTojao dap jenaH cepBep, OHA pauyHapU y TOj KOMIIOHEHTH He OW MOTIJIM OUTH MOBE3aHU HU
ca jeJHUM CEepBEPOM, LITO je CyMPOTHO YCJIOBUMA 33/1aTKa. YKOJMKO OU mocrojasia dap JBa cepBepa y HEKOj KOMIIO-
HEHTH, LieHa He Ou Owta onTumaiiHa. HamMe jemaH of Ta ABa cepBepa du ce MOrao 3aMeHHTH OOMYHMM pavdyHapoM
KOju OU ce KadJIoM MOBE3ao ca APYrUM CEPBEPOM y TOj KOMIIOHEHTH, YMME OU CEe YMECTO IIeHe CepBepa IUIaTuiIa LieHa
KadJsa Koja je Mama.

Bpoj kommoHeHaTa MOBE3aHOCTH MOXKEMO jeHOCTABHO OJpefnTH OOMIacKoM rpada (Ha nmpumep, peKyp3uBHO UM-
TUIEeMEHTHPaHUM OOMJIACKOM Y AyOHHY), Kao y 3aiaTKy KoMIoHneHTe noBe3aHocT.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

void dfs(const vector<vector<int>>& susedi,
vector<int>& komponente,
int cvor, int komponenta) {
komponente[cvor] = komponenta;
for (int sused : susedi[cvor])
if (komponente[sused] == 0)
dfs(susedi, komponente, sused, komponenta);

int broj_komponenata_povezanosti(const vector<vector<int>>& susedi,
int broj_cvorova) {

vector<int> komponente(broj_cvorova, 0);

int komponenta = 0;

for (int cvor = 0; cvor < broj_cvorova; cvor++)

if (komponente[cvor] == 0)

dfs(susedi, komponente, cvor, ++komponenta);

return komponenta;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
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1.2. IIPETPATA Y IYBUHY U IINPUHY

int broj_racunara, broj_kablova;

long long cena_servera, cena_kabla;

cin >> cena_servera >> cena_kabla;

cin >> broj_racunara >> broj_kablova;

vector<vector<int>> susedi(broj_racunara);

for (int 1 = 0; 1 < broj_kablova; i1++) {
int racunarl, racunar2;
cin >> racunarl >> racunar2;
susedi[racunari].push_back(racunar2);
susedi[racunar2].push_back(racunari);

}

if (cena_servera <= cena_kabla)
cout << broj_racunara * cena_servera << endl;
else {
int broj_komponenata = broj_komponenata_povezanosti(susedi, broj_racunara);
int broj_servera = broj_komponenata;
int broj_obicnih = broj_racunara - broj_servera;
cout << broj_servera * cena_servera + broj_obicnih * cena_kabla << endl;

return 0;

}

3anarak: ABHOHCKA mpeceaama

Jenna aBHo-KOMIIaHHja 3ajeJHO ca CBOJUM MapTHEpUMa U3BOIM JIeToBe M3Mely mo3HaTux cBeTcKux aeponpoma. Ha-
MWLM [Iporpam Koju oapehyje aa nu je moryhe ja ce kopuiheweM THX JIETOBA CTUTHE Ca je[HOT Ha IPYrd JaTh
aepo/IpOM U aKO jecTe, KOJIMKO je HajMame JIETOBA MOTPeOHO.

Vaa3: Cacrangapasor ynasa ce 3aaaje opoj m (1 < m < 100) neToBa Koje KOMIaHWja U3BO/IY, 4 3aTUM Y HAPEIHUX
m peJoBa OIUC THX JieToBa (1udpa NoyasHor 1 mudpa A0JIa3HOT aepoApoMa, pa3aBojeHu pasmakom). Hakon tora
ce yHocu ©poj k (1 < k < 100) myTHMKA KOjU Cy 3aMHTEPECOBAHM 3a JIETOBE KOje Mpy’Ka Ta KOMITaHH]ja, ¥ y HApEIHUX
k nWHWja omMcH penanyja Ha KOjUMa OHH IMyTyjy (mmdpa moyasHor u mmdpa A0Ja3HOT aepoapoMa, pa3aBojeHH
pa3MakoMm).

M3aa3: 3a ceakor o k MyTHUKA HA CTAHJAPIHU M3JIa3 MCIIHCATH HajMambK OpOj JIeToBa MOMONY KOjUX MOTy aa
OCTBape KeJbEHO ITyTOBAE WIIM PeY Ne aKO TAKBO ITyTOBakE HHje Moryhe ocTBapuTH MOMONy JIeToBa KO je KOMIIaHuja
W3BO/IN.

IIpumep

Vaaz Hznaz
7 2
BEG FRA ne
FRA MUC 3
FRA JFK

BEG MUC

MUC LAX

LAX JFK

LAX ORD

3

BEG JFK

MUC BEG

BEG ORD

Objauiroerve

On beorpana (BEG) no Ibyjopka (JFK) moxe ce cruhu npeko ®pankdypra (FRA). Oq Munxena (MUC) no beo-
rpana (BEG) muje moryhe oprarmzoBatu nyroBame. On Beorpama (BEG) mo Unkara (ORD) moryhe je myroBatu
npexko Munxena (MUC) u Jloc Anheneca (LAX).
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Pememe

Hajkpahe myTeBe y opujeHTHCaHOM, HETEXXHWHCKOM rpady MOKEMO Ha] jeIHOCTaBHHje MPOHANN peTparom y IMpHHY.
by nMIuieMeHTHpaMo Tako IITO Y Peji CTaB/baMO YBOPOBE y peocyely BUXOBOT PacTojama Of MojasHor ysopa. Ha
MIOYETKY CTaB/baMO IMOJIA3HU YBOP, & 3aTHM y CBAKOM KOPaKy CKMaMO 4YBOp ca MoYeTKa pefa U y peld A0JajeMo
HErOBE Cycelie KOju paHuje HUCY noceheHn. Y3 cBaku YBOp y pell IOCTaB/baMO U HET0BO PACTOjarbe Off MONa3HOT
yBOpa. Y TPEHyTKy Kaja y pej Tpeda CTaBUTH JOJIa3HU YBOP, 3HAMO HEroBO Hajkpahe pacTojame. AKo ce pen
WCIIPa3HH TIPe HEero IITO Ce JIONA3HU YBOP MOCTAaBH Y HhEra, OH/Ia MOJIa3HM | JIOJA3HK YBOP HHCY ITOBE3aHHU.

#include <iostream>
#include <map>
#include <vector>
#include <string>
#include <queue>
#include <set>

using namespace std;

int brojPresedanjaBFS(const string& aerodromOd, const string& aerodromDo,
const map<string, vector<string>>& letovi) {
set<string> posecen;
queue<pair<string, int>> red;
red.emplace(aerodrom0Od, 0);
while (!red.empty()) {
string aerodrom;
int broj;
tie(aerodrom, broj) = red.front();
red.pop();
posecen.insert(aerodrom);

auto it = letovi.find(aerodrom);
if (it != letovi.end()) {
for (const string& s : it->second) {
if (posecen.find(s) != posecen.end())
continue;
if (s == aerodromDo)
return broj+1;
red.emplace(s, broj+1);
}
}
}

return -1;

}

int main() {

int m;

cin >> m;

map<string, vector<string>> letovi;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string aerodromOd, aerodromDo;
cin >> aerodromO0d >> aerodromDo;
letovi[aerodromOd].push_back(aerodrombDo);

}

int k;

cin >> k;

for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
string aerodromOd, aerodromDo;
cin >> aerodromOd >> aerodromDo;
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int broj = brojPresedanjaBFS(aerodrom0d, aerodromDo, letovi);
if (broj == -1)
cout << “ne” << endl;
else
cout << broj << endl;
}
return 0;

}

1.3 TomnoJsomxko copTupame

3anarak: Pengociaen mocjioBa

Ha du ce u3rpagro ayToMoOwI, MOTPEdHO je YpaAuTH HU3 mocjoBa. Heku mocioBy 3aBuce of Apyrux (Ha mpumep,
IIpe Hero MITo ce yrpaje TOYKOBHU, OTPEedHO je Aa ce yrpaje ocoBuHe). Hanwuinum nporpam koju onpehyje moryhu
peznocre]1 U3BpalliaBamba OBUX MOCJIOBA Y KOME Cy CBa OrpaHNYeHha 3aJOBOJbEHA.

Vaa3: Ca crangapasor yiasza ce yuutasa 0poj n (1 < n < 50000), 3atum 0poj m (1 < m < 10n) 1 HaKOH Tora
m mapoBa dpojeBa x;, ¥; (0 < x;,y; < m), pa3gBOjEeHUX pa3MaKOM, KOjU O3Ha4aBajy Ja je Mocao y; HEOMXOAHO
YPaAWTH TIpe T0Cna ;.

M3aa3: Ha cranpapaau msnas ucrcatd n OpojeBa MociaoBa Y HEKOM pefociey Y KoM UX je Moryhe W3BpLIMTH
(takaB penocnen he rapantoBano Outu Moryhe HarpaButn). CBaku Opoj UCIHCATH Y TOCEOHOM pefy.

Ipumep
Vaaz Uznaz
6

O, bbb wwo
U O LT NN R
hPWERLROULDN

Pememe

3aBHCHOCTH U3Meljy ITOC/IOBa ce MOTY OIUCATH rpadoM y KoMe MOCTOjU rpaHa off YBOpa  JI0 YBOPA Y aKO ¥ CAMO aKO
10Cao0  3aBHCH Of YBopa y. MeljyTumM, 3a HeKe anropuT™e je 3roIHO IOCMAaTpaTé U odpaTaH rpad y KOMe IMocToju
rpajia 0 YBOpa Z A0 YBOPA Y AKO U CaMO aKO N0CA0 Y 3aBUCH Of YBOpA .

3ajartak ce jeAHOCTaBHO MOXE PEIIMTH TaKo IITO ce MpoHalje HEeKH 0f] OCIOBa KOjU Ce MOTY OJIPA[UTH, YPaau ce 1
TaKo ce NMpodJjeM pellyKyje Ha MpodjieM UCTOT 00/INKa U Mame JuMeH3uje. OBa MHIYKTUBHO-PEKYP3MBHA KOHCTPYK-
LMja ce 3aBplllaBa Kaja ce He OCTaHe BUILE HU jeJjaH 1ocao Koju Tpeda ypamurti. [locao ce Moxke ypaauTH ako 1
€aMo aKo He MOCTOje MOCJIOBH Of KOjUX OH 3aBUCH (Tj. ako y rpady He mocToje rpaHe n3Mely Tor rmocia u rnocnia of
Kor oH 3aBucH). Kama ce mocao odpaau, oH ce nzdairyje (03HadaBa ce Kao ypaljeH) 3ajeHoO ca CBUM rpaHaMa u3mehy
Ibera 1 MOCJI0Ba KOjU OJ1 Iera 3aBUCe U MIOCTYIAK Ce HaCTaBsba, CBE JIOK CE CBUX IIOCIIOBU He ypaje. OBaj aroputam
je mosHart noa umeHom Kanoe aniopuitiam.

Moo je y cBakoMm kopaky KaHoBor ajiropuTma noTpedHo OpeJUTH MOCIOBE KOjU 3aBUCE O IOCTIa KOjHU Ce YIIPaBO
paau, rpac hemo perpe3eHToBaTH OOPATHO U 3a CBaKM YBOP & heMo dyBaTH HU3 YBOPOBA KOjU 3aBHCe Of 1ocia T. Y
TaKBOM rpady 1ocao ce MoXe M3BPILIUTH ako My je yJia3Hu crerieH 0 1 oapskaBahieMo HH3 yJla3HUX CTEleHa YBOPOBa.
Kapa ce Hexun rnocao ypajau, yna3HH CTENIEHH CBUX CBUX HETOBHX Cycela ce cMamyjy 3a 1.

V HaWBHOj UMIUIEMEHTAIM]HU TIPETPAry 3a HeKUM Heypah)eHUM MOCJIOM Yuju je u3ia3Hu ctereH 0 BpIIMMo JuHeap-
HOM npeTparom Tor Hu3a. CiioxkeHocT Te nuHeapHe nperpare je O(n) U momTo ce OHa CIPOBOIM 3a CBAKH YBOD,
CJI0KEHOCT TIPOHATIAKE A TI0CTIA KOjU ce Moxke u3BpiuTy je O(n?). CI0KeHOCT NONA3HOT yUMTaBakba YIa3HUX CTe-
nena uBoposa je O(n + m) (rpagu ce HU3 Of1 1 elemMeHara U odpabyje ce cBaka o m rpana). Takobe, ynasuu
CTEIeHH Ce aXypUpajy MPUIMKOM CBAKOT n3dalMBama rpaHe u3 rpada, na hie axypuparme ylia3HuX CTereHa YBopoBa
duru coxxernoctu O (m). HapaBHo, motpedro je O(n + m) Kopaka aa ce yuura u ckiaauinry rpacd. dakie, yKynHa
CIIOKEHOCT OBaKBe uMILieMenTammje je O(n? + m).
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#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;

int main() {

int n;

cin >> n;

vector<int> izlazni_stepen(n);

vector<vector<int>> preci(n);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
izlazni_stepen[x]++;
preci[y].push_back(x);

vector<bool> resen(n, false);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

int cvor;
for (cvor = 0; cvor < n; cvor++) {
if (!resen[cvor] && izlazni_stepen[cvor] == 0)
break;
}
if (cvor == n)
return 1;

cout << cvor << endl;

resen[cvor] = true;

for (int predak : preci[cvor])
izlazni_stepen[predak]--;

return 0;

}

HMnniemeHTanuja ce 3Ha4ajHO MOXke yOp3aTH ako CBe TIOCJIOBE 3a KOje 3HaMo Ja cy crereHa 0 1 Jja ce MOry ypaJauTu
4yBajy y pagHoj juctu (peny). HakoH n3padyHaBama MOYETHHX YJIA3HUX CTEIIEHa YBOPOBA, Y PEJ CTAaBJbaMO CBE
OHE YBOpOBE KOju nMajy creneH 0. Y3umamo jefaH 1o jefaH YBOp U3 pea, yMamyjeMo yila3He CTeNeHe MOCIOBUMa
KOjH OJ1 BbHX 3aBHUCE U aKO JIETEKTYjEMO JIa CE HEKU CTETNeH TUMe peayKyje Ha 0, Taj mocao ogMax JoAajeMo Ha Kpaj
pena. Ceaku Iocao HajBUILE jeJHOM OMBa CTaB/bEH U CKUHYT U3 Pefia, Ma je YKyIHa CJI0XEHOCT UJeHTU(pUKaLuje
nocoBa Koju ce Hapenuu page O(n). Uy oBom ciy4uajy, morpeduo je O(n + m) Kopaka jia ce yuuTa U CKJIAIUIITH
rpacd, Kao 1 [a ce u3padyHajy yJIa3HH CTEleHH HojasHor rpada, kao u O(m) Kopaka ja ce axypupajy BpeIHOCTH
CTeneHa YBOPOBa TOKOM M3DallMBatba CBUX rpaHa. YKyIHa CIOKEHOCT je, nakie, O(n + m).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<int> stepen(n);
vector<vector<int>> preci(n);
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}

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
stepen[x]++;
preci[y].push_back(x);

queue<int> nezavisni_cvorovi;
for (int cvor = 0; cvor < n; cvor++)
if (stepen[cvor] == 0)
nezavisni_cvorovi.push(cvor);

while (!nezavisni_cvorovi.empty()) {
int cvor = nezavisni_cvorovi.front();
cout << cvor << endl;
nezavisni_cvorovi.pop();
for (int predak : preci[cvor])
if (--stepen[predak] == 0)
nezavisni_cvorovi.push(predak);

return 0;

Hpyrauuju aJiroputam Moxe OUTH 3aCHOBaH Ha MpeTpasu y AyOuHy. 3HaMo Ja ocao Mopa OutH ypaheH nocie cBux
M0CJIOBA OJ1 KOjUX 3aBUCU. 3aTO MPUJIMKOM MOCETe CBAKOM YBOPY 00pahyjemMo cBe cBe merose Hacieanuke (y rpadgy
y KOjOj rpaHa o1 £ Ka Y MpeJCTaB/ba TO /1A [I0CAO0 T 3aBUCH O] ITOCJIA i) U Ha KPajy cepyje peKyp3uBHUX M031Ba TeKyhu
YBOD [10/1ajeMO Ha BpX cTeka. [Iperpary mo3uBamo u3 CBakor YBOpPa, U MPEKUIAMO jé MOMEHTAHO aKO YCTAaHOBUMO
Iia je HeKH YBOp panuje oro nmoceheH. HakoH cBux rmo3uBa no3uBa Ha cTeKy he ce Hahu mocioBw Koje Tpeda ypaauTH y
00pHYTOM pefociey (Iocao Koju Tpeda ypaautu nocienmnu Hahu he ce Ha Bpxy cteka). CII0KeHOCT OBOT MPUCTyHa
je O(n +m).

#include <lostream>
#include <vector>
#include <stack>

using namespace std;

vold dfs(int cvor, vector<bool>& posecen, stack<int>& stek,
const vector<vector<int>>& susedi) {
// preskacemo sve ranije posecene cvorove

if (posecen[cvor])
return;
posecen[cvor] = true;

// pre tekuceg cvora moramo obraditi sve poslove od kojih on zavisi

for (int sused : susedi[cvor])

dfs(sused, posecen, stek, susedi);
// sada mozemo obraditi 1 tekuci posao
stek.push(cvor);

// topolosko sortiranje

vector<int> top_sort(const vector<vector<int>>& susedi) {

int n = susedi.size();

// pokrecemo pretragu u dubinu iz svakog cvora

vector<bool> posecen(n, false);
stack<int> stek;
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for (int cvor = 0; cvor < n; cvor++)
dfs(cvor, posecen, stek, susedi);

// obrcemo redosled poslova sa steka
vector<int> redosled(n);
for (int 1 = n-1; !stek.empty(); i--) {
redosled[i] = stek.top();
stek.pop();
}

return redosled;

}

int main() {

// ucitavamo graf

int n;

cin >> n;

int m;

cin >> m;

vector<vector<int>> susedi(n);

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
susedi[x].push_back(y);

}

// odredjujemo 1 ispisujemo topoloski redosled
vector<int> redosled = top_sort(susedi);
for (int cvor : redosled)

cout << cvor << endl;

return 0;

1.4 Hajkpahu nmyreBu o] jegHor 4YBopa

YV HactaBKy heMo NpeTIocTaBUTH Ja paJuMo ca TeKMHCKUM rpacoBUMa Tj. Ja je CBAKO]j 'paHu rpada mpuapyxeHa
HeKa TexuHa (To 0OMYHO MOXe OUTHU JyKUHA IpaHe Tj. pacTojame udmelhy aBa cyceqHa yBopa).

Crnuka 1.2: Texxuncku rpad

TexuHcku rpac hemo 0dUYHO MpeAcTaB/bATH WM MAaTPULIOM MOBE3aHOCTH Y KOjOj C& YMECTO JIOTUYKHUX BPEJHOCTH
YyBajy TeXHHe rpaHa (y3 HEeKy CrelyjajHy HyMEpHUKY BPEJHOCT KOja O3HauaBa Jja YBOPOBU HUCY ITOBE3aHM) MU
JICTaMa MOBE3aHOCTH I7Ie CE y CBAaKOM €JIEMEHTY JICTE TTOBE3aHOCTH UyBa MHAEKC KPajiber YBOpa M TeXKHHA I'PaHe.

V jesuky C++ pernpe3eHTanuja rpaga Moxe OUTH OMIIO MaTpULa O0JIMKa
Tezina A[MAX][MAX];
OWJI0 TMHAMUYKHY aJIoLMpaHa MaTpULa 0DJIMKa

vector<vector<Tezina>> A(n);
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for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
A[i].resize(n);

AKO KOPUCTHMO JIKCTE MOBE3aHOCTH, OHJIA MOXEMO YIOTPEOUTH CTPYKTYpPY MOfIATaKa 0OJIMKa
vector<vector<pair<Cvor, Tezina>> A(n);

Koja HaM omoryhaBa Jja BeOMa jeIHOCTABHO JJO/IajeMO HOBE IPaHe.
A[cvor0d].emplace_back(cvorDo, tezina);

ITpu Tom T Tezina o3HavaBa TeKMHE rpaHa (OHe MOTy OUTH LieJIM WM peaiHu OpojeBu), IoK Tul Cvor o3HaudaBa
MHJIEKCE YBOPOBA (M OHU CY IO MPABUJTY LIEJOOPOjHH).

JlajKCTpuH anroputaM je aaropuraM Koju Ham oMoryhaBa fa epukacHo mpoHahemo Hajkpahe myTeBe of] jeJHOTr
uKcHpaHor YBOPA, O CBUX OCTANIUX YBOpoBa y rpady. [TocedHo, mume moxemo Hahu Hajkpahe pactojarbe uzmehy
JIBa yHArpe]| Jata yBopa. Y HacTaBKy ieMo MpeTIIOCTaBUTH Jia Cy JyKHWHE CBUX I'paHa y rpady HeHeraThBHe.

MHBapujaHTa OBOT aITOpPUTMA je TO Jja HAaKOH k KOopaka M3BpIIaBama alropuTMa yMeMo ja npoHahiemo k 4BopoBa
najoNMXux MOYETHOM YBOPY v U AyKUHE HajKpahux MmyTeBa 0 BbHUX. Y MOYETKY 3HAMO CaMo J1a je YBOp v HajONMUKU
caM cedu M Ja je DyKHHA IMyTa of v JI0 v jemHa Hynu. O3HaumMo ca V), CKyIl KOjU ce cacToju of k HajONMmKux
YBOPOBA YBOPY v, yKibyuyjyhu u v. IIpodiem je mpoHahu 4BOp w KOju je HajOIMKK YBOpY v Melly YBOpoBHMMA BaH
Vi, n npoHahm nyxuHy Hajkpaher myTta of v 1o w. Hajkpahm myt on v 10 w MoXke Aa CaApK camMO YBOPOBE M3
V. OH He MOXe J1a caip’K¥l HEKH YBOp y BaH Vy, jep Ou uBop y dmo dmku yBopy v ox w. [Ipema Tome, qa drucmo
MIPOHAIIUIA YBOP w, TOBOJHHO j€ Jia IPOBEPUMO IrpaHe Koje crajajy uBopoBe u3 Vj ca 4BopoBHMa KOju HUCY Y Vi;
CBe JIpyre TpaHe ce 3a cafa Mory urHopucatd. Heka je (u, z) rpaHa Taksa jga je u € Vi u z ¢ V). Taksa rpana
ozpebyje myt o1 v 10 z KOju ce cactoju o Hajkpaher myta o v 10 u (Koju je Beh mo3Har) u rpane (u, z). JJoBOBHO
je yrmopenuTu cBe TakBe IyTeBe M m3adparyu Hajkpahin mehy wuma. [lakie, YBop w je YBOp 3a KOjH je HajMarba
IyK1HA

min{d(v,u) + d(u,w) | u € V4 }.

IMpu toMm, d(v, 1) Ham je Beh MO3HATO MUHMMAITHO PACTOjare Of v 10 U, AOK je d(u, w) mykuHa rpaHe usmely u u
w.

VY uMIuieMeHTauuju MOXEMO y jeJHOM HHU3Y OlpKaBaTd TeKyhe mpoleHe Hajkpahux pacTojama oIl v A0 CBAKOT
JPYror 4BOpa. Y MOYETKy Y HU3 Ha MeCTo 4Bopa v ynucyjemo 0, JOK je Jy’KMHa CBUX JPYTHUX ITyTeBa HEMO3HATA U Y
HU3 yITUCY jeMOo +00. UBOPOBH KOjU ce Hajlase y TPEHYTHOM CKyIry Vj, hiemo Ha HeK# HauvH 03Ha4aBaTH (Ha pumep,
oJpKaBareM IMOMONHOT HU3a y KOMe JIOTHUKUM BpeJHOCTHMA 00eJleskaBaMo O3HaUEHE YBOPOBE). Y CBAKOM KOPaKy
13 HU3a OMPaMOo OHaj HEO3HAUEHU YBOP W KOjU UMa TPEHYTHO HajMAHbe PacTojare U MPUA0IajeMO Ia y CKyIl V, Tako
ITO ra o3HauaBamo. HberoBo TpeHyTHO pacTojame of1 UBopa v (KOje je yIMCaHO Y HU3Y Ha MECTY YBOpa w) je YjelIHO
n Hajkpahe pacTojarme o YBOpa v JO CBUX YBOpOBa BaH Vj,. 3ato je w 4Bop Koju je k + 1 M ’rMe Npommpy jeMo
ckyn Vj,. Y TOM TpeHyTKy a’kypupamo ocTasa pacTojama y Hu3y. Harmacumo 1a mpuiMkom npoimpuBama ckymna Vi,
YBOPOM w HEMA MOTpede aXXypHupaTH IyTamke U3 YBOPOBa Koju ce Beh Haasze y Vi, Beh je JoBOJBHO axypHupaTH caMo
MyTame Koje BoJe Ipeko w. To paguMo Tako IUTO 3a cyce/ie YBOpa w MPOBEpaBaMo Ja Jiu je 30up Hajkpaher myTa
o1 v 10 w (TpeHyTHa BPeIHOCT Y HU3Y Ha MECTy YBOpa w) U AyKMHE I'paHe OJ] w 10 TOT YBOpa Mama Off TPEHYTHE
MIPOLIEHE HajMarbe Ay’KHMHE ITyTa J0T TOT YBOpa (Tj. TPEHyTHE BPEJHOCTH Y HI3Y Ha MECTY TOT YBOPA).

[Ipumep uzBpiaBama JJajKCTpUHOT alropuTMa 3a Hajlaxkeme Hajkpahux myTeBa o YBopa v y rpady Aat je Ha CIUIH.
IMpBa BpcTa oHOCHK ce caMo Ha MyTeBe o[ jeAHe rpaHe u3 v. bupa ce Hajkpahu myT, y OBOM cily4ajy OH BOAM Ka
yBOpy a. [Ipyra BpcTa mokasy je morpaBke Ty:KHUHA IyTeBa yKIbydyjyhu caja cBe IMyTeBe OJ1 jeJiHe rpaHe U3 v WIH a,
1 HajKpalin ImyT caga BOIu 10 ¢. Y CBaKOj JIMHUjU OHpa ce HOBH YBOP, ¥ IIPUKA3yjy ce TyKMHE TPEHYTHUX HajKpahnx
myTeBa of] v 10 cBUX 4BopoBa. [logedibana cy pactojama 3a Koja ce MOoy3JaHo 3Ha Aa cy Hajkpaha (TH YBOpOBH Cy
O3HAYEHM).

IMomTo je y cBakoM KOpaky MOTpedHO MPOHATIA3UTH MUHUMYM CKyIa OpojeBa M HAaKOH TOora YKJIamhaTh MUHAMYM M3
CKYIIa, YMECTO HM3a, MOKEMO KOPHCTUTH PeJi ca IPHOPHUTETOM Y KOjeM 4yBaMo CKYIl HEO3HaYeHHX YBOPOBa, ypeheH
Ha OCHOBY TPEHYyTHE IIPOILIEHE pacTojama Of YBOpa v. 3a TO MOKEMO KOPHCTUTHU pEl ca MPUOPUTETOM (Tj. XHM).
Kibydnu nmpodiieM oBe MMILIEMEHTALIMj€ je TO IUTO ce HAaKOH MPOIIMpHBama CKyna V), Heke MpolieHe dyKUHe MyTa
cMamyjy, Ia je IOTPEedHO axypupaTu BPEJHOCTU Yy pely ca MpUopuTeToM. PefoBU ca MPUOPUTETOM OOUYHO HE
HoJAp:XKaBajy AUPEKTHO TaKBe onepanyje. JeqaH HauMH je Ja ce Kperpa clelyjai30BaHa UMILIEMEHTalldja Koja ou
nozipxkaa MoryhHOCT cMamVBamba BPEIHOCTH y pejly, a JIpyra je Ja ce ymoTpeOHM T3B. TEeXHMKA JISHOr Opucama.
VY ToMm ciydajy ce HAKOH CMambHBarka MPOLIEHE pacTojarma HEKOT YBOpa y pef MPOCTO A0aje HOBU eJIeMEeHT KOju
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oL 5 5 8
vial|lb|c|d|le | f]|l gl|h

9 9 3 al|lO0O]1]5]o0|9|c0|00]| 00|
cl|l0O]21]|5| 3|90 |o]| 0|
bllO|1|5] 3 |7]oo|12]| 0 |00
dif0o|1]|5|3|7| 8 |12]| 00 |
e|lO0O]1]5]|3|7| 8 12|11 |
hifO|1|5 |3 |7| 8 |12]|11 | 9
gllO|1|5|3 |78 12|11 9
flloj1(5|3|7|8|12]11| 9

Cnuka 1.3: IIpumep npumeHe J]ajKCTpUHOT aJITOPUTMA.

TIpe/ICTaBjba CMabEeHO pacTojame. THMe ce 3a ICTH YBOP y Pe/ly ICTOBPEMEHO 1yBa BUIIIE Pa3HUX MPOLIEHA PAcTOjarba.
VY TpeHyTKy Kaga ce yBop w yoanyje y Vi u3 pena he durtn n3BalieHO HBeroBo HajMame pacTojame o v (aKo 3a YBOP
w TOCTOje HeKe paHuje mpolieHe, oHe hie curypHo dutu Behe u jomr he ce Hama3uTu y peay). AKo ce KacHHje Jecu
Jia ce U3 pefa U3BaJy YBOP W HAa OCHOBY HEKe paHHUje MpoLeHe, To heMo JIako Mperno3HaTH Ha OCHOBY TOra IITO je
w Beh paHuje duo ydadeH y uBop Vj, U 03HaueH, Tako Aa heMo Taj eeMeHT u3BalieH U3 peia MpoCTO 3aHEMAPUTH U
npehn hemo Ha HapeaHM eJIEMEHT U3 pea.

3anarak: Hajkpahu myt usmely nBa rpaaa

I'paioBu cy noBe3aHu MyTeBMMA U 3a CBAKH MYT je M03HATO BpeMe MOTpedHO J1a ce rpohe buMe (Bpeme MOTpedHo Aa
ce npobe y jeTHOM U y IpyroM cMepy He Mopa OutH ucto). Hanuiuum nporpam koju oapehyje Hajkpahu nmyt uzmehy
JiBa JlaTa rpaja.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu 0poj rpagosa n (1 < n < 1000), y HapenHOM peny Opoj myteBa m (1 <
m < nm? — n) ¥ 3aTUM y HAPEJHUX 1 PeJoBa OMUCH MyTeBa (JBa lieja Opoja Koju MpecTaB/bajy pejHe dpojese
rpajioBa, KOju ce dpoje oJ] HyJie U HAKOH Tora MO3UTUBAH peaiaH Opoj KOju MpeiCTaB/ba BpeMe Ja ce Myt npehe). ¥V
TOCJIe/Iba 1Ba pejja ce Halase pefH Opoj CTapTHOT M peHu Opoj IMJBHOT rpaja.

M3na3: Ha crangapaam nsias cnycaTi MUHAMAIHO BpeMe MOTpedHO Jja ce CTMTHE O] CTApTHOT JI0 IIMJBHOT rpaja,
3a0KPYKEHO Ha TIeT JIellMasla, a 3aTHM, y HapelHOM pelly, pe/iHe OpojeBe rpajoBa Ha MyTy OJ1 CTapTa J0 Iujba. AKO
ce of cTapTa [0 Lii/ba He MOKe CTHNM YYUTAHNM ITyTeBHMa, CaMO UCITHCATH Ne.

Vaaz Hznaz
4.,10000
023

WO NRFPFOORFR OO A
w w w NN R
N DU N R
FaNo W

Pememe

3apnatak ce pemasa JlajKCTpUHUM alrOpUTMOM. AKO Y CBAKOM KOpPaky aJIrOpUTMa HajOJMXH 4BOp NMPOHATIa3UMO
OOMJIaCKa HU3a TPEHYTHHX PACTOjamba, CIIOKEHOCT anmroputma je O(n?).

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
#include <stack>
#include <limits>
#include <utility>
#include <tuple>
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using namespace std;

typedef int Cvor;
typedef double Duzina;
typedef pair<Duzina, Cvor> Par;

const Duzina INF = numeric_limits<Duzina>::infinity();

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
// ucitavamo graf - koristimo liste suseda
int n;
cin >> n;
vector<vector<Par>> susedi(n);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
Cvor cvorOd, cvorDo; Duzina duzina;
cin >> cvor0d >> cvorDo >> duzina;
susedi[cvor0d].emplace_back(duzina, cvorDo);
}
// ucitavamo startni 1 ciljni cvor
int start, cilj;
cin >> start >> cilj;

// za svaki cvor cuvamo duzinu najkraceg poznatog puta od startnog cvora
vector<Duzina> duzinaPuta(n, INF);
// zatim da 11 ta procena predstavlja upravo najkraci moguci put
vector<bool> resen(n, false);
// kao i prethodni cvor na tom trenutno procenjenom najkracem putu
vector<Cvor> roditelji(n, -1);
// u pocetku jedino znamo rastojanje do startnog cvora
duzinaPuta[start] = 0.0;
// dok ne odredimo najkraci put za sve cvorove
int brojResenih = 0;
while (brojResenih < n) {
// odredjujemo nereseni cvor koji je trenutno najblizi startnom
Cvor cvorMin = 0; Duzina minDuzina = INF;
for (Cvor cvor = 0; cvor < n; cvor++)
if (!resen[cvor] && duzinaPuta[cvor] < minDuzina) {
cvorMin = cvor;
minDuzina = duzinaPuta[cvor];

}

// nije moguce da postoji bolji put do cvoraMin - belezimo da je on
// resen 1 povecavamo broj resenih cvorova
resen[cvorMin] = true;
brojResenih++;
// ako je za ciljni cvor odredjeno rastojanje, nema potrebe vrsiti
// dalju pretragu
if (cvorMin == cilj)
break;
// analiziramo susede cvoraMin
for (const auto& p : susedi[cvorMin]) {
Cvor cvor; Duzina duzina;
tie(duzina, cvor) = p;
// ako je potrebno, azuriramo duzine puta do njegovih suseda
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if (!resen[cvor] && minDuzina + duzina < duzinaPuta[cvor]) {
duzinaPuta[cvor] = minDuzina + duzina;
roditelji[cvor] = cvorMin;
}
}
}

// ako put do cilja postoji
if (duzinaPuta[cilj] < INF) {
// ispisujemo duzinu najkraceg puta
cout << fixed << showpoint << setprecision(5)
<< duzinaPuta[cilj] << endl;
// pratimo put od cilja do starta, unatrag
// da bismo obrnuli put, koristimo stek
stack<Cvor> put;
put.push(cilj);
while (roditelji[cilj] !'= -1) {
cilj = roditelji[cilj];
put.push(cilj);
}
// ispisujemo put od starta do cilja
while (!put.empty()) {

2 9,

cout << put.top() << ;

put.pop();
}
cout << endl;
} else

// prijavljujemo da put do cilja ne postoji
cout << ”ne” << endl;

return 0;

}

EdukacrocT je dospa (ocuM y ciIydajy Beoma rycTux rpacoBa) ako KOPUCTUMO pef ca npuopureroM. [lomto y Ou-
OJIMOTEYKOM pelly He MOXEMO jeHOCTABHO a)KypHpaTH BPEIHOCTH eJeMeHara, KOpucTnheMo BeoMa jeTHOCTaBHY
TEXHUKY JISHOT Opucama (JoajeMo eJeMeHT ca MambOoM BpeaHoIhy, a cTapH eJleMeHT, ca BehoMm BpeaHouthy dpu-
1IeMO U3 pefia TeK KajJa UCIUIMBA Kao HajMamH eJeMEHT pejia - Tafa ra MPoCToO UTHOPHUILIEMO, jep 3HaMO J1a je YBOp
KOME Taj eJIeMeHT OAroBapa Beh peliieH).

Bpemercka cioxeHoct oBakor pemera je O((n + m)logm), rue je n 6poj uBopoBa, a m dpoj rpaHa y rpady.
Hanme, ako je Ly/pHM YBOpP Hajoasbu, Taja je MOTPedHO M3BPLIMTH dap n omnepanyja Bahera YBOpoBa u3 pena, 3a
mta Ham je norpedHo dap O(nlogm) onepaumja (jep je Baljerbe MUHUMATHOT YBOpa OMeEpalyja Koja JorapiuTam-
CKHM 3aBHCH 0OJ] Opoja elieMeHata y pefy, a y pefy, 300r JIeHhOor Opucama MOXe MMOCTOjaTh m eleMeHara). 3dor
JIeHOT Opucama Moxke OUTH Yak m onepaiyja Bafjewma eJeMeHara U3 pefa ce Moxke IMOHOBUTH m MyTa, IITO JOHOCH
O(mlogm) onepammja. Takobe, je 300r semor Oprcara Moryhe 1a ce W3BpLIM M yMeTawa y pel [ITo je Takohe
O(mlog m) onepaumja. dakie, ykynat opoj onepaumja je O((n + m) logm). Kana 6u ce ymecro snewor dpucarma
Memajie BpeAHOCTU Y pefy (IITO Tpaxy pydHy NUMIUIEMEHTALIU]Y pela), y pely O yBeK OWIIo HajBHIIE 1 eIeMeHaTa,
na 6u cnokenoct duna O((n + m)logn). Tomro je y rpady yBek m = O(n?) (ycMepenu rpad uma Hajpuiie
n? rpaHa), acCUMIITOTCKa CJIOKEHOCT OM OWJla MCTa Kao U ca JiekhUM dpucameM. Bes nemor dpucama, ca crienuduy-
HUM UMIUIEMEHTalljaMa pejia ca IpuopuTeToM (momohy 138. PudonaunjeBor xuna) moryhe je nocruhu caoxeHoCT
O(m + nlogn), mro Huje 3Ha4ajHO Hosbe. CokeHOCT je Hajropa y ryctom rpady O(n?) logn, mro je acumnTor-
CKH JIOIIMje HETO y Ciyvajy MMIUIEeMEeHTaluje de3 pefa ca mpuoputeToM. AKo je rpad peAak Tj. ako HocMarpamo
Kiacy rpacdosa y kojoj je m = O(n), Tana je cnoxeHoct nosossHuja U u3Hocu O(nlogn).

IIITo ce THYe MEMOPH]jCKE CJIOKEHOCTH, Ca JICHhUM OprcarbeM pejl ca mproputetoM 3ay3uma O (m) JofaTHe MeMopuje.
C 0d3upom za je 3a mpencraBmbame rpada norpeduo dap O(n + m) Memopuje, 0Bo He noBehaBa acHMITTOTCKU
MEMOPH]CKY CJIOKEHOCT.

#include <iostream>
#include <iomanip>
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#include <vectors>
#include <stack>
#include <queue>
#include <limits>
#include <utility>
#include <tuple>

using namespace std;

typedef int Cvor;

typedef double Duzina;

typedef pair<Duzina, Cvor> Par;

typedef tuple<Duzina, Cvor, Cvor> Trojka;

const Duzina INF = numeric_limits<Duzina>::infinity();

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
// ucitavamo graf - koristimo liste suseda
int n;
cin >> n;
vector<vector<Par>> susedi(n);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
Cvor cvor0Od, cvorDo; Duzina duzina;
cin >> cvorOd >> cvorDo >> duzina;
susedi[cvor0d].emplace_back(duzina, cvorDo);
}
// ucitavamo startni i1 ciljni cvor
int start, cilj;
cin >> start >> cilj;

// za svakil cvor cuvamo duzinu najkraceg poznatog puta od startnog cvora
vector<Duzina> duzinaPuta(n, INF);
// zatim da 11 ta procena predstavlja upravo najkraci moguci put
vector<bool> resen(n, false);
// kao 1 prethodni cvor na tom trenutno procenjenom najkracem putu
vector<Cvor> roditelji(n, -1);
// u pocetku jedino znamo rastojanje do startnog cvora
duzinaPuta[start] = 0.0;
// da bismo brze odredjivali trenutno najblizi cvor, cvorove cuvamo u
// redu sa prioritetom - za svaki cvor znamo procenu najkraceg puta od
// starta 1 prethodni cvor na tom najkracem putu
priority_queue<Trojka, vector<Trojka>, greater<Trojka>> pq;
// krecemo od startnog cvora
pg.emplace(0.0, start, -1);
// dok ima jos cvorova do kojih se moze stici
while (!pg.empty()) {

// vadimo 1z reda cvor koji je trenutno najblizi startnom

Cvor cvorMin, roditelj; Duzina minDuzina;

tie(minDuzina, cvorMin, roditelj) = pq.top(); pq.pop();

// zbog lenjog brisanja je moguce da je za taj cvor jos ranije

// pronadjeno krace rastojanje - u tom slucaju je ovo zastareo

// podatak 1 prosto ga ignorisemo

if (resen[cvorMin])

continue;
// nije moguce da postoji bolji put do cvoraMin - belezimo da je on
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// resen, 1 u niz roditelja pamtimo prethodni cvor na najkracem putu
resen[cvorMin] = true;
roditelji[cvorMin] = roditelj;
// ako je za ciljni cvor odredjeno rastojanje, nema potrebe vrsiti
// dalju pretragu
if (cvorMin == cilj)
break;
// analiziramo susede cvoraMin
for (const auto& p : susedi[cvorMin]) {
Cvor cvor; Duzina duzina;
tie(duzina, cvor) = p;
// ako je potrebno, azuriramo duzine puta do njegovih suseda
if (!resen[cvor] && minDuzina + duzina < duzinaPuta[cvor]) {
duzinaPuta[cvor] = minDuzina + duzina;
pg.emplace(duzinaPuta[cvor], cvor, cvorMin);
}
}
}

// ako put do cilja postoji
if (duzinaPuta[cilj] < INF) {
// ispisujemo duzinu najkraceg puta
cout << fixed << showpoint << setprecision(5)
<< duzinaPuta[cilj] << endl;
// pratimo put od cilja do starta, unatrag
// da bismo obrnuli put, koristimo stek
stack<Cvor> put;
put.push(cilj);
while (roditelji[cilj] !'= -1) {
cilj = roditelji[cilj];
put.push(cilj);
}
// ispisujemo put od starta do cilja
while (!put.empty()) {
cout << put.top() << 7 7;
put.pop();
}

cout << endl;

} else
// prijavljujemo da put do cilja ne postoji
cout << “ne” << endl;

return 0;

}

1.5 Hajkpahu nyreBu n3mehy cBux maposa 4yBopoBa

VYKOJIMKO KeJMMO [1a ofipeauMo Hajkpahe myTeBe m3mely cBMX IapoBa YBOPOBa MOXEMO MOKpeHyTH [ajkcTpuH
aJITOPUTaM M3 CBAKOT YBOpa y rpady, a MOKeMO YINOTpeOUTH U HEKU O] CIIEMjAIM30BaHUX aJiropuTaMa 3a IpoHa-
Jaxeme CBUX Hajkpahux myreBa. JejaH of1 Hajo3HaTHjuX IyTeBa Tor Tvma je ®roja-Bapmanos agropuram. Hakon
k xopaka anroputma npernocraBuhemo Jia cy nosHare Hajkpahe dykuHe MmyTeBa n3Mely cBUX YBOpOBa, IIPH YeMy
Ce Ha TUM IyTeBMMa Kao MelyIBOpOBH MOTY KOPUCTHTH camo 4BopoBu u3 ckyma Vi, = {0,1,...k — 1}. ¥V cBakom
HapeHOM KOpaKy /I0JajeMo YBOp k | IOIITO caja aHAIM3UPaMO IyTeBe u3Mel)y YBOpoBa ¢ 1 j KOjU MOTY BOAUTH
npeko uBoposa Vi1 = {0,1,...,k}, ynopehyjemo nyxuHy myta usmely Ta aBa 4Bopa KOju He Hjie IIPEKO YBOPa
k Beh camo mpeko uBopoBa u3 V, (Ty dyxuHy Beh 3HaMO) ¥ Iy’KHUHY KOja ujie peKo YBopa k Koja je jemHaka 30upy
OyxvHa Hajkpaher myTa ox ¢ 1o k npeko Vi, u Hajkpaher myTa o k 1o j npeko Vi, (oOe oe myxune Beh 3Hamo).
V ciydajy ma ce qykuHe cBux Hajkpahux myTteBa uyBajy y matpui, ®rnoja-Bapmianos aaropuram ce Beoma jea-
HOCTAaBHO MMILIEMeHTHpa (moMohy Tpy yrHekheHa uKIyca) u coxkeHoct My je O(n?), rie je n 6poj usoposa y
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rpagy.

®1noja-Bapiuanos arroputamMm MokeMO YIOTPEOUTH U 3a oJpehrBare TpaH3UTUBHOT 3aTBOPEbA JaTe peanyje (Taga
HAC He 3aHUMajy QyKUHe IyTa, Beh caMo nocrojame myta usmehy aBa yBopa).

3anarak: CBu Hajkpahu myTeBH y rycTom rpacgy

Ha jeanoj Teputopuju usmel)y cBaka Ba rpaja Mnoctoju JUpeKTaH nyT. Heku myTeBH Cy Jioller KBajJuTeTa, na je
Hekaz Opxke ctuhm of Tpajia JIo rpaja ako ce Uje HEKUM Off OKOJIHMX IMyTeBa. AKO je MO3HATo Bpeme Ja ce npehe
CBAaKM OJ] JUPEKTHHUX ITyTeBa (OHO MOXE 3aBHUCHUTH U OJ] CMepa y KOjeM ce IyT Mpesia3n), HAIMIIM IPorpam Koju 3a
CBaKM Map rpajioBa ogpelyje KoIMKo ce BpeMeHa MOXE YIITEIETH aKO Ce HE UJIe AUPEKTHUM ITyTEM.

Vaa3: Ca crangapiHor yiasa ce yuuraa opoj rpagoBa n (1 < n < 100), a HaKOH Tora KBaJpaTHa MaTpHna
IVMMEH3Hje N X 1 Koja caJipXky BpeMeHa y CeKyH/laMa MoTpedHa Jia ce AUPEeKTHUM ITyTeM CTHTHE OJ Ipaja 0 Tpaja
(Ha IMjaroHaNM ce Hajase HyJle, a OcTaja BpeMeHa cy 1enau dpojesu usmehy 60 u 3600).

W3na3: Ha crangapaau n3ias UCNucaTy KBaJpaTHY MaTpUIly KOja CapKH YIITe/e 32 CBAKH Iap rpajosa.

ITpumep
Vaaz Hznaz
4 00900

0 190 300 120 000 50
180 0 240 350 90 180 0 ©
290 430 0 80 0000
120 170 90 0

Odbjawmrberve

On rpana 1 o rpaga 3 dospe je nhm npeko rpaga 4 (ymecro 300 cekynau mytyje ce 120 + 90 = 210 cexynam). U ox
rpana 3 mo rpaga 1 dosme je uhu npeko rpaga 4 (ymecto 290 cexynau mytyje ce 80 + 120 = 200 cexynnum). O rpaga
2 no rpaja 4 Hajoosbe je uhu npeko rpaga 1 (ymecto 350 cexkynau nytyje ce 120 + 180 = 300 cekynau). On rpaga
3 no rpana 2 Hajdosbe je uhu npeko rpaaa 4 (ymecro 430 cekynnau mytyje ce 80 + 170 = 250 cekyHam).

Pememne

Kapa je mpexa myteBa rycra Kao y OBOM 33/1aTKy, HajOOJbM Ha4UMH J1a ce Hal)y Hajkpahu myTeBu u3mel)y cBUX mapoBa
rpajioBa je ja ce ynorpedu ®noja-Bapmianos anropuram, umja je ciokenoct O(n?). Tlommro ce v yla3Hu U U3a3H1
TOaIK YyBajy y MATPUIM JUMEH3Hje 1 X 1, MEMOpHMjcKa cilokeHocT je O(n?).

#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;

// Flojd-Varsalovim algoritmom izracunavamo duzine najkracih puteva
// 1zmedju svaka dva cvora u grafu
vector<vector<int>> SviNajkraciPutevi(const vector<vector<int>>& D) {

int n = D.size();

vector<vector<int>> minD = D;

for (int k = 0; k < n; k++) {

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (minD[i1][k] + minD[k][j] < minD[1][3])
minD[1][j] = minD[1][k] + minD[k][j];
}

return minD;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// ucitavamo vremena za direktne puteve
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int n;
cin >> n;
vector<vector<int>> D(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
D[1].resize(n);
for (int j = 0; j < n; j++)
cin >> D[i][i];

// racunamo najkraca vremena
vector<vector<int>> minD = SviNajkraciPutevi(D);

// ispisujemo rezultat
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 0; j < n; j++)
cout << D[1][j] - minD[i1][j] << 7 ”;
cout << endl;

}

return 0;

}

Jomr jemHO Moryhe perere je fa ce ynorpedu MHIYKTUBHO-PEKYP3UBHA KOHCTPYKIIMja O YBopoBHMa rpada (rpa-
JoBrMa). MIHAyKTHBHA IIpeTHOCTaBKa je Ja yMeMO Ja oApeauMo cBe Hajkpahe myTeBe y rpady on n 4BOpoOBa.

[punrkoMm mogaBama HOBOT 4BOpa ¢ y Tpad oxpelhyjemo Hajkpahe myTeBe o cBakor of n Beh odpaheHrx yBopoBa
J o wera. Tu nyTeBU Cy WM AMPEKTHU WM CE MOCJIE/ba JEOHHIIA Y HhbHMa OCTBapyje TaKo IITO ce of Hekor Beh
odpaleHor uBopa k crurae 1o uBopa i. [JyxuHa of ¢ o j Ipeko uBopa k jeqHaka je 30upy ayxuHe Hajkpaher myta
0J] UBOpa j JI0 YBOpa k M AyKWHU TpaHe of 4Bopa k 10 yBopa ¢. IIpuTom, HOMmTO Cy CBE TeXKWHE TpaHa MO3UTHBHE,
IyT OJ] YBOpa j 1O uBOopa k He caupxu 4Bop ¢ (jep Ou oHAa yHyTap mera Ouo Beh cagpxkan Kpahw myT of j 10 7).
Hajkpahu myT oz j 1o k xKoju He yKiby4dyje ¢ Beh 3HAMO Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XUMoTe3e. Jlakie, HOpeArMO Ny KUHY
JUPEKTHE rpaHe o[ j 0 ¢ ¥ 30UpOBe MyKUHA IyTeBa Of j 1o k ¥ rpaHe o k 10 ¢ 3a cBako Moryhe k u3 ckyna Beh
oOpaheHrx YBOpOBa U MUHMMYM TUX PacTOjarba MpeacTaBba Hajkpahu myT of j 10 ©.

HyxuHy Hajkpahux myTeBa off ¢ 10 OCTAJIMX YBOpPOBa y rpady oapehyjemo aHaIorHo.

Ha kpajy, mogaBame HOBOT YBOpa ¢ y Tpacd Moxaa ckpahyje Dy KuHy HEKOT IyTa oJ paHuje odpahieHor uBopa j 10
panuje odpaheHor uBopa k. [ToTpedHO je 3a cBe TakBe MApOBe YIOPEAUTH Iy KUHY TPEHYTHO HajKkpaher myTa (Koju
HE YKJby4yje UYBOp ¢) ¥ 30Mp AyXKMHA HajKkpahux myTeBa o1 j 10 ¢ M 011 ¢ 10 k (Koje cMo y pBoj (ha3u HAKOH JOJaBakha
YBOpA ¢ OAPEAUIIN).

JlonaBame cBakor HOBOT uBopa 3axteBa O (n?) Kopaka, 1a je yKyIHa BpeMeHcka coxkenoct O(n?) u nokasyje ce n1a
je BpeMe M3BpLIaBaba BeOMa CJIMYHO Kao U Kaja ce koprct Proja-Bapianos aropuram, ajy je UMIUIeMeHTaluja
KOMIUITMKOBaHHja.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

// Induktivno rekurzivnim postupkom po broju cvorova izracunavamo
// duzine najkracih puteva izmedju svaka dva cvora u grafu
vector<vector<int>> SviNajkraciPutevi(const vector<vector<int>>& D) {
int n = D.size();
vector<vector<int>> minD(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
minD[1].resize(n);

// dodajemo jedan po jedan cvor

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
minD[1][1] = 0O;
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// odredjujemo najkrace puteve od cvora i1 do svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++) {
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
minD[1][j] = D[][j];
// proveravamo da li je mozda bolji put od 1 do j koji vodi preko
// nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (D[1][k] + minD[k][j] < minD[1][]])
minD[1][j] = D[i][k] + minD[KI[]];
}

// odredjujemo najkrace puteve do cvora i od svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++) {
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
minD[j][1] = D[JI[1];
// proveravamo da li je mozda bolji put od cvora j do 1 koji
// vodi preko nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[j][k] + D[k][1] < minD[j][1])
minD[j][1] = minD[j]1[k] + D[KI[1];
}

// popravljamo rastojanja od prethodnih cvorova j do prethodnih
// cvorova k, analizirajuci puteve koji vode preko cvora i
for (int j = 0; j < 1; j++)
for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[JI[1] + minD[i1][k] < minD[j]1[k])
minD[j][k] = minD[jI[1] + minD[1][k];
}

return minD;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

int n;

cin >> n;

vector<vector<int>> D(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
D[1].resize(n);
for (int j = 0; j < n; j++)

cin >> D[1][]j];
}

auto minD = SviNajkraciPutevi(D);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 0; j < n; j++)
cout << D[1][3] - minD[1][]] << ” ”;
cout << endl;

}

return 0;

}

Jenna anTepHaTHBA MOXeE OWTH Ia ce M3 CBAKOT rpaja oapene Hajkpaha pacrojama DO CBHX IPYIHX IpajoBa IIO-
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KpertameM [lajkcTpuHOr anroputma U3 tor rpaga. IlomTo je rpad rycr (3ampaBo MOTIYH), UMIUIEMEHTAlMja ce
MOJKe HATIPAaBHUTH U €IEMEHTAPHO, oApehiBarbeM MIHAMYMa OOMIACKOM HU3a pacTojarka, Y IMHEAPHO] CIIOKEHOCTH.
CroxeHocT TakBe uMILIeMenTanmje lajkctpunor anroputMa je O(n?), a momro ce oHa nokpehe U3 CBaKOr YBOPa,
YKYyIIHa CJIOKEHOCT pelliena 3aatka je O(n?).

#include <iostream>
#include <vectors>
#include <limits>
#include <queue>

using namespace std;

// +beskonacno
const int INF = numeric_limits<int>::max();

// Dajkstrinim algoritmom koji se pokrece iz svakog cvora izracunavamo
// duzine najkracih puteva izmedju svaka dva cvora u grafu
vector<vector<int>> SviNajkraciPutevi(const vector<vector<int>>& D) {

// broj cvorova

int n = D.size();

// racunamo najkraca vremena

vector<vector<int>> minD(n);

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova
for (int cvorl = 0; cvorl < n; cvorIl++) {
// skup gradova do kojih je odredjen najkraci put od cvoral
vector<bool> resen(n, false);
// u pocetku samo znamo da je put do cvora i nula
minD[cvorI].resize(n, INF);
minD[cvorI][cvorI] = 0;
// radimo dok nisu odredjene duzine svih najkracih puteva od I
for (int brojResenih = 0; brojResenih < n; brojResenih++) {
// trazimo najkraci put od cvoral do nekog cvora za koji se jos
// nije definitivno odredio najkraci put
int odIDoMin = INF;
int cvorMin = cvorl;
for (int cvord = 0; cvor] < n; cvorJ++)
if (!resen[cvor]] && minD[cvorI][cvord] < odIDoMin) {
cvorMin = cvorl;
odIDoMin = minD[cvorI][cvorl];
}
// trenutni put do tog cvora je sigurno najmanji
resen[cvorMin] = true;
// azuriramo puteve do ostalih neresenih cvorova posmatrajuci
// puteve preko trenutnog cvora
for (int cvord = 0; cvor] < n; cvorJ++)
if (!resen[cvor]] &&
minD[cvorI][cvord] > odIDoMin + D[cvorMin][cvor]])
minD[cvorI][cvorJ] = odIDoMin + D[cvorMin][cvorl];
}
}
return minD;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// ucitavamo vremena za direktne puteve
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int n;

cin >> n;

vector<vector<int>> D(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
D[1].resize(n);
for (int j = 0; j < n; j++)

cin >> D[i][i];
}

// odredjujemo najkrace puteve izmedju svih parova cvorova
vector<vector<int>> minD = SviNajkraciPutevi(D);

// ispisujemo rezultat
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 0; j < n; j++)
cout << D[1][j] - minD[1][]] << ” ”;
cout << endl;

}

return 0;

}

[Towro je rpacd rycr u Baxu Aa Opoj rpaHa OKO MOJIOBUHE KBajJpaTa dpoja YBOpOBa, UMILIeMeHTaluja [lajkcTpuHor
JITOPUTMA TIPEKO pelia ca MPHOPHUTETOM (ca JIelhUM OpHcameM) caMo ycropasa anroputam. HbeHa ciioxeHocT je
O((n + m)logm), tae je m &poj rpana, mro je O((n + n?)logn?) 1j. O(n?logn), kana je rpad rycr (jep je
m = ©(n?)), na je ykynua cnokenoct O(n3 logn). 3a ckIaauIITenbe pejia ca PUOPUTETOM KOPUCTH CE JIOIATHUX
O(m) memopuje (1To He MoBehaBa YKyIHY CJIOXEHOCT, jep je 3a 0o Koje ckiiaauiretbe rpaca norpedHo dap
O(n + m) memopuje).

#include <iostream>
#include <vectors>
#include <limits>
#include <queue>

using namespace std;

// +beskonacno
const int INF = numeric_limits<int>::max();

typedef int Cvor;
typedef int Vreme;
typedef pair<Vreme, Cvor> Par;

// Dajkstrinim algoritmom koji se pokrece iz svakog cvora izracunavamo
// duzine najkracih puteva izmedju svaka dva cvora u grafu
vector<vector<int>> SviNajkraciPutevi(const vector<vector<int>>& D) {
// broj cvorova
int n = D.size();
// matrica u kojoj cuvamo duzine najkracih puteva
vector<vector<int>> minD(n);

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova

for (int cvorl = 0; cvorl < n; cvorIl++) {
vector<bool> resen(n, false);
priority_queue<Par, vector<Par>, greater<Par>> pq;
// minD[cvorI] sadrzi najkraca rastojanja od cvora I do ostalih cvorova
// u pocetku ne znamo do kojih sve cvorova se moze stici
minD[cvorI].resize(n, INF);
// jedino znamo da je rastojanje od cvora do samog sebe 0
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pq.push(make_pair(0, cvorI));
minD[cvorI][cvorI] = 0;

// obradjujemo jedan po jedan cvor, sve dok svi ne budu resent
while (!pg.empty()) {
// cvor koji je najblizi cvorul (ako se izuzmu oni koji su
// resent)
Par p = pq.top();
Pq.pop();
int cvorMin = p.second;
int odIDoMin = p.first;
// ako je cvorMin vec resen, ovo je zaostali podatak (zbog lenjog
// brisanja), pa ga ignorisemo
if (resen[cvorMin])
continue;
// do cvoraMin ne moze postojati brzi put od cvora I, pa je on
// postaje resen
resen[cvorMin] = true;
// analiziramo susede cvoraMin
for (int cvord = 0; cvor] < n; cvorJ++)
// azuriramo vremena do njih ako se do njih putuje preko cvoraMin
if (!resen[cvor]] &&
minD[cvorI][cvorJ] > odIDoMin + D[cvorMin][cvord]) {
minD[cvorI][cvorJ] = odIDoMin + D[cvorMin][cvor]];
pq.push(make_pair(minD[cvorI][cvor]], cvorl));
}
}
}

return minD;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// ucitavamo vremena za direktne puteve
int n;
cin >> n;
vector<vector<int>> D(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
D[1].resize(n);
for (int j = 0; j < n; j++)
cin >> D[i][i];
}

// odredjujemo najkrace puteve izmedju svih parova cvorova
vector<vector<int>> minD = SviNajkraciPutevi(D);

// ispisujemo rezultat
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 0; j < n; j++)
cout << D[1][3] - minD[1][]] << ” ”;
cout << endl;

}

return 0;

34



1.5. HAJKPARHU ITYTEBU UBMERLY CBUX ITAPOBA YBOPOBA

3anarak: CBu Hajkpahu nmyTeBu y peTkom rpady

CBaku pyTep y jeqJHOj MpeXH IOBE3aH je ca Hajsuiue 4 Apyra pyTrepa. 3a cBaka /iBa IIOBE3aHa pyTepa MO3HATo je
BpeMe NoTpedHO J1a ce Mollabe MopyKa o IIPBOT 10 Apyror pyTepa. Bese cy Takse J1a je Hekaga 00Jbe CllaTH MOPYKY
OKOJIO, MIPEKO HU3a pyTepa, Hero AupekTHo. Hamuim nporpam koju oapelyje KoJMKo ce HajBUIIEe MOXE CKPAaTUTH
BpeMe KOMYHHKallyje n3Mely Heka JBa pyTepa ako ce IOpyKa He IMajbe JUPEKTHO (Y OO3Mp y3eTd caMo NapoBe
pyTepa Koju Cy AMPEKTHO TIOBE3aHM).

Vna3: Ca cranpapaHor yiasa ce yuutaBa Opoj pyrepa n (1 < n < 100), HakoH Tora yKymnaH Opoj Be3a usMmelhy
pyrepa m (n — 1 < m < 4n), a HaKOH Tora y HapeJHUX M peJoBa OINC CBaKe Be3e: CBaKa JIMHUja capku Opoj
TIOJIA3HOT pyTepa, dpoj 10Ia3HOT pyTepa M BpeMe MOTpedHO Ja ce MolIabe TopyKa Off MOJIa3HOT [0 I0JIA3HOT pyTepa,
pa3aBojeHe ca Mo jeqHUM pa3MakoM (dpojeBu pyTtepa cy dpojesu o 0 1o n — 1, a BpeMe KOMYHHKAIMje je 1eo Opoj
mmehy 1 u 1000).

N3aa3: Ha cranmapaHy w3iias UCIIICATH 11e0 Opoj KO ju IpecTaBlba HajBehe ckpahiere KoMyHHKaIje KopUIheheM
MOCPEJHUX pyTepa.

IIpumep

Hznaz

S
)
(%)

N LT W N R

44
51

Objawmrberve

P WFROCOOONO

Hajkpahu nyt on pyrepa O mo pyrepa 2 ce ckpahyje ca 4 Ha 3 (ako ce MOpyKa Imajke Mpeko pyTrepa 1), Dok ce
Hajkpahu myT o pytepa 0 1o pyrepa 5 ckpahyje ca 10 Ha 8 (ako ce mopyka mrasse npeko pyrepa 3 u 4). 3ato je
HajBehe ckpaheme jeqHako 2.

Pememne

3ajaTak MOXe Jja ce pelaBa Ha IIOTIYHO UCTe HauMHe Kao 1 3aaaTtak Cu Hajkpahu rmytesn y ryctom rpady. Kipyuna
pasimKa je To mITo je oBaj myT rpad pemak (Baxwu ga je m HajBuiue 4n, ma je m = O(n)). 3a10 je pelerbe y KoM
ce JlajkcTpuH anropuram mnokpehe u3 cBakor 4Bopa edpukacHuje o anropurama nonyt Puoja-BapmanoBor koju
UCcTOBpeMeHo ofpelyjy cBe Hajkpahe myTeBe.

AKO ce KOpUCTH pejl ca MPUOPUTETOM Ca JICHHM OpHCabeM, BpEMEHCKa CIIOKEHOCT MILieMeHTanuje [lajkcrpuHor
anroput™a je O((n+m)logm). Tourro je rpad pesak, ykynHa Bpemencka cioxenoct je O(n? logn). 3a ckiamm-
HITeRe pefia ca nmpuopuTetoM ce kopuctd O(m) pogaTHe Memopuje (IUTo He roBehiaBa ACHMITOTCKH MEMOPH]CKY
CIIOKEHOCT, jep je 3a CKJIAMINTe e JIMcTa noBesanoctu nmorpeduo O(n + m) Memopuje). Ako onpehuBarbe HajBe-
her cmamera 3a YBOPOBE KOjU CY CYCeTHU HEKOM YBOPY BPIIMMO HEMOCPEIHO HAKOH INTO 3aBpuimMo JlajkcTpuH
aJITOPUTAM M3 TOT YBOPA, TaJla je JOBOJBHO JIa YyBaMO caMO HM3 HajKpahux pacTojama (a He MaTpHily), 3a HITa je
noBosbHO O(n) AofaTHE MeMopHje.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <limits>
#include <queue>

using namespace std;
const int INF = numeric_limits<int>::max();
typedef int Cvor;

typedef int Vreme;
typedef pair<Vreme, Cvor> Par;

35



I/IABA 1. TPA®OBH

in

36

t main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// broj cvorova
int n;
cin >> n;

// lista suseda svakog cvora
vector<vector<Par>> susedi(n);

// ucitavamo sve grane
int k;
cin >> k;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
Cvor cvor0d, cvorDo;
Vreme vreme;
cin >> cvorOd >> cvorDo >> vreme;
susedi[cvor0Od].emplace_back(vreme, cvorDo);

}

// najvece skracenje puta - trazeni rezultat
int maxSkracenje = 0;

// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova

for (Cvor cvorl = 0; cvorl < n; cvorI++) {
// najmanje vreme od cvora 1 do svih ostalih cvora
vector<Vreme> minVremeOdI(n, INF);
// da li je za dati cvor odredjeno najmanje vreme od cvora 1
vector<bool> resen(n, false);

// red sa prioritetom kojim odredjujemo cvor za koji nije
// trenutno zasigurno odredjeno najmanje vreme, a koji je trenutno
// najblizi cvoru 1
priority_queue<Par, vector<Par>, greater<Par>> pq;
// cvor 1 sam sebi poruku salje momentalno
pq.push(make_pair(0, cvorl));
minVremeOdI[cvorI] = 0;
// obradjujemo jedan po jedan cvor, sve dok svi ne budu reseni
while (!pq.empty()) {
// cvor do kog poruka najbrze stize od cvora i1 (ako se izuzmu
// oni koji su resent)
Par p = pq.top();
Pa.pop();
Cvor cvorMin = p.second;
Vreme vremeOdIDoMin = p.first;

// ako je cvorMin vec resen, ovo je zaostali podatak (zbog lenjog

// brisanja), pa ga ignorisemo
if (resen[cvorMin])
continue;
// do cvoraMin ne moze postojati brzi put od cvora I, pa je on
// postaje resen
resen[cvorMin] = true;
// analiziramo susede cvoraMin
for (const auto& p : susedi[cvorMin]) {
// azuriramo vremena do njih ako poruka putuje preko cvoraMin
Cvor cvor] = p.second;
Vreme vremeOdMinDo] = p.first;
if (!resen[cvor]] &&
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}

minVremeOdI[cvorJ] > vremeOdIDoMin + vremeOdMinDol) {
minVremeOdI[cvorJ] = vremeOdIDoMin + vremeOdMinDoJ;
pq.push(make_pair(minVremeOdI[cvor]], cvorl));
}
}
}

// analiziramo skracenja vremena za sve susede cvora I
for (const auto& p : susedi[cvorI]) {
Cvor cvor] = p.second;
Vreme vremeOdIdo] = p.first;
maxSkracenje = max(maxSkracenje, vremeOdIdoJ - minVremeOdI[cvorl]);

}

cout << maxSkracenje << endl;

return 0;

}

AKO ce He KOPUCTH peji ca TIPHOPUTETOM, ciloxkeHocT Jlajkctpunor anmroputma je O(n?), ma je yKynHa BpeMeHcKa
cnoxkenoct O(n?). MemopHjcka COKEHOCT je aCMMITOTCKM HCTa Kao U Y cJlydajy UMIUIEMeHTaluje noMohy pesia
ca MPUOPUTETOM (jEIMHO IITO CE HE KOPUCTU MOMONHU pef).

#include <iostream>
#include <vectors>
#include <limits>
#include <queue>

using namespace std;

const int INF = numeric_limits<int>::max();

typedef int Cvor;
typedef int Vreme;
typedef pair<Vreme, Cvor> Par;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// broj cvorova
int n;
cin >> n;

// lista suseda svakog cvora
vector<vector<Par>> susedi(n);

// ucitavamo sve grane

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {

}

int cvorOd, cvorDo, vreme;
cin >> cvorOd >> cvorDo >> vreme;
susedi[cvor0d].emplace_back(vreme, cvorDo);

// najvece skracenje puta - trazeni rezultat
Vreme maxSkracenje = 0;
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// pokrecemo Dajkstrin algoritam za svaki od n cvorova
for (Cvor cvorI = 0; cvorl < n; cvorI++) {
// najmanje vreme od cvora i1 do svih ostalih cvora
vector<Vreme> minVremeOdI(n, INF);
// da li je za dati cvor odredjeno najmanje vreme od cvora 1
vector<bool> resen(n, false);
// cvor 1 sam sebi poruku salje momentalno
minVremeOdI[cvorI] = 0;
for (int brojResenih = 0; brojResenih < n; brojResenih++) {
// trazimo najkraci put od cvora i do nekog cvora za koji se jos
// nije definitivno odredio najkraci put
Vreme minVreme = INF;
Cvor minCvor = cvorl;
for (Cvor cvorJd = 0; cvorJ < n; cvorJ++)
if (!resen[cvor]] && minVremeOdI[cvorJ] < minVreme) {
minCvor = cvorJ;
minVreme = minVremeOdI[cvor]];
}
// trenutni put do tog cvora je sigurno najmanji
resen[minCvor] = true;
// azuriramo puteve do ostalih neresenih cvorova posmatrajuci
// puteve preko trenutnog cvora
for (const auto& p : susedi[minCvor]) {
Cvor cvorK = p.second;
Vreme vremeOdMinDoK = p.first;
if (!resen[cvorK] && minVremeOdI[cvorK] > minVreme + vremeOdMinDoK)
minVremeOdI[cvorK] = minVreme + vremeOdMinDoK;

// analiziramo skracenja vremena za sve susede cvora I
for (const auto& p : susedi[cvorI]) {
Cvor cvor] = p.second;
Vreme vremeOdCvoraldo]l = p.first;
maxSkracenje = max(maxSkracenje, vremeOdCvoraldoJ - minVremeOdI[cvorl]);

}
}

cout << maxSkracenje << endl;

return 0;

}

JenHo moryhe peteme je ma ce ynorpedu dinoja-Bapimanos atropuram umja je ciokenoct O(n?). Tlomrro je mo-
TpeOHO CKJIMIITUTH MaTpUIly Hajkpahux myTeBa, MeMopHjcka cioskeHocT je O(n?) (Mako ce momohy JMcTa nose-
3anoctr rpad ckragumr y O(n + m) = O(n) Memopuje). JeAHOCTAaBHOCTH paiy, y UMILIEMEHTALMjH MOKXEMO
YyBaTH M MATpPUILy JUPEKTHUX PACTOjarba, YUME Ce MEMOPHjCKa CIOKEHOCT He noBehaBa acCUMIITOTCKH.

#include <iostream>

#include <vector>

#include <limits>

using namespace std;

const int INF = numeric_limits<int>::max();

vector<vector<int>> sviNajkraciPutevi(const vector<vector<int>>& d) {

int n = d.size();
vector<vector<int>> minD = d;
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for (int k = 0; k < n; k++)
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (minD[1][k] !'= INF && minD[k][j] !'= INF &&
minD[1][k] + minD[k][j] < minD[1][3])
minD[1][j] = minD[i1][k] + minD[k][]];

return minD;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// ucitavamo vremena za direktne puteve

int n;

cin >> n;

vector<vector<int>> D(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
D[1].resize(n, INF);

int k;

cin >> k;

for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
int pocetak, kraj, duzina;
cin >> pocetak >> kraj >> duzina;
D[pocetak][kraj] = duzina;

}

// racunamo najkraca vremena
vector<vector<int>> minD = sviNajkraciPutevi(D);

int m= 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; Jj++)
if (D[1][j] !'= INF && minD[1][j] != INF)
m = max(m, D[1][j] - minD[1][]]);

cout << m << endl;

return 0;

}

Unaykimja no 6pojy 4BopoBa Takohe JOBOJM [0 alroputMa BpeMeHcke coxkenoctu O(n?), 1ok je memopujcka
CJIOKEHOCT YCIIOBIbEHA UyBameM MaTpulle Hajkpahux myTesa u usHocu O(n?).

#include <ilostream>
#include <vectors>
#include <limits>

using namespace std;

const int INF = numeric_limits<int>::max();

// odredjujemo sve najkrace puteve indukcijom po broju cvorova

vector<vector<int>> sviNajkraciPutevi(const vector<vector<int>>& d) {
int n = d.size();

vector<vector<int>> minD(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
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minD[1].resize(n, INF);

// dodajemo jedan po jedan cvor
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
minD[1][1] = 0;

// odredjujemo najkrace puteve od cvora i do svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++) {

// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace

minD[i][j] = d[i][j];

// proveravamo da 11 je mozda bolji put od 1 do j koji vodi preko

// nekog prethodnog cvora k

for (int k = 0; k < 1; k++)

if (d[1][k] !'= INF && minD[k][j] != INF &&
d[t][k] + minD[k][j] < minD[1][3])
minD[i][j] = d[i][k] + minD[K][]];

}

// odredjujemo najkrace puteve do cvora 1 od svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++) {

// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace

minD[F][1] = d[JI[1];

// proveravamo da li je mozda bolji put od cvora j do 1 koji

// vodil preko nekog prethodnog cvora k

for (int k = 0; k < 1; k++)

if (minD[j][k] != INF && d[k][1i] != INF &&
minD[j][k] + d[k][1] < minD[3][1])
minD[J][1] = minD[JI[k] + d[kI[i];

}

// popravljamo rastojanja od prethodnih cvorova j do prethodnih
// cvorova k, analizirajuci puteve koji vode preko cvora i

for (int j = 0; j < 1; j++)

for (int k = 0; k < 1; k++)
if (minD[j][1] != INF && minD[i1][k] != INF &&
minD[jI[1] + minD[1][k] < minD[j][k])
minD[j][k] = minD[j]I[1] + minD[1][k];
}

return minD;

}

int main() {
io0s_base::sync_with_stdio(false);

// ucitavamo direktne puteve

int n;

cin >> n;

vector<vector<int>> d(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
d[1].resize(n, INF);

int k;

cin >> k;

for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
int pocetak, kraj, duzina;
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cin >> pocetak >> kraj >> duzina;
d[pocetak][kraj] = duzina;
}

auto minD = sviNajkraciPutevi(d);

int m=0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 0; j < n; j++)
if (d[1][j] '= INF && minD[i1][j] !'= INF)
m = max(m, d[1][j] - minD[1][]]);
}

cout << m << endl;

return 0;

1.6 Munumanano noBe3syjyhe cradJo

Munumanso noBe3yjyhe (kaxe ce u pasanumbyhe) cTadio YMHM HOACKYTI IpaHa MOBE3aHOT TEKUHCKOT rpada Koje mo-
Be3yjy CBe YBOPOBE, TAKO [ je YKyIaH 30Mp CBUX TpaHa HajMamu Moryhu. OapehuBame MUHMMAIHOT TIoBe3yjyher
cTadsa 0OMYHO BPIIMMO rpam3uBuM ajroputmumMa (IIpumosum nnn Kpackenosum).

[IpumoB anroputam je Beoma cinmvaH JajKCTpUHOM. Y CBaKOM KOpaKy OAp:KaBa ce CKyH YBOpOBa Vj, ¥ MUHIMAJHO
noBesyjyhe cradio Tor ckyna. Ckyn ce mpolmupyje HajkpahoM rpaHoM Koja MmoBe3yje HeKU YBop rpada Koju mpu-
naja ckyny Vi 1 Heku uBop rpada Koju He npunaja ckymy Vi. Jenuna pasnuka y oqHocy Ha JJajkcTpuH ajiroputam
je TO ITO ce He pa3MaTpa pacTojame HeO3HAUEHUX YBOPOBA O] IOYETHOT YBOpa v, Beh pacTojame of Tekyher ckyma
V. IpunukoMm momaBama HEKOT YBOpa w CKymy Vi, aXypHpajy ce caMO pacTojama YBOpPOBAa CYCEJHUX YBOPY W
(pacrojama ocTaaux YBOpoBa o1 cKyma Vi ce He Memajy). Y MMIUIEeMEHTAIMj{ MOHOBO MOKEMO KOPHCTHTH OWIIO
HU3 Y KOMe 4yBamo TeKyha pacTtojama, OUso peji ca MPUOPUTETOM U JIEHO OpuUcaibe.

Kpackenos anropuraM copTipa cBe rpaHe rpada 1o ayXHHH, Heonalajyhu 1 y cBakoM Kopaky y rpad Jozaje Haj-
Kpahy rpaHy Koja He 3aTBapa IMKJIyC Y OJHOCY Ha TeKyhu ckyn rpaHa. ['pane He umne gpBO, Beh mymy. CBako
JPBO Yy TOj IIIyMH ITpE/ICTaBJba HEKY KOMIIOHEHTY ITOBE3aHOCTH U I'PaHa 3aTBapa LIMKJIYC aKo M caMo aKo MoBe3y je ABa
YBOpa KOjU Ce Hajla3e YHyTap UCTe KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTH. 3a e(hUKaCHO NPeICTaB/bakhe KOMIIOHEHTH MOBE3aHO-
CTH Tj. MCIIUTHBAaKE Ja JIU CY [IBa YBOPA Y UCTOj KOMIIOHEHTH, Tj. €(PUKACHO Clajare JBe PasiMuuTe KOMIOHEHTe
IPaHOM MOXEMO KOPHCTHTH CTPYKTYpY NOJaTaKa 3a MpeCTaBIbatbe UCjYHKTHHX IOACKYIoBa (eHri. disjoint-set Tj.
union-find).

3amarak: Ymrena kadaoBa

V jenHOM pauyHapcKOM KaOMHETY MOTPEOHO je MOCTaBUTH MPEXY Tako Ja Cy CBU padyHapH Mel)ycoOHO MOBE3aHH,
aJIM Tako J1a ce YNoTpedu mTo Mame Kadiaa. AKO je Mo3HATO KOjU ce pauyHapu MOTY MOBe3aTH KadJI0BUMa U KOje je
pactojame n3Melly BHX, HAITUIIN [IporpaM Koju ofpelyje HajMamy YKYIHY IyKHUHY KaOloBa.

VYaa3: Ca crangapaHor yiasa ce yHocu 0poj pauyHapa n (1 < n < 5000), 3aTum Opoj mapoBa paduyHapa KOju ce
mory noBesatu Kabnom m (n — 1 < m < n(n — 1)/2) u y HapegHux m pemoBa MOJAIM O padyyHApUMa KOjH ce
Mory moBe3aty (y CBakOM pefly ce Hajla3e /Ba Iiesa Opoja Koja MpeJicTaBibajy peqHe OpojeBe padyHapa, Mpy deMy
ce pauyHapH Opoje of1 HyJie, M je/laH peanaH Opoj KOju MpeacTaBba pacTojame u3Mehy Ta qBa pauyHapa).

M3na3: Ha cranpapany U3i1a3 UCIMCATH CaMo jeJlaH peasiad Opoj 3a0KpYKeH Ha jefHy AenMMay, KOju peCcTaBba
HajMamy YKyIHY OyKHHY KadJoBa.
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IIpumep

Vaaz Hznaz
9 37.0
13

014.0

07 8.0

17 11.0

12 8.0

787.0

761.0

2 82.0

86 6.0

237.0

254.0

6 52.0

349.0

54 10.0

Pememe

3aaTak pelaBaMo KOpUIINEHEeM HEKOT Off TPaM3UMBUX aJrOpUTaMa 3a KOHCTPYKIIM]y MUHUMAIIHOT pasanumbyher
cradia.

IIpumoB asropuram

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
#include <utility>
#include <queue>
#include <tuple>
#include <limits>

using namespace std;

typedef int Cvor;
typedef double Duzina;
typedef pair<Duzina, Cvor> Par;

// +beskonacno
const Duzina INF = numeric_limits<Duzina>::infinity();

int main() {

// ucitavamo podatke

ios_base::sync_with_stdio(false);

int n;

cin >> n;

vector<vector<Par>> susedi(n);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1+4+) {
int cvorl, cvor2;
double duzina;
cin >> cvorl >> cvor2 >> duzina;
susedi[cvorl].emplace_back(duzina, cvor2);
susedi[cvor2].emplace_back(duzina, cvoril);

}

// ukupna duzina kablova u trenutnom stablu
double ukupnaDuzina = 0.0;
// najmanje rastojanje svakog cvora od trenutnog stabla
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vector<Duzina> rastojanje(n, INF);

// da li je cvor ukljucen u trenutno stablo

vector<bool> ukljucen(n, false);

// krecemo od praznog stabla - postavljamo rastojanje do cvora 6 na 0.0
// da bi taj cvor prvi bio ukljucen u stablo

rastojanje[0] = 0.0;

// broj cvorova u stablu
int cvorovaUStablu = 0;
// sve dok ne dodamo n cvorova u stablo
while (cvorovaUStablu < n) {
// pronalazimo cvor koji je najblizi trenutnom stablu
Cvor cvorMin = 0;
Duzina minRastojanje = INF; // rastojanje najblizeg cvora od stabla
for (Cvor cvor = 0; cvor < n; cvor++)
if (!ukljucen[cvor] && rastojanje[cvor] < minRastojanje) {
cvorMin = cvor;
minRastojanje = rastojanje[cvor];
}
// ukljucujemo cvorMin u stablo
ukljucen[cvorMin] = true;
cvorovaUStablu++;
// uracunavamo duzinu najkrace grane koja ga spaja sa trenutnim stablom
ukupnaDuzina += minRastojanje;
// njegovo rastojanje do stabla je sada 0
rastojanje[cvorMin] = 0.0;
// razmatramo sve susede cvoraMin
for (const Par& p : susedi[cvorMin])
// azuriramo njihovo rastojanje od trenutnog stabla, ako je to potrebno
if (p.first < rastojanje[p.second])
rastojanje[p.second] = p.first;

}

// ispisujemo konacan rezultat
cout << fixed << showpoint << setprecision(1) << ukupnaDuzina << endl;

return 0;

}

[TpumoB asropuTam ca peioM ca MpUOPUTETOM

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
#include <utility>
#include <queue>
#include <tuple>
#include <limits>

using namespace std;

typedef int Cvor;

typedef double Duzina;

typedef pair<Duzina, Cvor> Par;

const Duzina INF = numeric_limits<Duzina>::infinity();

int main() {
// ucitavamo podatke
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ios_base::sync_with_stdio(false);

int n;

cin >> n;

vector<vector<Par>> susedi(n);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1+4+) {
int cvorl, cvor2;
double duzina;
cin >> cvorl >> cvor2 >> duzina;
susedi[cvoril].emplace_back(duzina, cvor2);
susedi[cvor2].emplace_back(duzina, cvoril);

}

// ukupna duzina kablova u trenutnom stablu

double ukupnaDuzina = 0.0;

// najmanje rastojanje svakog cvora od trenutnog stabla
vector<Duzina> rastojanje(n, INF);

// da li je cvor ukljucen u trenutno stablo

vector<bool> ukljucen(n, false);

// red sa prioritetom koji nam pomaze da efikasnije nadjemo cvor koji
// Jje najblizi trenutnom stablu

priority_queue<Par, vector<Par>, greater<Par>> pq;

// krecemo od praznog stabla - postavljamo rastojanje do cvora 6 na 0.0
// da bi taj cvor prvi bio ukljucen u stablo

rastojanje[0] = 0.0;

pg.emplace(0.0, 0);

// broj cvorova u stablu
int cvorovaUStablu = 0;
// sve dok ne dodamo n cvorova u stablo
while (cvorovaUStablu < n) {
// pronalazimo cvor koji je najblizi trenutnom stablu koriscenjem
// reda i uklanjamo ga iz reda
double minRastojanje; Cvor cvorMin;
tie(minRastojanje, cvorMin) = pq.top();
Pq.pop();
// zbog lenjog brisanja, moguce je da je on ranije ukljucen u
// stablo, pa ga u tom slucaju zanemarujemo
if (ukljucen[cvorMin])
continue;
// ukljucujemo cvorMin u stablo
ukljucen[cvorMin] = true;
cvorovaUStablu++;
// uracunavamo duzinu najkrace grane koja ga spaja sa trenutnim
// stablom
ukupnaDuzina += minRastojanje;
// njegovo rastojanje do stabla je sada 0
rastojanje[cvorMin] = 0.0;
// razmatramo sve susede cvoraMin
for (const Par& p : susedi[cvorMin])
// azuriramo njihovo rastojanje od trenutnog stabla, ako je to
// potrebno
if (p.first < rastojanje[p.second]) {
rastojanje[p.second] = p.first;
// ako se rastojanje smanjilo, dodajemo ga u red, pri cemu
// staru vrednost iz reda (ako postoji) ne brisemo odmah
pq.push(p);
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}
}

// ispisujemo konacan rezultat
cout << fixed << showpoint << setprecision(1) << ukupnaDuzina << endl;

return 0;

}

Kpackenos anropuram

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
#include <tuple>
#include <algorithm>
#include <numeric>

using namespace std;

// tip grane grafa - duzina ide prva, zbog sortiranja
typedef int Cvor;

typedef double Duzina;

typedef tuple<Duzina, Cvor, Cvor> Grana;

int main() {
// ucitavamo podatke
ios_base::sync_with_stdio(false);
int n;
cin >> n;
int m;
cin >> m;
vector<Grana> grane(m);
for (int 1 = 0; 1 < m; 1+4+) {
int cvor0Od, cvorDo;
double duzina;
cin >> cvor0d >> cvorDo >> duzina;
grane[i] = make_tuple(duzina, cvorOd, cvorDo);
}
// sortiramo grane u rastucemo redosledu duzina
sort(begin(grane), end(grane));
// struktura podataka za predstavljanje formiranih grupa
// za svaki element pamtimo u kojoj se grupi nalazi
vector<int> grupa(n);
iota(begin(grupa), end(grupa), 0);

// ukupna duzina kablova
double ukupnaDuzina = 0.0;
// broj trenutno dodatih grana
int dodatoGrana = 0;
for (int 1 = 0; 1 < m && dodatoGrana < n-1; i++) {
int c1 = get<l>(grane[i]);
int c2 = get<2>(grane[i]);
// ako trenutna grana spaja cvorove u dve razlicite komponente
if (grupa[c1] != grupa[c2]) {
int g1 = grupa[cil];
// tada spajamo komponente
for (int j = 0; j < n; j++)
if (grupal[j] == g1)
grupa[j] = grupa[c2];
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// dodajemo granu u drvo

Duzina duzina = get<0>(grane[i]);

ukupnabDuzina += duzina;

dodatoGrana++;

}

}
// ispisujemo konacan rezultat
cout << fixed << showpoint << setprecision(2) << ukupnaDuzina << endl;
return 0;

KpackesnoB anroputam ca CTpyKTYpOM 3a MTPeJICTaBIbarbe IMCjYHKTHUX CKYIOBa (eHr1. union-find).

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
#include <tuple>
#include <algorithm>

using namespace std;

// struktura podataka za predstavljanje disjunktnih podskupova (union-find)
struct UF_Cvor {

int roditelj;

int rang; // bila bi visina, da se ne vrsi dodatno kompresija staze

};

// inicijalizacija - svaki cvor je u posebnoj komponenti
vold UF_Init(vector<UF_Cvor>& uf) {
for (size_t 1 = 0; 1 < uf.size(); i++) {
uf[i].roditelj = i;
uf[i].rang = 0;
}
}

// pronalazenje predstavnika cvora
int UF_Find(vector<UF_Cvor>& uf, int i) {
while (uf[i].roditelj != 1) {
// kompresija staze - svaki drugi cvor ukazuje na svog dedu
uf[i].roditelj = uf[uf[i].roditelj].roditelj;
i = uf[i].roditelj;
}
return i;

}

// unija dve komponente
bool UF_Union(vector<UF_Cvor>& uf, int vi, int v2) {
int vikoren = UF_Find(uf, v1);
int v2koren = UF_Find(uf, v2);
// cvorovi vl 1 v2 su u istoj komponentni
if (vikoren == v2koren)
return false;
// granu vucemo od grupe sa manjim rangom ka grupi sa vecim
if (uf[vikoren].rang < uf[v2].rang) {
uf[vikoren].roditelj = v2koren;
} else if (uf[vikoren].rang > uf[v2koren].rang) {
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
} else {
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// rangovi su jednaki, pa se rang (visina) novog drveta povecava
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
uf[vikoren].rang++;

}

return true;

}

// tip grane grafa - duzina ide prva, zbog sortiranja
typedef int Cvor;

typedef double Duzina;

typedef tuple<Duzina, Cvor, Cvor> Grana;

int main() {
// ucitavamo podatke
ios_base::sync_with_stdio(false);
int n;
cin >> n;
int m;
cin >> m;
vector<Grana> grane(m);
for (int 1 = 0; 1 < m; 1+4+) {
int cvor0Od, cvorDo;
double duzina;
cin >> cvorOd >> cvorDo >> duzina;
grane[i] = make_tuple(duzina, cvor0Od, cvorDo);
}
// sortiramo grane u rastucemo redosledu duzina
sort(begin(grane), end(grane));
// struktura podataka za predstavljanje formiranih grupa
vector<UF_Cvor> uf(n);
UF_Init(uf);
// ukupna duzina kablova
double ukupnaDuzina = 0.0;
// broj trenutno dodatih grana
int dodatoGrana = 0;
for (int 1 = 0; 1 < m && dodatoGrana < n-1; i++) {
// ako trenutna grana spaja cvorove u dve razlicite komponente,
// tada spajamo komponente
if (UF_Union(uf, get<i>(grane[i]), get<2>(grane[i]))) {
// dodajemo granu u drvo
ukupnaDuzina += get<0O>(grane[i]);
dodatoGrana++;
}
}

// ispisujemo konacan rezultat
cout << fixed << showpoint << setprecision(1) << ukupnaDuzina << endl;

return 0;

3aparak: Kunacrepn

V jemHoj 3emsbu ce opraHusyje mammnuoHat y ¢pyadany. Yrakmuue he ce urpatu y n rpajosa, Koju Cy NOBE3aHU
nyreBuMa. Ha TypHupY urpa & ekuma u opraHu3aTopy kejie Aa nojese Te rpagose y k (K < n) rpyma, Tako ga cy
Te TpyIie IITO BUIIIE pa3/BOjeHe, Tj. Tako [a je Hajkpahu myT m3melhy Omino koje aBe rpyre rpagoBa MTo je Behn
Moryhu (1a dv HaBHjaul OWJIM IITO BUIIIE PA3BOjEHH).

Vaa3z: Ca crargapaHOT yia3a yunTasa ce Opoj Opoj k Koju mpe/icTaBiba TpakeH! Opoj rpyma rpaioBa, 3aTHM 7 KOjH
MpeAcTaBiba Opoj rpajioBa, 3aTUM, 3aTHM OPOj p KOjU MpeACTaBba Opoj MyTeBa U 3aTHM Y HAPEIHUX P PEIOBa OIUC

47



I/IABA 1. TPA®OBH

MyTeBa (MHACKCH, KPEHYBIIH O] HyJle, Ba rpaja Koje MyT claja ¥ 3aTHM Ty)KHHa IyTa y KWIOMETpUMa).
W3na3: Ha cranpapaHu usiia3 UCIUACATH yAaJbEHOCT JBE Hajomke (hopMUpaHe rpyrne rpajiosa.
IIpumep

Vaaz Hznaz
10

O R, NNDMMUIERLRFRPOONW
APUUOODNWWLI -

o)}

15
Objaurserve

YV npBoj rpynu Hanasu ce camo rpaa 0, y apyroj rpagosu 1, 3, 5, ay Tpehoj 2,4, 6. YaameHoct usmely npse u apyre
rpyne je 10, a usmelhy npse u Tpehe je 15, a usmehy apyre u tpehe je 11. Hamame pactojame usmely ase rpyne
rpamosa je 10.

Pememe

Kpenumo of cutyanyje y K0joj je cBaku rpaj rpyia 3a cede. Ako je dpoj rpajgioBa jeqHak TpaxeHOM Opojy rpyra,
TO je jenuHa Moryha KoH(uUrypamuja, 10K je y CyIpoTHOM MOTPEOHO U3BPILIUTH IPyNUCAbE HeKa [Ba rpajia y UCTy
rpymny. Hajdome je na ce rpynuiily rpaoBU KOjU Cy ILTO Mare MehycoOHO yaasbeHu, jep Ou ce y ciydajy rpyrnucarmba
HeKa /IBa Jlajba Ipajia CMamkbWIIo HajMame pactojame n3Mely nse pasimuure rpyne. CiiyaH MoCTyIak ce HacTaB/ba
U Jlajbe, CBE JIOK ce He Joduje TpaxeHu Oopoj rpyma. Kama je kpewpano m rpyma, rae je m > k, moTpedHO je
crojutH Heke JBe rpyne. [ToHoBo dupamo Hajkpahy rpaHy Koja moBe3yje HeKe JIBe pa3IiuuTe rpyre U Te IBe rpyme
cnajamo. Jlakje, MOCTyHaK pelaBamMo rpaM3UBUM aJITOPUTMOM, KOjU je BeoMa ciaudyaH KpackesaoBoM ainroputmy
3a M3pajky MUHUMAIHOT noBe3yjyher npeera. Hajmame pactojame rpyna Ouhe & — 1-Ba 1o AyXMHHM rpaHa Koja
TIpUIIa/ia TOM ipBeTy. VMriemMeHTanuja Tedye Tako IITo COPTHPAMO CBE I'paHe 110 AyKWHU, OOMIa3uMo uXx y pactyhem
penocneny TyXHHE U A0AajeMo jeqHy MO jeHy IpaHy Koja craja YBOPOBE y Pa3IMINTAM KOMIIOHEHTama. YyBame
KOMITIOHEHATa BPIIMMO KOpHIINemeM CTPYKType NojaTaka 3a Pelpe3eHTOBambE AUCjYHKTHUX CKyIOBa (EHIJI. union-
find). Kana ce dpoj koMIIOHEHaTa CMakU MCIIOJ XKeJbeHOT Opoja k, Mmocye/a 10Jata rpaHa MpecTaB/ba HajMarmbe
pacrojame n3melhy Heke Be 0 k KOMIIOHEHaTa.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <tuple>

using namespace std;

// struktura podataka za predstavljanje disjunktnih podskupova (union-find)
struct UF_Cvor {

int roditelj;

int rang; // bila bi visina, da se ne vrsi dodatno kompresija staze

}

// inicijalizacija - svaki cvor je u posebnoj komponenti
vold UF_Init(vector<UF_Cvor>& uf) {
for (size_t 1 = 0; 1 < uf.size(); i1++) {
uf[i].roditelj = 1i;
uf[i].rang = 0;
}
}
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// pronalazenje predstavnika cvora
int UF_Find(vector<UF_Cvor>& uf, int i) {
while (uf[i].roditelj != 1) {
// kompresija staze - svaki drugi cvor ukazuje na svog dedu
uf[i].roditelj = uf[uf[i].roditelj].roditelj;
i = uf[i].roditelj;
}
return i;

}

// unija dve komponente
bool UF_Union(vector<UF_Cvor>& uf, int vi, int v2) {
int vikoren = UF_Find(uf, v1);
int v2koren = UF_Find(uf, v2);
// cvorovi vl 1 v2 su u istoj komponentni
if (vikoren == v2koren)
return false;
// granu vucemo od grupe sa manjim rangom ka grupi sa vecim
if (uf[vikoren].rang < uf[v2].rang) {
uf[vikoren].roditelj = v2koren;
} else if (uf[vikoren].rang > uf[v2koren].rang) {
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
} else {
// rangovi su jednaki, pa se rang (visina) novog drveta povecava
uf[v2koren].roditelj = vikoren;
uf[vikoren].rang++;
}

return true;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
// broj zeljenih grupa
int k;
cin >> k;
// broj gradova 1 broj puteva
int n, p;
cin >> n >> p;
// ucitavamo sve puteve (uredjene trojke)
typedef tuple<int, int, int> Put;
vector<Put> putevi(p);
for (int 1 = 0; 1 < p; 1++) {
int g1, g2, duzina;
cin >> g1 >> g2 >> duzina;
putevi[i] = make_tuple(duzina, g1, g2);
}

// sortiramo sve puteve po duzini
sort(begin(putevi), end(putevi));

// struktura podataka za predstavljanje formiranih grupa
vector<UF_Cvor> uf(n);
UF_Init(uf);
// na pocetku je svaki grad u svojoj grupi
int brojGrupa = n;
// obilazimo puteve u rastucem redosledu duzine
for (auto put: putevi) {
// ako je ovaj put izmedju dve razlicite grupe
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if (UF_Union(uf, get<i>(put), get<2>(put))) {
// spajamo dve grupe kojima pripadaju krajevi tog puta
brojGrupa--;
if (brojGrupa < k) {
// ako se broj grupa smanjio ispod k, upravo dodati put je bio
// najkraci put izmedju neke dve od k prethodno formiranih grupa
cout << get<O>(put) << endl;
break;
}
}
}

return 0;



I'nmaBa 2

Auredapcku aJaropuTMu

Kaja u3BpiaBaMo Heky anredapcKy orepalyjy, Kao LITo je PelMMO MHOKE e IBa Op0ja W BbUXOBO CTEIEHOBAE,
MU y CTBApH M3BPIIABAMO HEKH anroputaM. MH Te orepaiyje KOPUCTUMO Kao IpajiMBHE eJIeMEHTe Y pa3BHjamy
CJIOKEHUjHX aJITOPHTaMa M YecTO He 3aJ1a3UMO 1yOsbe Y aHaIu3y HBHXOBe CIOXEeHOCTH. MeljyTuM, 1 camu anropur-
MU cadupama, Oy31Marba, MHOXKEHha U Jiejberba OpojeBa (ITOCedHO ako ¢y OpojeBH 1aTh HU30BHMA CBOjUX HKpapa)
MIpe/ICTaB/bajy BakHe aredapcke aaropurMe. Y anredapcke ajiropuTMe Criajiajy ¥ MHOTH aJITOPUTMHU €a KOjUMa CMO
ce paHHje CycpeTay Kao LITO Cy M3pauyHaBame BPeJHOCTH Opoja Ha OCHOBY JaTHX udapa Wid, HaCylpoT TOMe,
oapehuBame 1udapa dpoja Ha OCHOBY HErOBE BPEAHOCTH, 3aTHM Pa3HH AITOPUTMHU HaJl MOJMHOMUMA Kao IITO CY
M3pavyHaBambe BPEJHOCTH MOJIMHOMA U MHOXEHe TIOJMHOMA. Y HacTaBKy heMo ce DaBHTH anredapCKuM airopur-
MHMa ca KOjuMa ce J0 cajia HUCMO cycpeTaid. MHOIM of] lhUX UIpajy BaXKHY YJIOTY y 0OJIaCTH KpHITOorpaduje, anm
U y ApYTuM odjacTuma.

2.1 MoayaapHa apuTMeTHKA

Kaxemo 1a je Opoj r ocTaTak mpu nesberby Opoja x OpojeM y U mumeMo x mod y = 7 aKO U cCaMO aKO MOCTOjU Opoj
grakaBmajex = q-y+ru0 < r < y. INopen Tora mro ca mod o3HayaBamo OMHApPHY onepanyjy, mod ce Moxe
KOPHCTHTH M Ka0 03HaKa OMHapHe penanuje y cKyIny nenux dpojesa. Hamme, miucahiemo a = b mod m ako m|(a —b).
OBo je eKBUBAJICHTHO TOME Ja a 1 b 1ajy MCTH OCTaTaK IpH Jesbey ca m. Ha mpumep, mumemo 12 = 2mod 5 jep
5|(12 — 2).

PCIIaLlI/ij mod KOPUCTUMO Y HEKUM CBAKOJHEBHUM CI/ITyaLlI/IjaMa, a 1a Tora 4€CTO HUCMO HH CBCCHU.

» JenaH of TakBUX IpUMepa je paj ca BpemeHoM. Hanme, 3a 15 catu HakoH 11 yacoBa pehu hemo na je 2 cara
(mro ogroBapa Tome 1a je 11 + 15 = 2mod 24).

o Cim4HO BakM U 3a JaHe Y HeJlesbH, Koje pauyHaMmo 1o Moayy 7. AKO je JaHac, pelliMoO, YeTBpPTaK U UHTepe-
cyje Hac koju he gaH duTtH 3a CTO JaHa, HE MOpaMo Ja OpojuMo jeaaH mo jeaad gaH. CBakoM JaHy MOXEMO
NPUIPYKUTU HEKU OCTaTak Mpu Jesbewy ca 7 (0 - moHepespak, 1 - yropak, 2 - cpena, 3 - 4eTBprak, 4 - nerak,
5 - cybora, 7 - Hexmema), a 3atum uspadyHaty (3 + 100) mod 7 = 5 u 3nahemo ga je 3a 100 mana cybora
(mpohu he 14 nmynux Hezeba Tj. 98 naHa u Ouhe MOHOBO YETBPTaK, HAKOH 99 naHa he duTH meTak, a HAKOH
100 cydota). AHAJIOTHO Ce payyHa M Mecell UM PeAHH Opoj HeJesbe Y TOAUHM.

e CiIMYHO BaK¥ ¥ IPHJIMKOM paja ca yriIoBuMa (Koje padyHamo 1o Moayry 360 crerneHn).

MonynapHa apUTMETHKA UMa IyHO MPAaKTUYHKUX NPUMEHa: KOPHCTH Ce 32 M3padyHaBame KOHTPOJIHUX CyMa 3a Me-
hynaponue crangapnHe uneHTH(rKaTtope kiura (ISBN Opojese) u upentudgukarope danku (IBAN). MoaynapHa
ApPUTMETHKA j& M y OCHOBH CABPEMEHHUX KPHUITOrpad)CKUX CUCTEMA.

BpojeBu ce y pauyHapuMa mpesicTaBibajy o Moayny 2F. Ha npumep, y jesuxy C++ Spojesu tuma unsigned int
npesicTaBsbajy ce o Moayny 232, Ha npumep, y jesuky C# 6pojesu tuma uint mpeacrasmajy ce o momyiy 232, V
HapeTHOM KOy pe3yJiTaT KBaJapupama opoja 123456789 duhe Bpeanoct 1234567892 mod 32 = 2537071545.

unsigned int x = 123456789;
cout << x*x << endl;
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2.1.1 Cadupame 1 MHOKEH€ M0 MOJIY.JIY

YKouKO je NoTpedHOo 0gpeAnTH BPEeAHOCT 30Mpa WM IPOoU3BoAa OpojeBa ifo Mogy.ay m o IOMONU HaM MOTy OUTH
HapeJHe peJaryje:

(a +b)modm = (amodm + bmodm)modm

(a-b)modm = (amodm - bmodm)modm

okaxumo apyry pejanujy (IpBa je jeJHOCTABHM]a 3a JOKA3MBAIbE, 1A j€ OCTaB/baMo 3a BexkOy). IIpernocTaBuMo
rajea=q, -m+roub=q-m-+r,3a0<r,r, <m. TagaBaxumajea-b= (g, -m+714) (g -m+rp)
=(Qa @ -M~+qa - Tob+Ta Q)M ~+7q 7. AKOBaKH T Je T, -7y = ¢-m+7320 < 7 < m, Taga je
caa-b=1(q @ -m=+qs-r5+7e g +qm+r naje(a-b)modm = r. Cagpyre crpaHe, Baku Ja je
(amodm - bmod m)modm = (ry - rp) mod m = r, uume je TBpherbe JOKa3aHo.

2.1.2 Opy3umame o MOAyJIy

Pasmotpumo npodiem oapehuBama pasiuke dpojeBa b u a mo moayiay m. Ha mpumep, noTpedHO je onpeauTtu
Bpensoct (b — a) mod m. Kenenu GucMo Ja Kao BPEAHOCT OBOT M3pa3a JOOM]eMO HEHEraTHBHY BPEIHOCT YaK U Y
ciydajy kaga je b < a. Meljytum, He TocToju caracHOCT u3Melly pa3iiMYuTHX MPOrPaMCKHX je3uKa Y pauyHarby
BpPEIHOCTH X % M Kaja je x HeraTuBHO. Hamme, y jesuky C++ u y jesuky C# OMCMO 3a BpeTHOCT OCTAaTKa JTOOVIIH
HEraTUBaH Opoj: BpeOHOCT M3pasa (2 - 7) % 3 duna du -2, nok dm y jesuky Python kao pe3yrart moOmIM MO3UTHBAH
opoj 1. YMmecTo Aa BpIIMMO UCIIMTHUBAaKE Jla JIU je JAeJbeHUK HeraTtusal, ako je 0 < a,b < m, nosutusaH pe3yntaTt
je Moryhe nobuTy u3padyHaBameM BpeqHOCTH U3pasa (b — a + m) mod m. [fogaBameM BPeIHOCTH 1M, BPEJHOCT
b — a 4+ m he mocratu cCUrypHO HeHeraTUBHA (jep pa3JivKa b — a He MOxe OUTH Mama O]l —1n), a TPaKeHe OCTaTKa
he nMpakTMYHO MOHMIITHUTH NMPBOOMTHO JIOAABAE BPEJHOCTH 1m). Y NPETXOAHOM CMO CE OCJIOHWIM Ha YNEEHHILY
Jacy u a u b Opojesn koju cy Behu win jeqaaxu o 0 1 crporo Mamu off m. [IpoHasaxerme BpefHOCTH pasivKe Mo
MOJyITy m Moryhe je ¥y OIIITeM CIy4ajy v BaXu

(B — A)modm = (Bmodm — Amodm + m) modm

Hoxkaxumo oBo TBpheme. [Togcetnmo ce aa je x mod y = 7 aKo ¥ caMO aKoO MOCTOjH ¢ TAKaB J1a je & = ¢-y-+7 U aKo je
0<r<y. Hekaje A=q,-m+auB = q, -m+b,3a0 < a,b < m. 3aro je Amod m = au Bmodm = b. Heka
je B—A+m = p-m+r3auneko0 < r < m. 3aro je (B mod m—A mod m+m) modm = (b—a+m) modm = r.
Takohe, Baxnugaje B— A= (qp—qo) - m+(b—a) = (gp—qa—1) - m+(b—a+m) = (gp—qa —1+p) -m+7,
na je u (B — A) mod m = r, uume je TBphetbe LOKa3aHO.

2.1.3 CreneHoBame 0 MOY.IY

Kao nocrenna MHOXema 10 MOIYJLy, BaU U HapeIHO TBpheme, koje omoryhasa J1a ce u3pauyHa CTETIeH 10 MOAYJTY:

a” modm = (amodm)™ modm

3anarak: Onepanuje mo MoayJy

Hanumiwm nporpam koju oapelyje nocientse Tpu Ludpe 30Mpa 1 nocieme TpY Ludpe MPOU3BoJa YeTHPU yHETa
uesa dpoja.

Vaa3: V cBakoM pejly CTaHA@pAHOT yJa3a YHOCH ce 10 jeaH 1eo Opoj us untepaia [1..999].

N3aa3: Ha cranmapaau u3nas ce ucnucyjy opoj oapeheH ca nocnenmwe Tpu nudpe 30upa u dpoj oapeheH ca nocnen-
e TpU 1M pe Npon3BoJa yHeTuX OpojeBa (eBeHTyanHe Bojehe HyJie ce He Mopajy UCIHCATH).

IIpumep

Vaaz Hznaz
999 996
999 1

999

999
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Pememe

Wpeja xoja npupogHO MpBa NajiHe HamaMeT je Aa ce U3padyyHajy 30up M NMPOU3BOJ YHETUX OpojeBa, a OHJa Ja ce
HocNe/Ikbe TPU LUdpe ofpeae U3padyHaBambeM OCTaTKa IpH LesodpojHoM aebewsy ca 1000. Kaga ce y 003up y3me
pacroH dpojeBa Koju ce YHOCe, TAKBO pellere O 1aBajio KOPEeKTHE pe3yJITaTe y ciiydajy 30upa, MeljyTum, mponsBos
OpojeBa Moxe duTm MHOro Behm of camux OpojeBa W MOXe MPEKOPAUYUTH PACIIOH THIA int KOju KOPHUCTHMO 3a
penpe3eHToBabe LIEIUX OpojeBa U 3aTO pe3yJITaT MOke OUTH MOTpelaH.

#include <ilostream>
#include <cmath>

using namespace std;

int main() {
int a, b, c, d;
cin >> a >> b >> ¢ >> d;

cout << (@ + b +c+d) % 1000 << endl;
cout << (a * b * c * d) % 1000 << endl;

return 0;

}

3arto je 3a u3padyHaBame MOCIEAE TPH U pe TPOU3BOAA HOTPEOHO IMPIMEHHUTH MaJIo HATIPEIHIjH AITOPUTAM KO jH
KOPHUCTH YMIHEHUIY [1a Cy 32 MOCIehe TP Lu(pe MPON3BOJa PEIeBAHTHE CaMO TOCIIehe TPY LU(Pe CBAKOT O
YMHWIAIA. 3aTo je mpe MHOXemha Moryhe oipeInTH ocTaTak npH aesbery ca 1000 cBakor o unHWIaIa, u3padyyHaTu
MIPOU3BO/, a OHJIA OJPEAUTH HEroBe TPU MocieAmhe U(pe U3pauyHaBabeM OCTaTKa HBeroBor npu jaembewy ca 1000.
AHaJIOTHY TaKTUKYy Moryhe je IpMMEHUTH U Ha U3padyHaBambe 301pa.

®yHKIMje 32 MHOKEHE M cadupare Mo MoIyiy 3acHoBahemo Ha pemamdjama (a + b)modn = (amodn +
bmodn)modn u (a - b)modn = (amodn - bmodn)modn, a onma hemo Ux NpuMewMBATH Tako ITO he-
MO mpou3Bo[ (Tj. 30Up) MO MOIYJIY h CBUX IPETXOAHUX OpojeBa MpUMeHOM (PyHKIIMja KOMOMHOBATH Ca HOBUM
dpojem. [lakie, ako (pyHKIHMjy 3a cadMpame Mo MOIYJIY 7 O3HAYMMO Ca +p, a 32 MHOKEHE 110 MOAYIY 7 Ca -y,
m3pauynaBahemo ((a +,, b) +,, ¢) +, d1j. ((@ 5 b) - €) - d.

Harnacumo f1a je uzpauyHaBame LEI00POjHOT KOIMYHUKA M OCTaTKa BPEMEHCKH 3aXTeBHA orepauyja (Hajuenthe ce
M3BpIIABa JI0CTA CIOPHje HEro OCHOBHE apUTMETHYIKE OMepallyje), Tako Aa je y MpaKkcy MoxesbHo n30ehu je kaza je
To Moryhe. Ha mpumep, ako cre motmyHo curypau fa he a + b dOutu moryhe peripeseHTOBaTH 0JadpaHUM THIIOM
nozaraka, taja je ymecto (a mod n + bmod n) mod n unak Sosse Kopuctutu (a + b) mod n.

int plus_mod(int a, int b, int n) {
return ((a % n) + (b % n)) % n;
}

int puta_mod(int a, int b, int n) {
return ((a % n) * (b % n)) % n;
}

int main() {
int a, b, ¢, d;
cin >> a >> b >> ¢ >> d;

cout << plus_mod(plus_mod(plus_mod(a, b, 1000), c, 1000), d, 1000)
<< endl;

cout << puta_mod(puta_mod(puta_mod(a, b, 1000), c, 1000), d, 1000)
<< endl;

return 0;

}

YMmecTo y jeHOM u3pasy, 30up 1 MPou3BO]] MOKEMO pauyHaTH UTEPATUBHO TAKO LITO X MHUIMjATN3YjEMO Ha HyJTy
Tj. jeOWHUILY, a 3aTUM Y CBaKOM Kopaky Tekyhu 30up Memamo 30upoM 1o MoayJty Tekyher 30upa u tekyher dpoja,
a TeKyhu Ipor3BoI MemaaMo MPOM3BOAOM 0 MOAYJTy TeKyher mponsBoa u Tekyher dpoja.
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#include <ilostream>
#include <cmath>

using namespace std;

int zbir_po_modulu(int a, int b, int n) {
return ((a % n) + (b % n)) % n;
}

int proizvod_po_modulu(int a, int b, int n) {
return ((a % n) * (b % n)) % n;
}

int main() {
int a, b, c, d;
cin >> a >> b >> ¢ >> d;

int zbir;

zbir = zbir_po_modulu(a, b, 1000);
zbir = zbir_po_modulu(zbir, c, 1000);
zbir = zbir_po_modulu(zbir, d, 1000);
cout << zbir << endl;

int proizvod;

proizvod = proizvod_po_modulu(a, b, 1000);
proizvod = proizvod_po_modulu(proizvod, c, 1000);
proizvod = proizvod_po_modulu(proizvod, d, 1000);
cout << proizvod << endl;

return 0;

}

3axarak: MoHOMOJI

MoHonor je urpa y kojoj ce urpauu kpehy o nossuma Koja cy nocrasbeHa y Kpyr. Mrpaun ce yBek kpehy y cMepy
KazasbKe Ha caty. [IpeTrocraBumo s1a cy rojba 03HaueHa peiHuM dpojeBrumMa Koju kpehy o 0, 1a cy Ha oueTKy urpe
00a Wrpaya Ha TOM IOJbY M JIa C€ TOKOM UIpe UTpaud HUCY KpeTald yHaTpar. AKO ce 3Ha Opoj 1mojba Koje je IpBU
Wrpad Mperrao oj MovYeTKa Urpe U Opoj mosba Koje je APYTH Urpad Mperrao oj MoYeTKa Urpe HAIUIIY [IPOrpaM KO ju
M3payyHaBa KOJMKO KOpaKa MpBU Urpad Tpeda Aa HalpaBy Aa OU JOLIA0 Ha I0/be Ha KOM Ce Hasla3W JpYrH Urpad.

Vaa3: Ca cranpapaHor yiaa3a ce yHoce TpH IpupoaHa Opoja. Y IpBOj IMHUjU JaT je Opoj Mmosba Ha Tadiu, y Apyroj
Opoj mosba Koje je oj moveTka urpe mpeiao npey, a y Tpehoj dpoj mosba Koje je of MmoveTka urpe mperiao Apyru
urpad.

HN3ma3: Ha CTaHJap/IHU U3J1a3 Tpe6a HCIIMCATH KOJIMKO KOpaKa YHaIpea urpad Tpe6a Ja HaIlipaBu J1a Ou crurao Ha
JKEJBbCHO IIOJBE.

ITpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz
10 4 10 6

3 7

7 3

Pememe

O3HaunMo yKymnaH Opoj rmosba ca 1, Opoj mosba Koje je MpBY Urpad mnpeiiao ca A u Opoj mosba Koje je Apyru urpad
npeiao ca B. O3HaurMo Opoj Nosba Ha KOMe ce MPBU Urpad TPEHYTHO HaJla3H ca a, a Opoj Nojba Ha Koje Tpeda aa
crurHe ca b. TokoM CBOT KpeTara OH je Ipelao k, myHux kpyrosa (k, > 0) y KojuMa je rmperao 1o n 1mojba 1 HAaKOH
TOTa jOUI @ MOoJba, Tako jaa je A = k, - n + a. Hdakuie, nomro je 0 < a < n, Ha OCHOBY Jie(pHHUIIA]e 1eTI00POjHOT
Jesbera Baxu 1a je a = A mod n. Cnuuho je u b = B mod n.

Axo je b > a Taja ce dpoj Kopaka MOke U3padyHaTH Kao b — a. Mebhytum, moryhe je n na Baxu b < a 'y Tom
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ciydajy urpad Mopa rpehu mpeko nosea Start koje je o3HadeHo opojem 0. Bpoj kopaka koje urpad Tpeda a HarpaBu
Iia oW Of1 ToJba Ha KOM Ce HaJla3W CTHTrao J0 Iojba Start je n — a, a dpoj Kopaka MoTpedHUX J1a Off 1mojba Start CTUTHE
JI0 JKeJLEHOT TI0Jba je b, Tako /1a je yKymaH Opoj Kopaka jeaHak n — a + b. Ha ocHOBY OBe AMCKycHje jeIHOCTaBHO je
HAaIpaBUTH IPOTrpaM KOjU aHAJIM30M OBa JIBa CIydyaja CTHXE JIO pellerba.

int brojPolja;
int presaoPrvi, presaoDrugi;
cin >> brojPolja >> presaoPrvi >> presaoDrugi;
int saPolja = presaoPrvi % brojPolja;
int naPolje = presaoDrugi % brojPolja;
cout << (naPolje >= saPolja ?

naPolje - saPolja

naPolje - saPolja + brojPolja)

<< endl;

Jomr jemHO reuITe KOje JOBOIM IO UCTOT pellera je MOryhHOCT Ja ce y ciydajy Ja je b < a mpoMeHe O3HaKe Ha
nojbMMa u3a crapra. Tako dou ce mosbe Start ymecto ca 0 o3Haumio ca n, cieaehe du ce ymecto ca 1 o3HauUMIO ca
1 + n wutn., Dok ou ce mosbe b o3HauWIO ca b + n. Jlakie, perieme J00HjaMO TaKo IITO YMamwmiIan yBehaBamo 3a n
YKOJIMKO je MamU Off YMameHNKa, ¥ N3PauyHaBaMO Pa3JIuKy.

int brojPolja;
int presaoPrvi, presaoDrugi;
cin >> brojPolja >> presaoPrvi >> presaoDrugi;
int saPolja = presaoPrvi % brojPolja;
int naPolje = presaoDrugi % brojPolja;
if (naPolje < saPolja)
naPolje += brojPolja;
cout << naPolje - saPolja << endl;

IocmatpaHo joil U3 jeTHOT YIJia y OBOM 3aJaTKy Ce TPakKH Jia ce ofipeu pasiivka opojera B u A o monyny n. To
CyrepuIlle Jia je yMeCTO aHam3e CllyyajeBa peliere Moryhe 1o0uTH M3padyHaBameM BpegHocTy uspasa (b — a +
n)modn 1j. (Bmodn — Amodn + n) modn. 3aucra, ako je b > a, Bpennoct uspasa b — a + n duhe Beha
WK jeIHaKa N U HeH OCTaTaK MpH [ejberby ca n Ouhe jegHak BpegHOCTH b — a (Tpakeme ocTaTKa he mpakTU4HO
MIOHUIITUTH MPBOOUTHO JAoJaBame BpeaHoctr n). Ca apyre crpaHe, ako je b < a taga he b — a duTn HeraTuBaH
0poj, ma he ce nogaBameM BpeTHOCTH 1 JOOUTH Opoj U3 uHTepBaia usmehy 0 u n — 1. 3aTo nmpoHalaxeme ocTaTka
Hehe Ha Kpajy MpOMEHUTH pe3yJTar u loduhe ce BpeHOCT b — a + 1 33 KOjy CMO PeKJIH Jia je TpakeHa BPeAHOCT Y
OBOM CJIy4ajy.

int brojPolja;

int presaoPrvi, presaoDrugi;

cin >> brojPolja >> presaoPrvi >> presaoDrugi;

int saPolja = presaoPrvi % brojPolja;

int naPolje = presaoDrugi % brojPolja;

cout << (naPolje - saPolja + brojPolja) % brojPolja << endl;

3aparak: Pazdpajanuna

Heua croje y kpyry u ozpelyjy ko he o BHX [1a )KMypH TaKO LITO U3rOBapajy HeKy pa30dpajasuily (Ha npumep, eru-
neny-tien]). Ako ferry odenesxxuMo OpojeBuma ox 0 1o n — 1, peioM Kako cToje y Kpyry, ako je IOo3HaT dpoj peun
(cnoroBa) pazdpajasuiie 1 ako je MO3HAT PeIHU Opoj JeTeTa Ol KOjer Mounbe pa3dpajarbe, HalUIIU MporpaM Koju
MpuKasyje peaHu Opoj aAerera Koje je omadpaHo Ja kmypH (Tj. Ha KoMe ce pa3dpajame 3aBpiliaBa).

VYaa3: Yuoce ce Tpu npupoaHa dpoja. bpoj ciorosa pazdpajammie, Opoj gelie U peqHu Opoj AeTeTa 0 KOjer IOUnbe
pazdpajame. [IpernioctaBuhemo na je dpoj meue mamu o 100, a ma je Opoj cioroa mamu ox 1000.

M3aa3: Vcrmcyje ce jenaH mpupoaHu Opoj — peaHd Opoj aeTeTa oqadpaHor 1a KMYpH.

IIpumep

Vaaz Uznaz
13 1

7

3
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Objawroerve

[IpernocTaBuMO ja ceaMOpo JAelie Yy Kpyry KOpHCTH pa3dpajaivily eny-nenu-er, a aa opojame Kkpehe on gerera
opoj 3, pazdpajame he Tehu oBako:

eun-neun-ney- jacam-manu-3el - TMCU-Mana-npene-anua-euun-neuym-ney
3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1

Pememe

Heka je Opoj croroBa pazdpajammiie s, dpoj mere d, a dpoj meteTa of KOjer Nourmbe dpojame p. AKo Ou nera Oma
nopeljaHa y je[Hy Ayraduky BPCTy YMECTO y KpyT, Taja ou ce dpojarbe 3aBpIImio Ha AeteTy ca opojem p + (s — 1).
3aucra, TIPBY CJIOT Ce U3roBapa Ha AeTeTy Opoj p, Apyru Ha aetety Opoj p + 1, Tpehu Ha metety Opoj p + 2, a s-Ti
Ha jietety p + (s — 1).

AKo cajia 3aMHCIIMO J1a ce Jielia U3 Te Ayradke Bpcre pehajy y Kpyr y Kome uma TadyHo 7 MecTa, CBakoM JIETEeTy y
BpctH he dpoj HEeroBor Mecra y Kpyry OUTH JIoeJbeH Ha cieaehy HauuH.

012345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 ...
01234560123 45 6 01 2 3 456 7 0

[IpumeTnmo fa MecTo y Kpyry Koje e duTth 1o1e/beHo IeTeTy Koje je y BPCTH Ha MO3UIUjH k oapelyje Tako mTo ce
oJpeay ocTatak Tor dpoja k ca 7 (Ha mpuMep, ocTaTak MpH Jesbemy Opoja 19 ca 7 je 5 jep je 2- 7+ 5 = 19, a dpojy
19 noneseno je TauHO MecTo 5 Ha Kpyry). CimuHo he BaxkuTH 1 ako je dpoj mene d, jemuno mTto he Taga ymecto
ocTaTKa MpH Jejberby ca 7 OUTH MoTpedHO OJIpeIUTH OCTaTaK MpH Aesberby ca d. [TomTo cMo pekiu qa du n3adpaHo
nete umaino peauau 0poj p + (s — 1) y Bpery, y kpyry he to duru nere ca peaaum dpojem (p + (s — 1)) mod d.

O npekopauemy

Towro Baxu 12 je (a + b) mod ¢ = (amod ¢+ bmod ¢) mod ¢, mrro je qokaszano y 3agarky Orieparje o Moyiy,
pesyJrrar du Morao duth uspavyHat u uzpazoM (pmod d + (s — 1) mod d) mod d, 1j. (p + (s — 1) mod d) mod d,
jepjep < d,ma je pmodd = p. OBuM OM ce ToHekJIe yonaxkuia MoryhHOCT HacTajama Ipekopaderna y cadupamy,
aKo OM BpPEAHOCTH D U s OWJIE jaKO BeJIMKE (IUTO y OBOM 3aJaTKy HUje Cllyyaj).

int broj_slogova, broj_dece, prvo_dete;
cin >> broj_slogova >> broj_dece >> prvo_dete;
cout << (prvo_dete + (broj_slogova - 1)) % broj_dece << endl;

3aparak: 30up OpojeBa no moayay

Hanumm nporpam koju n3padyHasa 30Up NpUPOAHUX OpojeBa of 1 10 n 1o AaTOM MOIYIy M.
Vaa3: Ca crangapJHor yjasa ce yHoce JBa 1iej1a Opoja, CBaKH y IOCEOHOM pejy:

e n(102<n <232 1)
e m(2<m<100)

W3na3: Ha cranpapiHu usna3 UCOKMCATH jeflaH Lieo Opoj KOjU MpecTaBiba TPAXKEHU 30Up IO MOIYITY.

IIpumep

Yaas Hznaz
100 50
100

Objauroerve

30up cBux dpojesa ox 1 go 100 je 5050 u ocrarak npu gemery ca 100 je 50.
Pememe

HauBan HauuH Ja ce oBaj 3aaTak pely je rpydoM cuiioM, noMohy nembe y Kojoj ce o0pabyjy jeaaH no jenan dpoj
1o 1 1o n ¥y uMjeM ce Tely ce U3padyHaBa 30HMp IO MOIYJY M JOTajalimer 30upa z u tekyher dpoja ¢. Kako
cMo BHzesH y 3aaaTky Onepaiije o Mo/yty To ce Moxe u3padyHaru nomohy (z mod m + 4 mod m) mod m, 1j. ca
(z4+imod m) mod m, jep yy cBakom kopaky Baxu 0 < z < m, na je z mod m = z. Y3eBIIH y 003Up OrpaHHICHE
BPEJHOCTH 1 JaTO Y TEKCTY 3aJaTKa, IOTPEdOHO je yrnorpeduTtu 64-0UTHU TUM MoJaTaKa 3a MpeJCTaB/bambe NojaTaKa.

typedef unsigned long long ull;
ull n, modul;
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cin >> n >> modul;
ull zbir_po_modulu = 0;
for (Ull 1 = 1; 1 <= n; 1++)
zbir_po_modulu = (zbir_po_modulu + i1 % modul) % modul;
cout << zbir_po_modulu << endl;

EdukacHo pereme je na ce mpuMeHH popMyia 3a U3padyHaBare 30Mpa apuTMeTHIKor Hu3a Tj. [aycoBa opmyna
1 . s _ n(n+1)

3a 30Mp NpBUX N NPUPOAHUX OpojeBa (BUAM 3amaTak Crioprcke HpI/'IHpeMC) Ha OCHOBY Koje je z = ——5—. Y

OBOM 3aJaTKy Ce TpaxH Jia ce 30Mp M3padyHa 1o MonyJty mator opoja m. TauHo jegan ox OpojeBa nun + 1 je

TnapaH, Tako /J1a C& TPAKEHH PE3yJITaT MOXE U3PavyyHaTH Kao MPOU3BOJ OpojeBa 5 M n + 1 1Mo MOyIty m WM Kao

pou3BOJI OpojeBa n u "TH 1o Moysty m. IIpousBo dpojeBa a u b 1o MOIyJy U3pauyHaBaMO Ha OCHOBY hopmyJie

((amodm) - (bmod m)) mod m kojy cmo npukaszam y 3agatky Onepatiyje 1o MoyJy.

typedef unsigned long long ull;

ull proizvod_po_modulu(ull a, ull b, ull m) {
return ((a % m) * (b % m)) % m;
}

int main() {

ull n, modul;

cin >> n >> modul;

ull zbir_po_modulu =
n%?2===07
proizvod_po_modulu(n / 2, n + 1, modul) :
proizvod_po_modulu(n, (n + 1) / 2, modul);

cout << zbir_po_modulu << endl;

return 0;

}
3aparak: Car

[permocTaBUMO Oa MPUIMKOM HCKa3MBamka BpeMeHa 3a caTte KOprcTHMo camo dpojese ox 1 mo 12. Tako 3a 17:45
Kaxemo 5:45, a 3a 0:32 kaxemo fa je 12:32. Ako je mo3HaT Opoj caTy U MUHYTa TaKaB Jia je Opoj caTu y Orcery of
0 o 23, a munyTa ox 0 10 59, Ucka3zaTi To BpeMe Tako ja je Opoj catu y omcery 1 go 12.

VYaa3: Yuurasajy ce 1Ba 0poja, cBaku y noceOHOj TMHUjU. Y IPBOj JIMHUjH je Opoj catu (m3mehy O u 23), ay apyroj
JIMHUjU je Opoj muHyTa (M3meDy O u 59).

MN3aa3: Mcnucyje ce jemHa JMHMja Y KOjOj ce TIpHKa3yje BpeMEHCKH TpeHyTak y (popmaty h:m, rae je Opoj catu h
m3mely 1 u 12, a dpoj munyTa m3mehy 0 u 59.

ITpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
0 12:32 5 5:35
32 35

Pememe

V 3agaTKy je KJby4HO OJIpE/IMTH IpECMKaBame CaTH, JOK ce MHUHYTH HCIUCYjy HempoMemeHo. [lomro Opojame
Tpeda na Oyze ox 1 mo 12, moTpedHo je na peanusyjemo cienehe mpecirKaBambe:

0 1
12 1

11 12 13 14 15 ... 22 23 h

2
2 1m 12 1 2 3 ... 10 11 f(h)

Jenan on HaumHA Ja ce TO ypaau je Aa ce YHOTpeOH rpaHame U Ja ce BpegHocT 0 mpecimka y BpegHocT 12, ma ce
BpenHocty u3Mely 1 u 12 npecnukajy came y cede, a aa ce on1 BpenHocTH Behe oa1 12 npeciiukajy ony3umameM dpoja
12 o BUX.

int h, m;
cin >> h >> m;
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if (h == 0)
h =12;
else if (h > 12)
h=h-12;

39,9

cout << h << << m << endl;

Catu ce eprUOANIHO TIOHABJbAjy Ha cBakMX 12 catn. Ako ducmo cate dpojamu og 0 mo 11, Taga Ou ce ogrosapajyhe
TMIPECIIMKABAbEe MOIJIO OIPEANTH jeTHOCTABHUM IPOHANIAKEEM OCTaTKa IPH Aesbery ca 12.

o 1 2 .. 11 12 13 14 15 ... 22 23 h
0 1 2 11 0 1 2 3 ... 10 11 hmod12

[MpumeTrMO fa HAKOH M3pavyHaBama OCTaTKa MPH 1ETOOPOJHOM Jiesbeby ca 12 mpodieM npaBe jearHO BPeaHOCTH
0 u 12 koje cy ce npeciukane y 0 ymecro y 12.

Taj ciyuaj je moryhe moceOHO UCTIUTATY U MTOTIPABUTH PE3YJTAT.

int h, m;
cin >> h >> m;

h=h% 12;
if (h == 0) h = 12;
cout << h << ”:” << m << endl;

Nnak, 1usp HaM je Aa NoKaxkeMo Kako je Moryhe peluTu oBaj 3afatak u 0e3 ynorpede rpaHama. [a ducmo godusm
BpEIHOCT U3 MHTepBaia of 1 1o 12, MoxxeMo Ha JoOHMjeHH ocTaTak Koju je u3 uatepsana 0 no 11 gomatu 1. MehyTum,
Jia dU TpecMKaBamke OMI0 KOPEKTHO, MOTPEOHO je 0BO yBelame HeyTpaan3oBaTy Tako mro hemo npe oxpehuBama
ocTaTKa o[ IoJasHor opoja omyseru 1. [lakie, dpoj catu Moxemo oxpeauts kao (h — 1) mod 12 + 1. Ha npumep,
ako of 12 ogy3amemo 1, ogpeaumo ocratak godujeHor Opoja 11 npu nemewy ca 12 u Ha godujenu Opoj 11 gomamo
1 noduhemo ucnpasHy Bpeanoct 12. CiauuHo, ako ox 13 ony3memo 1, oapeaumo ocratak godujeHor dpoja 12 ca
12 u Ha nodujenu Opoj 0 momamo 1 moduhemo ucripaBa pesynrat 1. [Jakie, perreme ce peanusyje Kpo3 cienaeha
MpeC/INKaBamba

0O 1 2 11 12 13 14 15 ... 22 23 h

-1 0 1 10 11 12 13 14 ... 21 22 h-1

11 0 1 10 11 O 1 2 ... 9 10 (h—1)mod12

12 1 2 11 12 1 2 3 .. 10 11 (h—1)mod12+1

Jequam dpoj Koju Moxe Aa mpasu mpodisieM je 0 jep ce MoYeTHHM OAy3MMameM Opoja 1 moduja HeraTHMBHHU OpOj
-1, a He XeJMMOo Ja ce OCTakaMO Ha TMOHAIAKE OCTaTKA Yy ClIydajy HEeraTMBHOT Jefrona. To MOXeMO MONpaBUTH
TaKo LITO Ha MOJA3HU Opoj yBEK Ha MOUYeTKy gojamo 12 ynme ode3dehyjemo na he dpoj yBek OUTH MO3UTUBAH, IPU
4yeMy Ce OCTaTak IpH Jebery ca 12 He mMema. [akie, TpakeHo npeciukabatbe je (b + 12 — 1) mod 12 + 1 wm
(h+11) mod 12+ 1. Harmacumo 1a ce 0Ba TeXHHKA JOJaBarba BPEAHOCTH MOJYJIa KOPUCTH Kaa rof je je moTpedHo
OJIy3€TH JBE BPeJHOCTH, 10 HEeKOM MoayJty. Hamme, mogcetumo ce ga Baxu

(a —b)modn = (amodn — bmodn + n) mod n.

int h, m;
cin >> h >> m;
cout << (h + 11) % 12 + 1 << ”:” << m << endl;

3anarak: HaBujame cara

Houerno ce Manu Opata oueBora cata. [lomiTo je joirn Maiu, 3Ha [ja TJiefia caMo caTHY KasasbKy. Cat ce Moske HaBUjaTH
TaKo ILITO CE jeJIHUM JyrMEeTOM CaTHa Ka3ajbKa MoMepa 3a jelaH cat yHamnpe[ (y cMepy KpeTaba Ka3a/bKe Ha cary)
a JIpyruM JyrMeToM ce NoMepa 3a jeJaH cat yHas3aj (y CyNpOTHOM CMepy KpeTama Ka3albKe Ha caTy). AKO ce 3Ha
TIO3WIINja ¢ Ha KOjOj ce TPEeHYTHO Hajla3W Ka3asbKa, Mo3uIrja b Ha Kojoj Opara xenu aa ce Hahe, HanmuImm mporpam
Koju oapelyje ma i ce caT MoXke HaBUTH TaKoO INTO OpaTa MPUTHUCHE jeIHO Of ABa AyrMeTa TauHo k MmyTa.

58



2.1. MOAYJIAPHA APUTMETHUKA

Vaaz: Ca crangapaHor yiasa yunrasajy ce dpojeBn 0 < a,b < 11 mdpoj 0 < k£ < 1000.

N3zna3: Ha cranmapaHu w3na3 HamicaTH TeKCT napred ako ce caT MoXe HaBUTU TaKO INTO Ce Ka3abKa romepa
yHaripesi, nazad ako ce caT MOKe HABUTH TaKo IITO ce Ka3abKa moMepa yHaszaj (ako je cat moryhe HaBUTH Ha 0Da
HauMHa, UCcaT napred, a 3atum nazad y cienehem peny) Tj. ne moze ako ce caT He MOXe HaBUTH.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz HUznasz Vaaz Hznaz Vaaz HUznaz

1 napred 2 nazad 7 ne moze
7 nazad 4 9

18 10 3

Pememe

IToTpedHO MocedHO MPOBEPUTH Ja JIM Ce caT MOKEe HABUTU IOMEpaEeM Ka3ajbke Halpes, U oMepameM Ka3ajbKe
Hazan. Ilomepame kazaibke 3a 12 kopaka y Owiio kojeM cmepy Bpaha kKaza/bKy Ha MouyeTHU nojioxaj. Crora je
noMepamse 3a k£ kopaka Moryhe ako u camo ako je moryhe nomepame 3a k£ mod 12 kopaka ¥ Ha TIOUeTKY je opoj k
Moryhe 3amenutu Opojem k mod 12.

IMomepare Ka3abke YHAIpe[ 3a k Kopaka JOBOMH je ca moiokaja ¢ Ha nonoxaj (a + k) mod 12, 1ok je momeparse
yHa3az 3a k kopaka goBoau Ha nonoxaj (a — k + 12) mod 12 (cabupatbe 1 oy3uMarbe 1Mo MOIYILy OIMCAIH CMO
y 3agatky Omnepanuje mo moxyny u Monoron). AKo je mpBu Opoj jemHak b, Taga ce Ka3zasbKa MOXe ITOMEPUTH
YHaIpe]], a ako je Apyru Opoj jemHak b, Taja ce Kazajbka MOXe NMOMEpPUTH YHa3aa. AKO HUje[HO O] Ta JiBa HUje
UCITyHEHO, Tajla Ce Ka3abKa MOKe TIOMEPUTH (3a IPOBEPY OBOT yCJI0BA MOKEMO YIOTPEOUTH JIOTUUKY IIPOMEHJbUBY
KOjy MHIIMjaJM3y jeMo Ha BpeqHocT false u moctaBbaMo je Ha true ako je MCIyHeH MPBH, a 3aTUM U IPYTH YCJIOB).

#include <lostream>
using namespace std;

int main() {
int a, b, k;
cin >> a >> b >> k;
k =k % 12;
bool moze = false;
if ((@a + k) % 12 == b) {
moze = true;
cout << “napred” << endl;
}
if ((a - k + 12) % 12 == b) {
moze = true;
cout << “nazad” << endl;
}
if (!moze)
cout << ”ne moze” << endl;
return 0;

}

Peniere KojuM ce MOXe OfipeIuTH N0JIOXkKaj Ka3abke HaKOH k IoMeparba yHaIpes, a Koje He KOPUCTH MOJLyJIapHy
ApUTMETHKY Ce 3aCHMBa Ha TOMe [Jla TIoJIoXkaj a y newbr yBehaBamo 3a 1 tauHo k myTa, rpu yemy je Bpahamo Ha
HyJly Kajia JocTUrHe BpegHoct 12. CimvHo, HoMepare yHasaj 01 ce peasl30BaIo yMawbHBamheM BPeJHOCTH ¢ 3a 1
y IeTJbM TA4HO K IyTa, IpH 4eMy je Bpahamo Ha 11 kaga rocraHe HeraTuBHa. HapaBHO, OBaKBO peliemhe Moxe OUTh
BeoMa Hee(hMKACHO aKo ce Ha MoYeTKy k He 3amenH ca k mod 12.

#include <iostream>
using namespace std;
int main() {

int a, b, k;

cin >> a >> b >> k;

bool moze = false;

59



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

int al = a;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

al++;
if (a1 == 12)
al = 0;
}
if (a1l == b) {

moze = true;
cout << “napred” << endl;

int a2 = a;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

az2--;
if (a2 < 0)
a2 = 11;
}
if (a2 == b) {

moze = true;
cout << ”nazad” << endl;

if (!moze)
cout << “ne moze” << endl;

return 0;

3aparak: CteneH no MoayJy

Harmmm nporpam ko ju u3padyHaBa CTerieH Mo MOAYIY, Tj. 3a aaTe OpojeBe a, n ¥ m u3pauyHaBa a’ mod m.
Vaa3: Ceaka ofi TpU JIMHHjE CTAHAAPIHOT yia3a caapxku dpojese a, n U m, npu uemy je 1 < a,n,m < 4 - 10°.
M3na3: Ha crangapaay n3ias UCIUIIN TPakeHy BPEIHOCT CTETIeHa 10 MOJLYITy.

ITpumep

Vaaz Hznaz
2 376
100

1000

Pememe

JIMpeKTHO pellee NoApa3yMeBa CTENEHOBambhe IOMONY y3aCTOITHOI MHOKEHa OpojeM a (IPOU3BO MHULIjaIU3Y je-
MO Ha 1 1 n nmyTa ra MHOXHMMO ca a). C 003MpoM Ha pacloH U3 KOr joJiaze OpojeBH, jacHO je na he creneH OuTu
M3Yy3eTHO BeJaMKM Opoj u aa Hehe mMohwm fa ce mpencTaBM OCHOBHUM THMOBHMMa mofataka. Crora je MHOTO Oosbe
TOKOM CamMOT MHOKEHA M3PAauyHaBATH OCTATaK 110 MOMIYIY Tj. MHOXEHe BPIIMTH 10 ¢opmyn (a - b) modm =
((amodm) - (bmod m)) mod m. Iomurro cy dpojesu a mod m u b mod m 32-6UTHH, BUXOB MPOU3BO MOKE OUTH
64-duTaH, TaKko Ja je Ipe U3pavyHaBama OCTaTKa, IPe MHOKEHa YUHUOLIE KOHBEPTOBATH Y 64-OMTHU THII IOAATaKa.
AKO HaKOH CBAaKOT MHOXeEHa BPIIMMO M3pauyHaBame OCTAaTKa MPH JIeJbEibY Ca 1M, HUje HEONXOAHO Npe MHOXKEHA
NPOHAJIA3UTHU OCTATaK MK Jesberby (IpBu unHmIal duhe Tekyhu creneH koju hie Beh duru y unrepsany [0, m), mox
je Opyry YMHWIAL ¢, KOJH je UCTOT pea BeJWIMHE Kao U 1M, [a HaM NPOHAIaKeHha OCTaTKa HEe 3HAYM ITyHO).

HMaxko xopekTaH, 0Baj aIrOpUTaM je Ipecrnop, ¢ 003UPOM Ha BEIUKU OPOj KOpaKa MHOXEHa KOjU ce BpIlie, C 003MpOM
Ha BeJIMYMHY u3noxuona n. Haume, cioxkernoct opor anropurma je O(n).

#include <ilostream>

using namespace std;
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int main() {
unsigned a, n, mod;
cin >> a >> n >> mod;

a %= mod;

unsigned s = 1;
for (unsigned 1 = 0; 1 < n; 1++)
s = ((unsigned long long)s * (unsigned long long)a) % mod;

cout << s << endl;

return 0;

}

Edukachuje pererme MoxkeMO TOCTUNRYM alropuTMOM Op30r cTeneHoBama. HajjenHocTaBHUja je peKyp3uBHa op-
MyJianuja.

* Axo je n = 0, pesynrart je 1.

* Ako je n mapau 8poj, Tana je a” = a®>"/? = (a?)"/?. Cmmuno, Baxu aa je a” mod m = a*>"/? modm =
(a® mod m)™? mod m.

n—1

* Ako je n Hemapas Opoj, Taja je a™ = a-a™ . Cauuno Baxu aa je a” mod m = (a-(a™ ! mod m)) mod m.

2 n—1

Harnacumo jia ce nipe u3padyHaBarba o, Kao u rpe u3padyHasama a - (¢~ mod m), 6poj a MOpa KOHBEPTOBATH Yy

64-0UTHU THUII OJATaKa.

[Momrro ce Mocie HajBHILE JBa PeKYpP3UBHA MO3MBA BPeIHOCT U3JIOKHUOLA CMarbl DapeM /IBa IyTa CJI0KEHOCT OBOT
anropurma je O(logn).

#include <iostream>
using namespace std;

// izracunavamo (a”n) % mod
unsigned stepen(unsigned a, unsigned n, unsigned mod) {
if (n == 0)
return 1;
else if (n % 2 == 0) {
unsigned long long aull = a;
return stepen((aull * aull) % mod, n/2, mod);
} else {
unsigned long long aull = a;
return (aull * stepen(a, n-1, mod)) % mod;
}
}

int main() {
unsigned a, n, mod;
cin >> a >> n >> mod;
cout << stepen(a % mod, n, mod) << endl;
return 0;

}

VY nperxonom pemersy Moryhe je ocnodoanuTu ce peKkyp3uje, mocMaTpajyhi OMHaApHH 3aITiC U3I0KHUOLA 1.

#include <iostream>
using namespace std;

// 1zracunavamo (a”n) % mod
unsigned stepen(unsigned a, unsigned n, unsigned mod) {
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unsigned s = 1;
while (n > 0) {
if ((n & 1) == 0) {
a = ((unsigned long long)a * (unsigned long long)a) % mod;
n=n>>1;
} else {
s = ((unsigned long long)s * (unsigned long long)a) % mod;
n--;
}
}

return s;

}

int main() {
unsigned a, n, mod;
cin >> a >> n >> mod;
cout << stepen(a % mod, n, mod) << endl;
return 0;

2.2 Teopuja opojeBa

3anarak: CaBpmenn dpojeBu

Bpoj je caBpieH ako je jeaHak CymH CBOjuX Aemiana (y 30up genmnana dpoja ce yopaja dpoj 1, amm He u cam Taj
opoj). Ha mpumep, opoj 28 je caBpieH jep cy My geaviouu 1, 2, 4, 7 u 14, Baxu aa je 1+2+4+7+14=28. Hammcatu
nporpam Koju oapeljyje HajMarsu caBpiueH Opoj y unreppaiy [n — k,n + k.

Vaaz: Ca crangapaHor yiasa yHocH ce mpupojas opoj 7 (1 < n < 1000000)u k (1 < k < n).

WN3na3: Ha crangapisay u3ia3 UCIIUCaTU TPaXkeHU Opoj, ako MocToju Tj. TekeT NE ako y MHTepBaly HeMa CaBpIIEHUX
opojesa.

IIpumep

Vaaz Hznasz
400 496
100

Pememe

JInHeapHa mpeTpara CBHX JIeJIiJIana

U3 came popmynanmje 3amaTka, jacHo je 1a je mheropa BakHa KOMITOHeHTa (PyHKIFja KOja 3a IPOU3BOJBHU Opoj 1
padyHa 30up BEroBux Jenmiana. HajaupekTHuje pememe aa ce 30up Aenunalna dpoja © u3padyHa je 1a ce peliom,
y NeT/bU, 32 CBaKU OpOj MPOBEpH [a JIM je Aeuiall dOpoja n U ako jecte faa ce yBeha tekyhu 30up genwnana.

Ocraje muTame KOjU Cy OpojeBH MOTEHIIMjAIHN JISIUOIHM Tj. Koje dpojeBe Tpeda mpoeeputH y metbu. [lomro je

¢opmynanmjom 3amaTtka ogpeheHo ga ce padyHa dpoj 1, a 1a ce He padyHa cam Opoj n, HajrpyOIbe je Ja ce mpoBepe

CBH IIPUPOJIHK OpojeBr Behu U jemHakH 1, a cTporo Mamu of n. MehyTum, MOkeMO ypaauTH U Majo Oosbe Off Tora.

[ocnenry noTeHIMjaTHY AeuIal 5poja KOju je Marbu Ofl iera je 0poj 5. 3aucTa, ako 01 MOCT0jao AeuIall ¢ KOju

je crporo Behu 01 5 ¥ CTPOro Marbu Of 1, OHfIa OU 7 Takohe Huo Jeuall, Koju je CTPOro Marbu of 2, a CTPOro
n

Behn on 1, mro Huje Moryhe. 3ato je y nembM JOBOJBHO MPOBEpaBaTH LeNe Opojese uamehy 1 u 5 Tj. bJ 1ITO Ce
MOJKe M3pauyHaTH Kao n/2.

CI105eHOCT OBOT TPUCTYIIA IPOBepe 3a jead opoj n je O(n).

VY I1aBHOM Iporpamy IpuMeryjeMo anropuram nperpare. JIOrMukyM WHAMKATOP KOjU yKa3yje [a Ju je mpoHaheH
CcaBpIlieH Opoj MHULIKjaT3y jeMo Ha BpeaHocT false, a 3aTUM y MeT/bU IPOJIa3MMO Kpo3 CBe OpojeBe of n — k J10
n + k ¥ npoBepaBamo Jia i ¢y caBpiueHu. [IpBu myT kaja Hanhemo Ha caBplieH Opoj MoCTaB/baMoO MHAMKATOP Ha
true, mamtumo Tekyhy BpeHOCT Opojauke IPOMEHJBHBE U OJ]MaX MPEKUIaMO MeTiby (Ha puMep, Hapendom break),
jep ce Tpaxu HajMamy Opoj y nHTepBajly. Ha kpajy, Ha OCHOBY BpeJHOCTH MIeHTH(pUKATOpa U ynamheHe BpeJHOCTH
CaBpIIIeHOT Opoja IpHjaBJby jeMO TPaKEHH pe3yJITaT.
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YkynHa cnoxkeHoct je, nakie, O(k(n + k)), a kaja je k orpaHuueHo ca n, moxke ce otenutu u ca O(kn) 1j. O(n?).

#include <iostream>
using namespace std;

// zbir delilaca broja n (racunajucti 1, ali ne racunajuci n)
int zbirDelilaca(int n) {
int zbir = 1; // zbir inicijalizujemo na prvi delioc (to je broj 1)
// proveravamo potencijalne delioce izmedju 2 1 n/2.
// Jedini delilac veci od n/2 je n, a njega ne treba racunati.
for (int 1 = 2; 1 <= n/2; i++)
if (n % 1 ==0) // broj 1 jeste delilac, pa ga treba dodati na sumu
zbir += 1;
return zbir;

// provera da li je broj savrsen
bool savrsen(int n) {
return zbirDelilaca(n) == n;

}

int main() {
// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
cin >> n >> k;

// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj;
for (int 1 = n-k; 1 <= n+k; 1++) {
if (savrsen(i)) {
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}

// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
cout << savrsenBroj << endl;
else
cout << ”NE” << endl;
return 0;

.Hm{eapﬂa nperpara CBUX nmaposa jaeJanJana

Hu oBako neduHucaH mporpaM He JOCTHXE XKeJbeHy Op3MHYy U MOXe ce JoAaTHO yop3atu. KopuctiMo 4nmbeHHIy
Jia ce ieony Opoja yBek jaeibajy y mapy. Ao je ¢ aemuai 0poja n, OHIa 3HaMO Jia je 1 Opoj % Takobe jenman
opoja n. lenmony 1 ogrosapa dpoj 7, eBEHTYaTHOM JeJIMOLy 2 OfIroBapa eBeHTyalaH jenuon 5 uta. Ha npumep,
nenouu dpoja 100 cy 1, 2,4, 5, 10, 20, 25, 50 1 100 u onu ce jaBmajy y naposuma (1, 100), (2, 50), (4, 25) (5,20) u
(10, 10). Ako je mpBu menuial Mamby O] KBapaTHOT KOpeHa dpoja n, OHIa je apyru nemwian Behu ox kBagpaTtHOT
KopeHa Opoja m. 3a cBakM jAenwial Koju je Behin ox KopeHa dpoja n MOCTOjH Aenvial KOju je Mamy O KOpeHa
Opoja n M 3aTo je aHANIM3y Jeuiala JOBOJFHO BPIIMTU 0 BPEAHOCTH KOpeHa U3 n. AKO je Opoj MOTIIyH KBajpar,
OHJIa je ¥ KOpeH AeJuall U OH caM cedu oAroBapa kao map. Ilomro He jxeaMMo KOpeH /iBa IyTa Aa A0JaMo Ha 30Hp,
cJlyyaj UCTIMTHBaKba KOpeHa dpoja heMo W3IBOJUTH M U3BPIIUTHA HAKOH NET/be Koja he ce BPIIUTHU CBe JIOK je Opoj
KaHAW/AT 32 JISHOIIa CTPOrO MamH off KopeHa. Takole, omTo cam dpoj He KelIuMo Ja padyHaMo y 30up, a dpoj
jemaH xenumo, cyMy hieMo MHHMIjaTM30BaTy Ha 1, a memba he KpeHyTH o1 BpeAHOCTH 2.
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CI10%eHOCT OBOT TIPHCTYIIA 3a NpoBepy jeaHor dpoja n je O(y/n), a mpoBepa CBUX CaBPIIEHUX OpPOjeBa je y UHTep-
Bany [n — k,n + k], kaga je k < n ce moxe orpannuntu ca O(k+y/n) 1j. O(n\/n).

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuci n)
int zbirDelilaca(int n) {
int zbir = 1; // jedan je delilac svakog broja
int koren = (int)sqrt(n); // ceo deo korena iz n
for (int 1 = 2; 1 <= koren; i++)
if (n%1==0){
// ako je 1 delilac broja n, delilac je 1 n div 1
zbir += 1;
zbir += n / 1;
}
// slucaj korena posebno obradujemo (ako je delilac, u petlji je
// dodat dva puta umesto jednom, pa ga treba oduzeti)
if (koren*koren == n)
zbir -= koren;
return zbir;

}

bool savrsen(int n) {
return zbirDelilaca(n) == n;

}

int main() {
// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
cin >> n >> k;

// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj;
for (int 1 = n-k; 1 <= n+k; i++) {
if (savrsen(i)) {
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}

// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
cout << savrsenBroj << endl;
else
cout << ”NE” << endl;
return 0;

PacraBbame Ha IPOCTe YMHHOILE

Jou dosbe perieme je aa ce 30Mp Aenmiana u3padyHa Ha OCHOBY pacTaBibara Opoja Ha IMpOCTe YMHHOLE KOje TpU-
Ka3zyjeMo y 3amaTtky PacrtaBmame Ha rpocte unHUore. Bpoj odmmka p™, rae je p mpoct ¢akTop, uMa aenrorne 1,
p, P2, ..., p" ¥ BwUX0B 30up je 1 + p + ... + p". Baku na je 30oup genuana 6poja MyITUILIMKATUBHA (yHKIIHja.

64



2.2. TEOPUJA BPOJEBA

Tj Ja je 30Mp Jenmiana Mpou3Boja ABa y3ajaMHO MpocTa Opoja jeHaK MpON3BOAY 30Mpa Aeiiala CBakor Of] lUX
(ToKyIajTe 0BO Ja JOKakeTe). AKO ce Opoj MOXke PacTaBUTH Ha IIPOCTe YMHHUOLE y OOMUKY pi” ...p.*, Taga je
HeroB 30up gemana je jeasak (1 +pi + ...+ pi*) - ... - (1 +pp + ... + pp*), jep cy cTeneHu CBUX MPOCTUX
¢paxtopa Mel)ycodHO y3ajaMHO MpoCcTU. AKO 3HAMO BpeJHOCT u3pasza 1 +p; + ... + p;“*l, Taja ce BpeAHOCT U3pa3a
14p;+...+p;* Moxe 10OUTH JofaBarbeM cabUpKa p; *, aJli ¥ MHOTO Opxe, MHOXCHEM I0JIa3He BPEJHOCTH OpojeM
p; U IOJaBaeM Opoja jemaH.

TokoM pana aroputMa ofp:kaBaMo TeKyhu 30up genviana Ko ju HHUNFjaru3yjemo Ha 1 (3ato mro he dutn paayHat
y OOJIMKY IpOM3BOAA 30MpoBa Jeniana MojeArHaYHIX IPOCTUX (DakTopa). Y HeT/bU MpOBepaBaMo CBE MOTEHIIU-
janHe mpocTe YnHHMoLEe o Opoja 2, ma cBe JOK TeKyhw kaHguaat He npehe BpeaHocT KopeHa Tekyher dpoja n. ¥V
CBaKOM KOpaKy oAp»kaBaMo 30up Jenmolia Tekyher mpocrtor ¢paktopa Koju Takohe uHuIjamsyjemo Ha 1 jep hemo
ra pauyHartu kao npousBol. [ok ron je dpoj n nebuB dpojeM p (IITO MpoBepaBamo y MOCEOHO], YHYTPAIIhO]j Te-
TJbM) 30Mp Aenuiana Tekyher mpocror (pakTopa MHOKHUMO ca p U JojJajeMo My 1 1ok dpoj n genumo ca p. Ha kpajy,
TeJa CIOJballlFbe NMeT/be YKyNaH 30Mp AesuIala MHOKIMO 301MpoM Aemwiana ynpaso odpalhenor mpocror pakropa
(To Moke dutH 1 1, ako dpoj n HHje duo aespuB OpojeM p) U yBehaBamo dpoj p. Io m3nacky u3 nmewse je moryhe
na je dpoj n octao Behu o 1, MITO 3HAYM Aa OH CAJIPKU MOCTEIBH MPOCT (haKTOp U Taja ce yKyIaH 30up aenauiana
MHOH BpeaHoihy 1 + n (1o je 30up genawaia nmpocror dOpoja n).

Ogako opehenu 30up u Opoj Aenuiana ykbydyjy u cam Opoj 1 KOjU je HAKHAHO MOTPedHO 01y3eTH Aa OU ce TI0OHO
30Up OMKCaH y YCIIOBY 3a/IaTKa.

Kapa Ha pacnonaramy uMamo (pyHKIM]jy KOja padyHa 30up geauiana Opoja, Tajga je (pyHKIHMjy Koja mpoBepasa Ja
JIM je Opoj caBpllieH TPUBHUjaIHO epruHUCATH (OHA caMo 3a 1aTh Opoj nmo3uBa (PyHKUMjY KOja pauyHa 30up genauiana
Y TIpOBepaBa [1a Ji je OH jeJHaK Opojy).

CrokeHOCT M3pavyHaBama 30Mpa JIEMMIAla OiroBapa coxkeHocTd (akropusanmje koja je jemnaka O(v/ fo), rie je
fo HajBehu npoct daktop dpoja n. OHO je Hajcropuje 3a mpocTe OpojeBe, 3a Koje je fo = n U CIOKEHOCT 00paje
cBakor mpocror dpoja je O(y/n). Mehy dpojesuma [n — k,n + k] Hajeehu npoctu aktopu ce pasnukyjy, amm
CBaKaKo ce ciokeHocT Moxe orpannunti ca O(k+/n) (Mana he ce 3a MHore OpojeBe pajuTy U Marbe orepanuja
HEro 1ITo oBa rpyda mpoliieHa ykasyje).

#include <ilostream>

using namespace std;

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuci n)
int zbirDelilaca(int n) {

int n® = n; // pamtimo polaznu vrednost broja n
int zbir = 1; // zbir delilaca kao proizvod
int p = 2; // prvi kandidat za delioca

while (p*p <= n) {
// zbir delilaca broja faktora p”i u prostoj faktorizaciji
int zbir_pi = 1;

while (n % p == 0) { // ekstrahujemo faktor p*i
zbir_pi = zbir_pi * p + 1; // azuriramo tekuci proizvod
n /= p; // delimo broj njime
}
zbir *= zbir_pi; // azuriramo globalni zbir
pH+; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
if (n > 1) // preostao je jedan prost faktor
zbir *= (1 + n);
return zbir - nO; // polazna vrednost broja n nije potrebna

}

// provera da li je broj savrsen
bool savrsen(int n) {
return zbirDelilaca(n) == n;

}

int main() {
// ucitavamo ulazne podatke
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int n, k;
cin >> n >> k;

// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj;
for (int 1 = n-k; 1 <= n+k; i1++) {
if (savrsen(i)) {
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}
// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
cout << savrsenBroj << endl;
else
cout << ”NE” << endl;
return 0;

N3pauynaBame CBHX caBpIIeHUX OPOjeBa yHanpe,x

Ha xpajy periumo 1 fa cy caBplleHH OpojeBU KapaKTepUCTUYHH II0 TOMe IITO UX je BeoMa Majio. Y IpBOj MUIUjapau
TO cy camo dpojeBu 6, 28, 496, 8128 1 33550336. Ha ocHOBY 0OBOT 3Hama, 331aTaK CE MOrao PEIIUTH U Majlo “KBapHO”
TaKo MTO U ce y (PYHKIHMjH KOja FCIHTYje a Jin je Opoj caBpIlieH OH IPOCTO YIIOPEIHO ca OBIM OpOjeBUMa.

TMoruto ce mpoBepa a i je Opoj caBpieH Bpun y ciaoxuoctr O(1), crnoxernoct oBor peersa je O(k).

#include <iostream>
using namespace std;

// provera da li je broj savrsen
bool savrsen(int n) {

return n == 6 || n == 28 || n == 496 || n == 8128 || n == 33550336;
}

int main() {
// ucitavamo ulazne podatke
int n, k;
cin >> n >> k;

// algoritmom linearne pretrage proveravamo da li u intervalu
// [n-k, n+k] postoji savrsen broj
bool postojiSavrsen = false;
int savrsenBroj;
for (int 1 = n-k; 1 <= n+k; i1++) {
if (savrsen(i)) {
// savrsen broj je pronadjen
savrsenBroj = i;
postojiSavrsen = true;
break;
}
}
// prikazujemo rezultat
if (postojiSavrsen)
cout << savrsenBroj << endl;
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else
cout << ”NE” << endl;
return 0;

}
3aparak: [IpujaTesscku dpojeBn

BpojeBu cy npujaTesbcku, ako je 30up Iesuiana npBor Opoja jeiHaK Apyrom, a 30Mp Ieawiana Apyror Opoja jeaHak
pBoM Opojy (y 30up nemmnana Opoja ce ydpaja Opoj 1, anu He u cam Taj Opoj). Harmwmmmm nporpam koju vicnmcyje
CBe MapoBe MpHjaTeJhCKUX OpojeBa TakBe a 0da Opoja Jieke y 1aTOM MHTepBay.

Vaaz: Ca crangapiaHor yiasa ce yunrtasajy dpojesu a n b (1 < a < b < 500000).

WNzaa3: Ha craHgapaHu u3a3 WCMUCATH CBe TpaxeHe mapoBe ypeheHe pacTyhin Mo mpBOM eeMeHTY, Tako je y
CBaKOM Mapy NMpBU OpPOj Maby WK jeJHAK Of JPYyrora.

IMpumep 1 IIpumep 2
Vaaz Hznasz Vaaz Uznaz
1 6 6 300000 308620 389924
1000 28 28 400000 356408 399592
220 284
496 496
Pememe

IIpoBepa cBux naposa oOpojeBa

CruuHo Kao y 3aaatky CappiiieHn OpojeBU My OBOM 3aJaTKy je K/bydHa (PyHKIIMja OHA KOja M3pauyyHaBa 30Up
Jenwana garor Opoja. HbeHy UMIieMeHTalujy MOKeMO MOTITYHO MPey3eTH U3 TOT 3aJaTKa.

[Iro ce THye MpoHaNtaxema MpHjaTeJbCKUX OpojeBa, Ha IPBU MOITIE] MOXKe JeJIOBATH Jla Tpeda MCIUTATH CBAKH Map
dpojesa i < j u3 mHTEpBana [a, b], ¥ MPOBEPHUTH Aa JH je 30Mp Jesiana oA 4 jeiHaK j 1 Ja Ju je 30up Aenunana
Oll j jefHaK .

CrnoxeHOCT Hajroper ciydaja oapehuBama Opoja menuiana 3a Opoj n HacTyma Kajaa je Opoj n mpocT U jelHaka je
O(y/n).

C 003mpoM Ha MOTEHLIMjaJTHO BEJIMKY IIMPUHY HHTEPBasIa, UCITUTUBAKE CBUX MAPOBa OpOjeBa Tpaje MPIIMIHO TyTO.
TakaB ajiropuTam UCHHTYje KBaJpaTHU OpOj MapoBa OHOCY Ha NIMPUHY MHTEpBaJa b — a, U y HAUBHOM CIIy4Yajy
KBaJpaTHU OpOj yTa u3payyHaBa 301p [emiaia Opoja Tj. CJIOKEHOCT joj je ce rpydo mosxe npouenutd Ha O((b —
a)z\/l;). Yak nako Ou ce 30MpOBU Jenuiala CBUX OpojeBa yHarpel uU3pauyHalid, airopuram Ou U Jajbe BPIIUO
KBaJpaTHH Opoj nopehera (CIokeHOCT H3pauyHaBama cBUX 30uposa ouna ou O((b—a)+v/b), aposepa O((b—a)?).

#include <iostream>
using namespace std;

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuci n)
int zbirDelilaca(int n) {

int n® = n; // pamtimo polaznu vrednost broja n
int zbir = 1; // zbir delilaca kao proizvod
int p = 2; // prvi kandidat za delioca

while (p*p <= n) {
// zbir delilaca broja faktora p”i u prostoj faktorizaciji
int zbir_pi = 1;

while (n % p == 0) { // ekstrahujemo faktor p*1i
zbir_pi = zbir_pi * p + 1; // azuriramo tekuci proizvod
n /= p; // delimo broj njime
}
zbir *= zbir_pi; // azuriramo globalni zbir
p++; // prelazimo na sledeceg kandidata
} // broj racunara koji nas zanima
if (n > 1) // preostao je jedan prost faktor
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zbir *= (1 + n);
return zbir - n0; // polazna vrednost broja n nije potrebna

}

// Brojevi su prijateljski ako je suma delilaca prvog jednaka drugom
// broju 1 obratno. Funkcija pronalazi i1 stampa sve razlicite
// neuredene parove prijateljskih brojeva u datom intervalu [a, b]
void prijateljskiBrojevi(int a, int b) {

// proveravamo sve parove brojeva

for (int 1 = a; 1 < b; 1++)

for (int j = 1; j <= b; j++)
if (zbirDelilaca(i) == j && zbirDelilaca(j) == 1)
cout << 1 << ” 7 << j << endl;

}

int main() {
int a, b;
cin >> a >> b;
prijateljskiBrojevi(a, b);
return 0;

IIpoBepa jenuHCTBEHOr MOTEHIN jaIHOT NPHjaTesba

Kibyuna omacka 3a onTUMuU3aIyjy je a CBakM Opoj MMa jeJUHCTBEHOT MOTEHIUjaIHOT NpUjaTesba (To je Opoj Koju
je jeaHak 30Mpy mweroBux Aemwiaina). [Jdakie, Hema noTpede na aHAIM3UPaMoO CBE MapoBe Tj. J1a IPOBEPABAMO CBE
Moryhe BpesgHOCTH j fa drcMo Mel)y BIMa IMpOHAIIUTM BPETHOCT j KOja je jemHaka 30mpy Aenwiana Opoja i.

CywrtuHckE y iporpamy (puiITprpamo ceprjy OpojeBa U3 MHTepBaja [a, b] Ha OCHOBY ycioBa [a je 30mp mesmara
30upa Jenmana dpoja jeiHaKa FeMy caMOM. 3aTo ce 3a CBaKM Opoj ¢ 3 UHTepBaa [a, b] n3pauyHaBa NOTEHIMjaTHNA
npujatesd j (jemHak 3oupy aemiana dpoja i), a OHIa ce MpoBepaBa Jia Jii j pHUIiajia HHTepBany [a, b], na i je i < j
U Ha Kpajy, Aa 1 je u 30up aenuiana Opoja j jeaHak Opojy <.

OBaj ajaropuTaM BpILH JIMHEApaH Opoj U3padyHaBama (pyHKIMje 3a 30up Jenausana (y OAHOCY Ha IMMPUHY UHTEpBaja
b — a) u cnokeHocT My ce rpydo Moske npouenutn ca O((b — a)V/b).

TeHepasHO, MCTIMTUBAE /1A JTU CE y MHTEepBally [a, b] Hata3u Opoj & HUKaJa HEMa CMHUCIA paauTH oMohy nerbe u
UCIIUTHBAaMka CBUX I0jeJUHAYHUX eIeMeHaTa TOI MHTepBaa.

#include <iostream>
using namespace std;

// zbir delilaca broja n (racunajuci 1, ali ne racunajuci n)
int zbirDelilaca(int n) {

int n® = n; // pamtimo polaznu vrednost broja n
int zbir = 1; // zbir delilaca kao proizvod
int p = 2; // prvi kandidat za delioca

while (p*p <= n) {
// zbir delilaca broja faktora p”i u prostoj faktorizaciji
int zbir_pi = 1;

while (n % p == 0) { // ekstrahujemo faktor p*1i
zbir_pi = zbir_pi * p + 1; // azuriramo tekuci proizvod
n /= p; // delimo broj njime
}
zbir *= zbir_pi; // azuriramo globalni zbir
p++; // prelazimo na sledeceg kandidata
} // broj racunara koji nas zanima
if (n > 1) // preostao je jedan prost faktor
zbir *= (1 + n);
return zbir - n@; // polazna vrednost broja n nije potrebna
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}

// Brojevi su prijateljski ako je suma delilaca prvog jednaka drugom
// broju 1 obratno. Funkcija pronalazi i1 stampa sve razlicite
// neuredene parove prijateljskih brojeva u datom intervalu [a, b]
vold prijateljskiBrojevi(int a, int b) {
for (int 1 = a; 1 <= b; i++) { // proveravamo sve brojeve do maksimuma
// jedini potencijalni prijatelj broja 1 je njegov zbir delilaca
int j = zbirDelilaca(i);
if (a <= j && j <= b & 1 <= j && zbirDelilaca(j) == 1)
cout << 1 << ” 7 << j << endl;
}
}

int main() {
int a, b;
cin >> a >> b;
prijateljskiBrojevi(a, b);
return 0;

}
3aparak: IIpocrt dpoj

Hanwimnm nporpam Koju UCIIUTYje Aa JiK je YHETH IpupoAaH Opoj mpoct (Behu je on 1 1 Hema Apyrux Aeausana OCUM
1 u camor cede).

Vaaz: Ca craHiapaHOr yjia3a ce yHocu npupoaas opoj n (1 < n < 109).

MN3aa3: Ha cranpmapaau msna3 ucnmcatil DA ako je Opoj n mpoct T1j. NE ako Huje.

Ipumep IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
17 DA 903543481 NE
Pememe

.Huﬂeapﬂa nperpara CBux l'lOTEH].(l/Ij AJIHUX JeJnJana

Ipuponan Opoj je mpoct ako je Behu ox 1 1 ako HHUje AeJbUB HU Ca jeTHIM OPOjeM OCHM ca jeJaH U ca CAMUM COOOM.
o necpunmnumju 6poj 1 Huje mpoct. Hakse, Opoj Behu ox 1 je mpocT ako HeMa HU jeAHoT MpaBor aenuorna. [lorpedHo
j€ JaKJie U3BPILIMTH MPEeTpary CKyrna NOTeHIMjalHUX JieJniala v IPOBEPUTH JIa JIM HEKH OJ1 BbUX CTBAPHO JEJU OpOoj
n. VMnneMeHTanmja ce 3aCHUBA Ha aJITOPUTMY JIMHeapHe nperpare. CKyIl OTEHIMjTHHX AeWIala je CKyl CBUX
NPUPOIHUX OpojeBa off 2 10 n — 1 ¥ HaMBHA UMIUIEMEHTALMja MX CBE IIPOBEPaBa.

INomTo ce mpoBepa CBAKOT IE/IMOLA N3BPINaBa N3PadyHABAIbEM jEIHOT OCTATKA IIPH JIEJbEbY, CIOKEHOCT OBOT IIPH-
CTyma ofiroBapa dpojy aenunara u jeqraka je O(n).

#include <ilostream>
using namespace std;

bool prost(int n) {
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;

}

int main() {
int n;
cin >> n;
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cout << (prost(n) ? ”DA” : ”NE”) << endl;
return 0;

}

Opcename y nperpasu

Henuonu dpoja ce yBek jaibajy y napy. Ha npumep, nenuonu dpoja 100 opranuszosanu no naposuma cy (1, 100),
(2, 50), (4, 25) (5, 20) u (10, 10). Axo je ¢ nenunan dpoja n, geauall je u Opoj % IIpu Tom, axo je ¢ > \/ﬁ Taga
je % < /n. Jakne, Baxu cieneha teopema.

Teopema. IIpuponad dpoj n > 2 UMa npaBe JIeMOLE KOju cy Beh WK jelHaKK BPEJHOCTH /T aKO M CaMO aKoO
UMa JENIMOLIE KOjU Cy MU WK jeHAKA BPEIHOCTH /7.

Oga TeopemMa HaM J1aje MOryhHOCT 1a IpeTpary MoTeHIMjATHHX [IeJUIana peiyKyjeMo caMo Ha uHTepBal [2, /1], jep
aKo Opoj Hema JieNmiTatia MarbHX MM jeIHAKUX BPEAHOCTH /7, OH/Ia He MOJKe J1a UMa JeJIniiana BehiuX Win jeAHAKKUX
TOj BPEHOCTH, Tj. HEMa MpaBHX Jeana 1 npoct je. OBO je mpuMep alropuTMa y KoM ce e(hpUKacCHOCT 3Ha4ajHO
TIONpaBsba TAKo IITO je eIMMUHUCAH (O7ICeUeH) 3HavajaH /Ieo MpocTopa MpeTpare 3a KOju MOXKEMO Ja IOKaKeMO J1a
ra HUje HeOIXOAHO IPOBEpaBaTH.

Cama umMneMeHTalyja je jeAHOCTaBHA U 3aCHHMBA Ce Ha aJITOPUTMY JIMHeapHe mperpare. Y noceOHOj (pyHKUMjU
Ha TIOYETKY MpOoBepaBaMo Clielyjaiad cirydaj opoja 1 (ako je n jemHako 1, Bpahamo BpemHoct false). Hakon
TOra, y TMET/bM MPOBEPABAMO TOTEHIMjAIHE JEIUOLE O/ 2 10 /7. JelaH HAuKH Jia OPEMMO TOPkbY TPAHUILY je na
yrotpedumo OndmmoTeuky pyHKImjy sqrt. Mehytum, pazg ca peamaum dpojeBrMa je Moryhe y moTmyHoCTH n3dehn
TAKO ILTO CE YMECTO YCIIoBa ¢ < /N ynoTpedu yeioB 4 - ¢ < n. 3a cBaKy BPeJHOCT 4 IPOBEPABA Ce /12 JIH j€ JeJnIall
Opoja ¢ (M3pauyHaBamkEM OCTaTKa MpH Jeberby). YuM ce yTBpAM Aa je ¢ aenusan opoja n pyHKIIUja MOXe Ja BpaTu
false (Tume ce yjenHo npekuza u3BpiIaBame nerbe). Ha kpajy newbe, pyHKIMja MOXe Ja BpaTH true, jep Huje
npoHal)eH HUje/iaH JEeNMOLl MakbH WK jeIHAK Of1 /7, T1a Ha OCHOBY TEOPEME KOje CMO JIOKA3AIIM HE MOXKEe [OCTO jaTh
HHY jeJaH Jenual U3HaJl Te BpPeAHOCTH ¥ Opoj je MmpocT.

Crnoxenoct oor anropurMa je O(+/n). OdparuTte naxmy Ha TO 12 je 0BO CKpahuBare MHTEPBaIa PETpare BeoMa
3Ha4ajHo (ako je Hajehu Opoj oko 10° Tj. oKO MUIHMjap/Iy, yMECTO MIIMjap/Iy Je/ana MoTpedHo je MpoBepaBaT
caMo HUX KOPeH U3 MIIIHjapy, IITO je TeK HEINTO N3HaJ TPUAECET XMUbaa).

#include <ilostream>
using namespace std;

bool prost(int n) {
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1*1 <= n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;

}

int main() {
int n;
cin >> n;
cout << (prost(n) ? ”DA” : ”NE”) << endl;
return 0;

}

Moryhe je npaBuTH U Apyrayvje UMIUIEMEHTAIHje UCTOT aJITOPUTMA.

#include <iostream>
using namespace std;

bool prost(int n) {

int 1 = 2;
while (i*1 <= n & n % 1 != 0)
1+4;
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return n > 1 && 1*1 > n;

}

int main() {
int n;
cin >> n;
cout << (prost(n) ? ”DA” : ”NE”) << endl;
return 0;

}
IIpoBepa camo HenmapHuXx dpojeBa

Jom jenHa moryha onTUMM3anHja je Ja ce Ha MOYETKY NMPOBEpH Ja JiM je Opoj MapaH a Ja ce HAKOH Tora MpoBepa-
Bajy caMo HEMapHU JEIUOLH, MelyTiM, Ta ONTHMHU3aLja He JOHOCH IpeBHIe (00MIa3ak 1o KOpeHa cMamyje Opoj
MOTEeHIMjaIMX KaHAWAATa ca MIUIjap/ie Ha TeK TPUAECceTaK Xmbaja, a MpoBepa caMo HeMapHUX Jeuiana Taj opoj
CcMamyje Ha MeTHaeCTaK Xubaja, IITo je CPa3MEPHO 3HATHO Marba yIITea).

Croxenoct oBor anropurma je O (y/n), alu ce MPOBEPOM CaMO HETAPHUX OPOjeBa KOHCTAHTHH (PAKTOP CMAmbUO JBa
IyTa.

#include <iostream>
using namespace std;

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti
// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; 1*1 <= n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

int main() {
int n;
cin >> n;
cout << (prost(n) ? ”DA” : ”NE”) << endl;
return 0;

}

IIpoBepa camo dpojeBa odauka 6k-1 n 6k+1

Iporpam ce jorm Maio Moxe yOp3aTH ako ce MPUMETH Ja Cy CBH IpocTu Opojeu Behu o 2 u 3 odnuka 6k — 1 v
6k + 1,3a k > 1 (HapaBHO, 0OpaTHO He BaxH). 3aucTa, dOpojeBu odimka 6k, 6k + 2 u 6k + 4 cy curypHO apHH Tj.
JesbuBH ca 2, Opojesn odimka 6k + 3 cy mesbrBy ca 3, Tako Aa cy jeanHu npeoctanu 6k + 1 u 6k 4 5, ipu yemy cy
OBM Jpyru curypHo odiuka 6k’ — 1 (3a k' = k + 1). JTakiie, yMecTo Jia IpoBEPaBaMO J€/bMBOCT Ca CBUM HENAPHUM
OpojeBrMMa MamKM OfI KOpeHa, MOKEMO MPOBepaBaTh Je/bUBOCT ca CBUM OpojeBrMa obsmka 6k — 1 wim 6k + 1,
yuMme n3deraBamo MpoBepy ca jeHNM Ha CBaka TPH HellapHa dpoja u mporpaM yop3aMo CXOJHO TOME.

Croxenoct oor airoputma je O(+/n), am ce mpoBepoM camo dpojeBa obimka 6k-1 u 6k+1 KOHCTaHTHU (pakTOp
CMAarbUO TPU IyTa y OAHOCY Ha IIPBU AITOPUTAM OBE CJI0KEHOCTH.

#include <iostream>
using namespace std;

bool prost(int n) {
if (n==1 ]|
(n%2==028n!=2)|]|
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(n%3==08&& n != 3))
return false;
for (int k = 1; (6*%k - 1) * (6*%k - 1) <= n; k++)
F % (6*k+1)=0]]n%(6*k-1)==0)
return false;
return true;

}

int main() {

int n;

cin >> n;

cout << (prost(n) ? ”DA” : ”NE”) << endl;
}

AKo je moTpedHO 3a BrIIe OpojeBa o/1jeJHOM ITPOBEPHUTH Aa JIM CY IMIPOCTH, YMECTO IIPOBEpaBara CBAKOT I10 jeANHAY-
Hor, dosbe je ynoTpedutu EpatoctenoBo curto. Taj asiroputam je omnvcaH y 3amaTaky EpatocteHOBO cHTO.

3aparak: Hajoumxu npoct 6poj

AyTop 3agaTaKa 3a TAKMHUYEHe Tpeda Ja cacTaB! TECT IPUMep 3a IporpaM KOju UCTIUTYje Jia JIM je AaTu Opoj mpocCT.
[MomTo *enu Aa ucnurta mporpaM Ha MpUMepuMa pa3He TeXuHe, MOTPedHO je Ja OApean HEKH MPOCT OpPoj Koju je
Onm3y Muimjape, HeKu Koju je dimsy muimoHa v camdHo. Ilomosu My Tako miTo hern HammcaTy nmporpam Koju
onpehyje Hajommxu npoct Opoj yHETOM Opojy.

Vaas: Ca cranaapaHor yiasa yHocu ce opoj n (1 < n < 109).
M3nas:

¢ AKo je Opoj n MpOCT, UCIUIIM MOPYKY prost broj u BpemHOCT dpoja n OBOjeHEe pa3MaKOM.

* AKo noctoje 1Ba Opoja Koja cy Ha ICTOM pacTojamy ol dpoja n ucrminy mopyky dva broja mmpocte dpojese,
onBojeHe pasMarmMa. Vcmmcaty mpBo Mamy, Tla oHaa Behu mpoct 6poj.

* AKO je jeIMHCTBEH HajONIMXKH IPOCT Opoj MamM of Opoja m MCHMIIM MopyKy manji broj m BpemHoCT Tor
Opoja, pa3BojeHe pa3MaKkoM.

¢ AKo je jenuHcTBeH Hajonmku mpoct 6poj Behu on dpoja n menmim nopyky veci broj m BpesHoct Tor dpoja,
pasaBojeHe pa3MaKOM.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz Uznasz Vaaz Hznasz Vaaz Uznaz

12 dva broja 11 13 19 prost broj 19 24 manji broj 23
Pememe

dyHKIMjy KOjOM ce poBepasa Aa JIU je JaTy Opoj IpocT MOkeMO Mpey3eTy u3 3agatka [Ipoct 0poj. Ca Tom pyHK-
LIMjOM Ha pacriojaramy, IMIUIEMEHTAllMja pellieha MpeICTaB/bha Maly BeKOy aJIrOpuTMa JIMHEapHe MpeTpare H Jio-
TMYKUX yCJIOBA U TpaHama. HakoH yumTaBama Opoja n IMpoBepaBaMo Ja JIM je OH MPOCT. AKO jecTe MpHUKa3yjeMo
onroeapajyhy mopyky, a ako Huje, OH/ia 3aII0OUYMEBEMO IIPETpary 3a HajOsKiUM IpocTuM OpojeBuMa Tako mro hemo
y IPBOM KOpaKy npoBepaBaTu Opojee n — 1l un+ 1,y npyromn —2un + 2,y rpehem n — 3 u n + 3 1 Tako Aabe,
CBe JIOK He Haul)eMO Ha HeKH Opoj koju jecte mpoct. Jlakie, oip:kaBaMo MPOMEHJBUBY k Koja kpehe ox1 1 1y cBakoM
Kopaky rembe ce yeehasa 3a 1, nposepasajyhu mipu Tom OpojeBe n — k 1 n + k. Y cBakoM KOpaky NeT/be HEMOX/THO
je ma m Mamu 1 Behu mpoct Opoj Oyay mpoBepeHu, Ja OM ce MOIJIa TPHjaBUTH oAroBapajyha mopyka ako cy oda Ta
opoja mpocra. [Ipummkom ymamuBama Tpeda OUTH 00a3pHBY U MOBECTH pavyHa Ja Opoj KOju ce IpoBepasa He Oyze
HeraTuBaH (IIpe MpoBepe Opoja mpoBepaBaMo jaa v je n > k). Iletba ce 3aBpinaBa Kaja ce JeCH Jia je HeKU Off
dpojesa n — k wiu n + k mpocr.

#include <iostream>
using namespace std;

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

if (n <= 1) return false; // brojevi <= 1 nisu prosti
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti
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// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; i*1 <= n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

int main() {
int n;
cin >> n;

if (prost(n))
cout << ”prost broj
else {
bool manjiJeProst = false; // jos nije pronaden prost broj manji od n
bool vecileProst = false; // jos nije pronaden prost broj veci od n
int k = 1; // rastojanje od broja n
// dok nismo nasli prost broj manji ili veci od datog
while (!manjiJeProst && !veciJeProst) {
if (n >= k && prost(n - k)) // da li je n-k pozitivan i prost broj
manjiJeProst = true;
if (prost(n + k)) // da 11 je n+k prost broj
veciJeProst = true;

2

<< N << endl;

if (manjiJeProst && veciJeProst)
// dva prosta broja su na istom rastojanju
cout << “dva broja” << <<n-k<<?”?”
else if (manjiJeProst)
// manji broj je prost
cout << ”manji broj ”
else if (veciJeProst)
// vecil broj je prost
cout << ”vecil broj ” << n + k << endl;
k++; // uvecavamo rastojanje

}

EX 1)

<< n + k << endl;

<< n - k << endl;

}

return 0;

}

3anarak: EpaTocTteHOBO CUTO

Harmum nporpam koju oapehyje dpoj mpoctux dpojeBa y UHTEpBany [a, b] U BUXOB 301p (aKo 30Up UMa BHIIE Of
6 ucapa, UcIUcaT! caMo TOCTeqbUX 6).

Vaaz: Ca craiapaHor ysiasa yHoce ce dpojesu a u b (1 < a < b < 107), cBaku y MocedHOj TMHUjH.

HNzaa3: Ha cranpapaHoM u3iasy NpuKa3aTd y jeqHOj JIMHUjU, OIBOjEeHU jeIHUM OJIaHKO 3HaKOM, OpOj MPOCTUX
dpojesa u3 nHTEpBaNa [0, b] N TPAKEHN 30UP.

IIpumep

Vaaz Hznaz

1 168 76127
1000

Pememe

Ilojenunaune mpoBepe MpocTux 6pojesa

Ouurniesian aJropuTam 3a oipeljiBarme CBUX IPOCTHX OpOjeBa U3 HEKOT MHTEpBaJla jecTe Aa ce 32 CBaKH OpOj U3 Tor
MHTEpBaJIA 0 jeJUHAYHO POBEPH Ia JiH je mpocT. OBo Moxke dutn ypaheno y3 momoh anroputma 1j. (pyHKIHjE KOjy
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cMo onucaiy y 3aaatky [Ipocr Opoj.

Ha ocnoBy cniengukaiiyje 3agaTka noTpedHO je oApeauTH HajBuile 6 mociaeqmux mudapa 30upa CBUX MPOCTUX
OpojeBa U3 UHTEpBANA [a, b], IO, je eKBUBAIEHTHO OfpehuBary 30upa THX Opojesa no moxayty 10°. Hanme, Baku
(a + b)modm = (amod m + bmod m) modm. To je neraspHo onmcano u kopuinhibeHo y 3amatky Ornepariyje
110 MOAyJTy. Y TIeT/bH IPOJIA3UMO Kpo3 cBe OpojeBe of a 10 b, BpIMMO (hHITPHpamke Ha OCHOBY YCJIOBa Ja je Opoj
MIPOCT M BPUIMMO Opojame 1 cadupame 100ujeHe (purpupane cepuje.

Hanomennmo na ce 30Mp padyHa Tako IITO ce Ha MOYETKY MHUIMjAIN3Yje Ha HyJy, a 3aTHM Ce Y CBAKOM KOPaKy
u3pauyHaBa cabupare 30upa 1 Tekyher npocror dpoja o momysty 106 (zbir = (zbir % 1000000 + p % 100000) %
100000). Moo he y cBakom Kopaky 361up duti Marsu o1 10%, 1 1o1mTo He MoCTOj1 OMACHOCT O/1 PeKopaveHa Kaja
ce y 003up y3Me MakCHMalHa BPeJHOCT IPOCTUX OpojeBa KOju ce cadupajy, MPeTXOJHN KOpaK ce MOXKe 3aMEHUTH
KopakoM zbir = (zbir + p) % 1000000.

AKO ce TIpoBepa Jia JIM je Jati Opoj k mpoct Bpum y cioxkenoctn O(v/k), Taja je oBaj aIropuTaM CIOKEHOCTH
O((b — a)v/b). Axo je unrepran odmika [0, n], cnoxenoct je O(ny/n).

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti
// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; 1*1 <= n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

int main() {
// ucitavamo granice intervala
int a, b;
cin >> a >> b;

// odredjujemo broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
int zbir = 0, broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; i++)
if (prost(i)) {
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;

}

// prijavljujemo rezultat
cout << broj << ” 7 << zbir << endl;
return 0;

EpaTtocTreHoBo cuto

Bospu pesynTaT of ucnuTrBama 3a CBaKM OpOj M0jeAMHAYHO Ja JIU je IIPOCT MOXKE ce IOOUTU IPUMEHOM aJITOPUTMA
nos3HaTor kao EpatocteHoBO cuto. OCHOBHA Ujigja aqropUTMa je Ja ce NPBO HaluIly cBU OpojeBH of 1 1o mator
dpoja n, 3aTuM ga ce mperpra Opoj 1 (jep oH o JeprHUIMjU HITje IPOCT), HAKOH Fhera CBH YMHOIIIM Opoja 2 (HuCy
MIPOCTH 3aTO IITO Cy AEJBUBH ca 2, JOK Opoj 2 ocTaje HelpelpTaH jep je OH MPOCT), 3aTHM YMHOIIIH Opoja 3 (HuCy
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TIPOCTH jep Cy AeJbUBH OpojeM 3), 3aTUM YMHOIIIM Opoja 5 (HUCY MPOCTHU 3aTO IITO CY Je/bUBU OpojeM 5) U Tako
Jasbe.

EdukacHa nmieMeHTanuja oBor ajlropuTMa mojpa3ymMeBa HEKOJIMKO OJiceliama (KojuMa ce n3deraBa MOHAB/bamke
WCTHUX OMepalyja BUILE MTyTa M aCUMIITOTCKH yOp3aBa aJropuram).

IIpBo, yMHOIIIKE CI0)KeHUX OpojeBa Hema MoTpede MoCcedHO mpelpTaBaTH jep cy oHu Beh MpelpTaHu TOKOM MperpTa-
Bamba YMHOXAaKa HEKOT OJ1 BbUXOBHX MPOCTHX (hakTopa (Ha mpuMep, Hema oTpede MoceOHO MpeLpTaBaTH YMHOLIKE
Opoja 4 jep cy oHu Beh npelpTaHy TOKOM IpelpTaBamba YMHOXKaKa Opoja 2).

Jpyro, NpiIMKOM TpelipTaBamba YMHOkaKa Opoja d 0BOJBHO je KpeHyTH oA d - d jep cy MamwK yMHomuy Beh npe-
LpPTaH! paHuje (CBM MMajy rpase (paktope Mame o1 d). 3aTo je MoTpedHO je 1a ce MOCTyMakK MoHaBjba caMo JOK ce
He TIpelpTajy YMHOIIIN CBHX MTPOCTHX OpojeBa Koju HucCy Behu o KopeHa dpoja n. 3a dpojere Behe ox kopeHa ox
7 MIpeLpTaBame 01 KPeHyJIo O ’bUXOBOT KBajipaTa Koju je Behu ox1 n, 1a je jacHO Ja ce HU 3a jefiaH Off ’hUX HHUIITA
JOAATHO He O MperpTao.

BpojeBu koju cy octanu HeNpeupTaHu cy MpocTu (jep 3HaMO Ja Hemajy MpaBUX Aeuiiala MambUX WA jeTHAKUX
KOpEeHY O] 7, TIa CaMFM TUM U MAambWX WIN jeTHAKMX CBOM KOpEHY, a TMOIITO HeMajy JIeJTIana UCTo]] BPeIHOCTH
KOpeHa, HemMajy MpaBuX Je/uiala HU U3Ha/ BpeJHOCTH KopeHa). Ta Teopema je mokasaHa y 3agatky [Ipoct Opoj.

ITpukax)umo Kako ce 0BUM aaroputMoM oapel)yjy ceu npoctu dpojesu ox 2 1o 50. Kpehemo o nmyHe tadene y kojoj
Cy yIHCaHU CBH OpojeBu of 2 1o 50.

2 3 45 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

YV npBoM Kopaky IperpTaBaMo cBe YMHOIIKe Opoja 2 (ocuM camor dpoja 2).

.2 3 .5 .7 .9
11 .13 .15 .17 . 19
21 .23 .25 .27 .29
31 .33 .35 .37 .39
41 .43 .45 . 47 . 49

Y HapegHOM KOpaky MpelpTaBaMo CBe YMHOIIIKe Opoja 3, KpeHYyBIIHN O BeroBor KBajapaTa Tj. on 9 (dpoj 6 je Beh
MpeLpTaH Kao yMHOXakK dopoja 2).

2 3 . 5 .7 . .
1 .13 . . .17 . 19
. .23 .25 . . .29
31 . . .35 .37 . .
41 .43 . . .47 . 49

YMHoIiike Opoja 4 He mpenpTaBaMo, jep je OH MperpTaH (Ia CaMUM TUM U CBU HE€TOBU YMHOIIIIH).

YV HapeaHOM KOpaky MpenpTaBaMo cBe YMHOIIKe Opoja b, KpeHyBIIH OJ1 leroBOTr KBaapara Tj. Opoja 25 (YMHOIIIH
2-5,3-5u4- 5 cy Beh npeupranu).

2 3 .5 . 7 . .
1 .13 . . .17 . 19
o023 . . . .29
31T . . . . 03T ..
41 .43 . . .47 . 49

YMHoIiike Opoja 6 He mpenpTaBaMo, jep je OH MperpTaH (Ia CaMUM TUM U CBU HE€TOBH YMHOIIIIIH).

[IpeupraBamo ymHoIIIKe dpoja 7, KpEeHYBIIM O] HeroBOT KBajpara Tj. opoja 49.

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
o023 . . . . .29
31T . . .0 03T ..
41 .43 . . .47 . 49
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YMmHomKe dpoja 8 He mpenpTaBamo, jep je OH MpeLpTaH (1a caMUM THM ¥ CBH HETOBU yMHoIIIWM). MehyTiMm, mpe-
L[pTaBame OM KPEHyJI0 Ofl BEeroBor kBaapara. U 3a cBe HapeaHe Opojese nperpTaBame kKpehe o ’IXOBOT KBaJpara,
MehyTuM, Taj kBagpar je Beh BaH Tadesne (jep je Behu o 50), ma ce mocTynak Moxe 3aBpumTH. [Ipeoctanu dpojeBu
Cy IpOCTH.

[IpeupraBame dpojeBa MojaeaoBaheMo HU30M (UM BEKTOPOM) KOjU CaAPKU JIOTUUKE BPEAHOCTU (BPeJHOCTU TUIIA
bool) u mpenprane OpojeBe o3HayaBahemo ca false, a Henperprane ca true. OnpehuBame npocTux dpojena (Io-
MOhy MOMEHYTOr HU3a Tj. BEKTOpa) peanu3oBahemMo y 3acedHo] (pyHKIM]jU, jep Ta (PyHKLHM]ja MOke OUTH KOPHUCHA U
y MHOTMM HapeIHNM 3aJalliMa.

Perimo 1 na je Oe3 0d3mpa Ha TO IITO CYy HamMa MOTPeOHH caMO OpojeBH M3 MHTepBaia of a a0 b, y Eparocteno-
BOM CHUTY NMOTPeOHO BPILMTH aHAIN3y CBUX OpojeBa u3 nHTepBasia o 0 1o b (jep ce mpenpTaBame MOpa BPIIUTH U
OpojeBnMa MawuM 0O a).

AHanm3a CI0KEeHOCTH je KOMIUTMKOBaHMja M 3aXTeBa ofpeheHo (Joayiine BeoMa eleMEeHTapHO) MO3HABake TEOpHje
dpojesa. IpoueHrmMo dpoj M3BpIIaBakba Tejla YHYTpalllibe NeTbe. Y MOYETHOM KOPaKy CIOJbHE MeT/he MperpTaBa

C€ OKO 7 €JIEMEHATa. Y HAPEHOM, OKO 4. Y HapeJHOM KOpaky je 0poj 4 Beh npeupra, na ce He NPEpTaBa HUILTA.
Y Hape[HOM ce NpelpTaBa OKO ¢, HAKOH TOra OIET HUIITA, 3aTUM 7 UTA. Y MOCIEIHEM KOPAKy Ce PEeLpTaBa OKO
 ClleveHara. Jaxue, dpoj mpenpraBama je HajBHIIIE

2y
2

wl|3

n n 1
trtot—==n-| > =
5 \/ﬁ dprost,d

d</n

Bpoj je 3ampaBo u MamwH, jep NMPUIMKOM IpelpTaBama y YHYTPAIlkhO] MeT/bU NperpTaBambe He kpehemo ox d, Beh
on d?, anu 3a notpede Nakier oapehuBamba ropre IPAHULIE CIOKEHOCTH KOPUCTUNEMO IIPETXOHY OLIEHY.

Jom je Benmku Ojnep otkpuo pa ce 3oup H(m) = 1+1/24+1/3+...+1/m= 3", é (TakO3BaHU XaPMOHUJCKU
30Mp) aCHMITITOTCKH TOHAIIA CIIMYHO (byHKIjH log m (pa3nuka n3mel)y oBe 1Be (pyHKIH]je TeHu Tako3BaHOj Ojiep-
MackepoHujeBoj KOHCTaHTH Y ~ 0.5772156649), ma camuM THM 3HaMmo Jia Taj 30up AuBeprupa. Takohe, OTKpHO
je Ia kaga ce cabupame BpIIM caMo II0 IIPOCTUM OpojeBHMa, Tafa ce 30Mp MOHaIla Kao JIOTapUTaM XapMOHH]jCKOT
30upa, 1j. kao loglogm (ma je u oH auBepreHtaH). [lakie, y HaleMm MpUMepy MOXKEMO 3aKJbYUHUTH 1a je Opoj
npelpraBama jeqHak n - loglog v/n. Tomro je loglog+/n = loglog n: = log (% log n) = log% + loglogn,
TIO71 ITPETIIOCTaBKOM Jia je caduparme OpojeBa (Koje ce KOPHCTH y UMITIEMEHTAIMj | TTeT/bH) KOHCTAHTHE CJI0KEHOCTH,
Bax a je cnoxkenoct Epatocrenosor cura O (n-log log n). Mako Huje nuHeapHa, dpyHkimja log log n Tonmko ciopo
pacrte, Jja ce 3a CBe ITpakTU4He notpede EpaTrocTaHOBO CUTO MOXe cMaTpaTH JINHEAPHUM y OJHOCY Ha 7 (IIITO je A0CTa
criopuje camo Off UCIIMTHBAA 14 JIU je Opoj n mpoct, mro uma cioxkeHoctT O(y/n), alu je Opke o MpoBepaBarmba
CBAKOT DpOja MojeaMHauHo Koje je cnokeHoct O(n+/n)).

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

// funkcija koja popunjava logicki niz podacima o prostim brojevima iz
// intervala [0, n]
void Eratosten(vector<bool>& prost, int n) {
// alociramo potreban prostor
prost.resize(n + 1, true);
prost[0] = prost[1] = false; // 0 i 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; 1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prost[i]) {
// precrtavamo umnoske broja 1 1 to krenuvsi od 1*1
for (int j =1 *1; j<=n; j+=1)
prost[j] = false;
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int main() {
// ucitavamo granice intervala
int a, b;
cin >> a >> b;

// odredjujemo proste brojeve u intervalu [0, b]
vector<bool> prost;
Eratosten(prost, b);

// odredjujemo broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
int zbir = 0, broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; 1++)
if (prost[i]) {
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;

}

// prijavljujemo rezultat
cout << broj << ” ” << zbir << endl;
return 0;

}
3aparak: 30up npocTux NpocT

Harmum nporpam Koju 3a atu npuponan 6poj n oxpelyje KOJIMKO UMa MapoBa IpocTux dpojesa (p, ¢) TakBHX Ja
jep < qup+ q < n jeTakohe mpocr.

Vaaz: Ca craHiapaHor yiasa ce yuurasa 6poj n (1 < n < 10°).
M3na3: Ha crangapaHu n3ias MCIUCATU TPaXeHH Opoj MapoBa, Takas Ja je p + g < n.
IIpumep 1

Vaaz Hznaz
6 1

Objauroerve

Jemuuu nap koju 3amoBosbaBa ycnose je (2, 3), jep je 5 < 6 mpoct 6poj.
IIpumep 2

Yaaz

100

Hznaz

8

Pememe

IIpoBepa cBux nmaposa

Pemmeme rpydom cmiioM mogpasymeBa ja ce 3a cBaku map opojeBa 2 < p < ¢ < n — p NPOBEPHU Ja JI UCITyHba-
Ba ycjoBe 3afaTka. HaOpajame mapoBa MoOxeMoO BpIUMTH yrHe:xheHUM NeT/baMa, a MpoBepy Ja Jiu je Opoj MpocT
JITOPUTMOM OIMCAaHKUM Y 3a1aTKy [Ipoct Opoj.

TMormro ce mpoBepa Jia JI je IaTH Opoj MpocT peanusyje y Bpemeny O (y/n), a Taksux naposa uma O (n?), c1okeHOCT
osor npuctyna je O(n?y/n).

Jenny maiy onTEMHU3anUjy MoxkeMo noctuhy kopumhemeM ojcelama — ako Opoj p HUje MPOCT, HeMa NMoTpede Ja
nokpeheMo yHyTpallliby MeT/by U Jla TPOBEpaBaMo pa3inunTe BpeaHocTH ¢. [lomTo rmpoctrx dpojeBa MamuXx o n
MMa OTIIPUJINKE &, OBHUM Ce IIporpam yop3aBa aCUMITTOTCKH, aJIi, HAXaJoCT, camo 3a ¢akrop log n.
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#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

bool prost(int n) {

}

if (n < 2)
return false;
for (int d = 2; d *d <= n; d++)
if (n % d==0)
return false;
return true;

int main() {

int n;
cin >> n;

int brojParova = 0;
for (int p = 2; p <= n; p++)
if (prost(p))
for (int q = p+1; p+q <= n; Qq++)
if (prost(q) && prost(p+q))
brojParova++;

cout << brojParova << endl;

return 0;

EpaTocTeHoBO CHTO U NMPOBEpPa CBUX MapoBa

OnpehuBame cBux npoctux OpojeBa u3 unteppana [0, n] Moxemo ypaguru epuxacHo EparocteHoBuM cutom (Kao
y 3agatky EparoctenoBo cuto). HakoH Tora 3a cBe mapose 2 < p < ¢ < n — p MOXEMO [IPOBEPUTH Ja JI1 3a/I0BO-
JhaBajy yCJIOB TAKO IITO MPOBEPY MPOCTOCTH jaKo OP30 BPIIMMO Ha OCHOBY HM3a KOjU je M3TEHEPHCAH MOCTYIKOM
EparocreHoBor cura

Crnoxenoct EparocrenoBor cura je O(nloglogn). HakoH KOHCTpYKIMje HU3a, 3a CBAKH €JIEMEHT MOXEMO y Y
KOHCTAHTHO]j CJIOKEHOCTH MPOBEPUTH Ja Jiu je mpocT. MehyTum, naposa kanauaara uma O(n?), na BpeMeHOM
M3BpIlaBarba JOMUHKUPa (baza MPOBEPE CBUX MapoBa U yKyIHa cioxkeHocT je O(n?).

#include <ilostream>

#1

us

nclude <vector>

ing namespace std;

vector<bool> eratosten(int n) {

}

in
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vector<bool> prost(n+l, true);

prost[0] = prost[1] = false;

for (int d = 2; d * d <= n; d++)
if (prost[d])

for (int j =d *d; j<=n; j+=d)

prost[j] = false;
return prost;

t main() {

int n;

cin >> n;

vector<bool> prost = eratosten(n);
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int brojParova = 0;
for (int p = 2; p <= n; p++)
if (prost[p])
for (int q = p+1; p+q <= n; q++)
if (prost[q] && prost[p+q])
brojParova++;

cout << brojParova << endl;

return 0;

Opacename Ha 0OCHOBY IAPHOCTH

EduxacHocT ce 3Ha4ajHO MOXe MONPaBUTH ofcenarbeM. Hanmve, Moske ce MpUMETHTH Jja ako Cy P U ¢ TIPOCTH OpojeBr
Behn ox 2, oHM cy HemapHH, a 30up [Ba HemapHa Opoja je mapaH Opoj, Koju je curypHo Behu on 2. 3aTo BHUXOB
30up He Moxe Ja dOyzae npoct. Opatie cieau na Opoj p curypHo Mopa fa Oyjae jenHak 2, a MUTame ce CBOAU Ha
MIpOHaJaXewe CBUX OpojeBa 2 < ¢ < n — 2, TaKBUX Ja Cy ¢ U ¢ + 2 npoctu (TO Cy TaKO3BaHU NMPOCTU OpojeBU
OymzaHLuy.

OnpebhuBame CBUX IPOCTUX OpOjeBa MabKX WM jeIHAKUX Of 1 MOXKEMO ypaauTu EpaTocTeHOBUM CUTOM, Y BpEMEHY
O(nloglogn). HakoH Tora npoHaja3ak napoBa dJu3aHalia MOXEMO YPaiuTh y gogatHoM Bpemeny O(n), Tako aa
EpatocTeHOBO CHTO JOMUHHMPA LIEJMM aJTOPUTMOM.

#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;

vector<bool> eratosten(int n) {
vector<bool> prost(n+1l, true);
prost[0] = prost[1] = false;
for (int d = 2; d *d <= n; d++)
if (prost[d])

for (int j =d *d; j <=n; j +=d)
prost[j] = false;
return prost;
}
int main() {
int n;
cin >> n;

vector<bool> prost = eratosten(n);

int brojParova = 0;
int p = 2;
for (int q = p+1; p+q <= n; Qq++)
if (prost[q] && prost[p+q])
brojParova++;

cout << brojParova << endl;

return 0;

}

3aparak: Besukn npoctu 0pojeBu

Hanvmm nporpam koju ucnucyje cBe npocte dpojese mely yHetnma. [Iporpam Moxe Aa morpemm y Majaom opojy
cily4ajeBa, ay Tpeda ja paau op3o.
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Vaa3: Cpaka JMHMja CTaHAApAHOT yasa (MMa ux Hajeuie 1000) cagpku jefan npuposian 6poj Mamwu o 1015,

M3na3: Ha cranpapaHu usa3 UCIHUCATH OHE YHETe OpojeBe KOjU Cy MPOCTH.

ITpumep
Vaaz Hznaz
7916413003241 7916413003241

16819606497999 33711348088423
33711348088423 60894005190391
99222770171192

60894005190391

4917349288929

Pememe
IIpoBepa geamaana

3a cBaKM YUUTaHU OpOj MOKEMO MTPOBEPUTH JIa JIU j& MPOCT, KOpHUIlIhemeM MpoBepe Jesuiala, Tj. MoCTynaka Onu-
caHux y 3aj1atky [Ipoct opoj.

#include <ilostream>
#include <random>
using namespace std;

typedef uinté64_t ull;
typedef unsigned __int128 ulLlL;

uLL stepen(ull a, ull n, ull m) {
if (n == 0)
return 1;
if (n % 2 == 0)
return (stepen(((uLL)(a % m) * (uLL)(a % m)) % m, n/2, m)) % m;
return ((a % m)*stepen(a, n-1, m)) % m;

}

bool fermaovTest(unsigned long long p, int k) {

if (p == 1) return false;
if (p == 2 || p == 3) return true;
default_random_engine gen;
uniform_int_distribution<unsigned> dist(2, p-2);
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

unsigned long long a = dist(gen);

if (stepen(a, p-1, p) !'= 1)

return false;

3
}

return true;

int main() {
unsigned long long a;
while (cin >> a)
if (fermaovTest(a, 100))
cout << a << endl;

}

(I)epMaOB TECT IPUMAJTHOCTH

Jeman BeoMa jeTHOCTaBaH MPOOAOMIMCTUYKY TECT NMIPUMATHOCTH 3aCHOBAH je Ha Mayoj PepMaoB0j TeopeMH Koja
TBPJIY J1a 32 POCT OPOj P ¥ MPOU3BOJBAH OPOj a KOjU HUje AeJbUB OpojeM p BaKu

a® 'modp = 1.
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Ha nipumep, ako je p = 7 u a = 4, Baxu aa je 45 = 4096 = 585 - 7 + 1 1j. na je 4mod 7 = 1.

JenaH BeoMma Jiel, a Kpajie eJieMeHTapaH HauMH Ja ce iokaxe Maa PepmaoBa Teopema je Aa ce pa3MOTpe CBE HUCKE
Jy’KUHE p y KOjUMa ce jaBJbajy cJloBa U3 a3dyke Koja uMa a cumdosna. TakBux Hucku uma a?. Ha npumep, ako je
p=3ua = 2, tocy Hucke XXX, XXY, XY X, XYY, YXX,YXY,YYX uYYY. 3amucmumo cana
Ja Cy CJIOBa CBaKe HMCKE HalllcaHa Ha Kpyry. Tume cBe JaTe HHUCKE AeIMMO y ofpeleHe rpyre Tako jia JIBe HUCKE
MIpPUTIaJajy UCTO] IPYIH aKO M CAMO aKO ce I00Mjajy YATameM CJIOBA ca HCTOT Kpyra. Y jeqHoj rpymu je camo X X X,
yapyrojcy X XY, XY XuY XX, yrtpehojrpymucy XYY, YY X uY XY, nok je y nocienmnoj, 4eTBpTOj rpynu
camo YYY. V onmrem cinyyajy nocrojahe a rpymna Koje cy jefHoOwIaHe U y buMa he dUTH HUCKE Koje calipke p
MOHABJbaKa jEAHOT UCTOT cuMOOIIa U3 a30yke. CBe ocrasie rpyne umahe o p eaeMenara. Haume, ako du ce 3anuc gart
Ha HEKOM KpyT'y MOTa0 IIPOYMTATH HA IBA ICTA HAYMHA KPEHYBIIH Of1 [IBa Pa3IM4MTa CJIOBA, TaJa OM Taj 3al1c MOpao
OWUTH MepruoArYaH ¥ MEPUOA O1 MOpao [a Jeiu Oy KUHY HUCKe. MeljyTiM, momTo je p mpocT Opoj, BeroB jeAnHA
Jenvony ¢y 1 u p, Tako Ja cBaka rpyrna uMa wid 1 uim p pa3nuuurtux eaemenara. [akie, Baxu ja je a? = z - p +a,
r1ie je x Opoj rpyna ca 1o p eneMeHara, 1a je a’ — a = x - p 1j. Aa je a(a?~! — 1) = z - p. TomTo a Huje KeHUBO
ca p ¥ He MOXe Jla MMa 3ajeIHIIKKX IPOCTHX (haKTopa ca mwuM (jep je p mpoct), cieau ja aP~ 1 — 1 mMopa jia dyne
JeJbUBO ca p, ITO je ypnaBo TBpheme Masie PepmaoBe Teopeme.

Hanpeanuju nokasu 3acHoBaHu cy Ha JlarpaHxoBoj TeopeMu Teopuje rpyna. Haume, octanu no moayny p Tj. opo-
jesu {1,2,...,p — 1} uuHe rpyIy MpH OMeparji MHOKEHA 10 MOAYJY p (HaJakKere MHBEep3a CBAaKOI eJleMeHTa
OMHMCaHoO je y 3amatky MoynapHu uHBep3). Pem Omito kor eleMeHTa a U3 OBOT CKyIa je HajMamu Opoj k Takam
na je a* modp = 1 u Ha ocHoBy JlarpaHxkoBe TeopeMe pejl eJleMeHTa MOpa Ja e/ Pejl Ipyre Tj. Opoj HeHuX
enemenata koju je p — 1. Jlakrne, Baxu ma je a? ' mod p = a*™ mod p = (a*)™ mod p = (a* mod p)™ mod p =
1™ modp = 1.

Mana depmaoBa TeopeMa MOXe Ce CXBATUTH U Kao creljaaHu ciaydaj Ojiaepose TeopeMe (KOjy OMUCYjeMO Y 3a1a-
mama Motynapan unseps u Ojnepopa dyHkimja) koja kake ma je a®™ modn = 1, rae je ¢(n) 6poj enemenara
KOjU Cy y3ajaMHO IIPOCTH ca OpojeM m. AKO je m ImpoCT dpoj M ako ra odesexuMo ca p, Taja je Opoj y3ajamHO
IPOCTHX OpojeBa y OJHOCY Ha Hera jeHak p — 1, oJjakiie JUPEKTHO ciequ Maia PepMaoBa Teopema.

IMomrTo n3noXMIan Moxe dUTH BEJIMKH, CTETIEH 110 MOIYJTy MOPaMO pavdyHaTH aJITOPUTMOM OP30T CTETIEHOBaba, KaKo
je ommcano y 3a1atky CTenen 1o MomyJy.

Jla ducmo uzpauyHamu a? mod p, MokeMo ipuMenuTH popmyay ((a mod p) - (a mod p)) mod p, mehyTum, u'y Tom
clyyajy MOpaMO MHOXKMTH JBa 64-0uTHa dpoja (jep 300r orpannyema na je p < 102, 3a meropy penpeseHTalujy
Mopamo ynoTpedutu 64-0utHe dpojese). [IponsBox nBa 64-dutHA Opoja MOKe TAKO IPEKOPAYHNTH oricer 64-OUTHHX
dpojeBa u 3a penpeseHTalijy OBOT ITPOU3BO/A, TIPE MPOHATAXKEHA OCTATKA IPU JIEJbEIY Ca P, MOPaMO YIIOTPeOUTH
dap 128-dutHu TUT MojaTaKa.

V crangpagHoMm je3uky C++ HeMamo TakaB Tul nojaraka, mehytum, npesoauour GCC u Clang Ham Ha 64-OUMTHUX
apXHWTEeKTypaMa pavyHapa rnpyxajy tamose __int128 m unsigned __int128.

#include <iostream>
using namespace std;

bool prost(unsigned long long n) {
if (n==1 ||
(n%2==028&n!=2)|]|
(n% 3 ==0 8 n != 3))
return false;
for (unsigned long long k = 1; (6*k - 1) * (6*%k - 1) <= n; k++)
F(N%6E*k+1)=0]|n%(6*k-1)==0)
return false;
return true;

}

int main() {
unsigned long long a;
while (cin >> a)
if (prost(a))
cout << a << endl;
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return 0;

}

3aparak: Bpoj npocTux y uHTEepBajgnmMa

Hamvimm nporpam koju dp30 Moske Ja yTBpAH KOJIMKO Y JaTHM MHTepBajJuMa MPUPOAHKUX OpojeBa nMa IMPOCTHX.

Vna3: Ca cranpapasor ynasa ce yuurtasa opoj n (1 < n < 10000) koju npeactaBba Opoj UHTEpBAJIA, 3aTUM, Y
HapeIHUX 1 JMHUja 110 aBa Opoja a u b (1 < a < b < 10°) koju npe/cTaBbajy KpajeBe 3aTBOPEHOT MHTEPBaa
[a, b].

Wzaa3: Ha cranmapaHu usnias ucnucaTyi n MpUPOJTHUX OpojeBa (CBaKM y MOCEOHO ] IMHUjH) KOjU MPeICTaB/bajy Opoj
npocTux OpojeBa y cBakoM MHTepBaiy [a, b].

IIpumep

Vaaz Hznaz
3 25

1 100 143
100 1000 1061
1000 10000

Pememe

JINpeKTHO pemieme

HauBan HauvH fia ce 3a/1aTaK PEIlH je Ja Ce YUUTaBa MHTepBal 110 UHTEPBa [a, b], 1a ce y MeTbl aHATM3UPajy CBU
OpojeBu o1 a 10 b, na ce 3a cBaky MoMOhHOM (DYHKITIMjOM IIPOBEPaBa JIa JIM je MPOCT (TakBy (PYHKIM]y CMO BUIEIIH,
Ha npumep, y 3agatky [Ipoct 6poj), u ga ce Opoje OHU KOju TO 3a70BObaBajy. Benuku mpodiieM OBOT pelliera je
To 1mTO he ce 300r oueKMBaHOT MpeKJianama MHTEpBaJIa 32 MyHO OpojeBa BHIIE IyTa UCIIUTUBATH Ja JIU Cy ITPOCTH.
CII0€HOCT OBOT MOCTYIKA Y HajropeM ciyuajy je O(n - m - \/m) rue je n dpoj unTtepBana, a m Hajsehu dpoj y
uteppaiuma. C 003upoM Ha orpanuyera n < 104, am < 105, jacHo je ja 61 oBaj mocTynak o/y3eo MyHO BpeMeHa.

#include <ilostreams>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

// funkcija ispituje da li je broj prost
bool prost(int n) {
if (n < 2) return false;
for (int 1 = 2; 1*1 <= n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

// broj intervala
int n;
cin >> n;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// ucitavamo interval
int a, b;
cin >> a >> b;
// brojimo proste brojeve u njemu
int brojProstih = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; i1++)
if (prost(i))
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brojProstih++;
// ispisujemo rezultat
cout << brojProstih << '\n';

}

return 0;

EpaTOCTEHOBO CUTO

EpatocTeHOoBMM CUTOM KOje CMO NMpHUKa3ain y 33JaTKy EpaTocTeHOBO cTo Moryhe je MHOro Opske UMILJIEMEHTUPaTH
WCTOBpEMEHY MPOBEpPY /a JIM Cy CBU OpOjeBM 10 HEKe JaTe IpaHulie MPOCcTH. Y MoYeTHOj (azu ce Kpeupa HU3
JIOTMYKMX IPOMEHJBMBHX TAKO JIa je Ha MO3ULIUjH ¢ Y TOM HU3Y BPEIHOCT true ako U caMo ako je dpoj ¢ npoct. Cuto
MOXEMO TMPUMEHUBATH 32 CBAaKW MHTEPBAJ T10jEIMHAYHO, &I jeé MHOTO OOJbE aKO OJIpEeAMMO MAaKCHMAJIHU JeCHU
Kpaj CBHX MHTEPBaJIa ¥ HAIIPaBUMO CHUTO JO TOT Opoja (HakoH Tora hiemo 3a cBaku Opoj y CBUM MHTepBaJIMMa MOhH y
KOHCTQaHTHOM BpEMEHY Jia MPOBEPHUMO J1a JIM je TTPOCT). Y OBOM CIIeHapHjy MOTPedHO je Ja MPBO CKIIAJUIITUMO CBe
MHTEpBaJe, 1a OMCMO Cce MOIJIM BPaTUTH HA BUXOBY 00paly KaJa UM OfIpeIMMO MaKCUMaJIHH JIECHH Kpaj.

IMocrynak 3acHoBaH Ha EpatocteHOBOM cHTY je MHOro OOJbM HEro NMOHaBJbakbe IPOBEpe 3a CBAKM Opoj Mojenu-
HauHo. ClokeHOCT cuta ce Moxe mpouenutr kao O(m - loglogm), ma ce yKynHa CIOXEHOCT MpOLEYje Kao
O(m - loglogm + n - m) - cuTO Ce U3BPIIK jeIHOM, a 3aTHM ce 1 [yTa poBepaBa o HajBuiue m Opojesa, mpu
YyeMy je cBaka Ta IpoBepa KOHCTaHTHe cloxeHocT. PakTop log log m je Beoma Maiu, Tako J1a ce CI0KEHOCT MOXe
npouenuTd 1 ca O(n - m), ITO je ONeT MPEeBHIIE CIIOPO 3a OrpaHUYCHHA IaTa Y OBOM 3a1aTKy. HaroMeHHMO Jja cMo
MEMOPH]CKY CJIOKEHOCT Tporpama IMOUIIIX 32 MPOCTop notpedaH ja ce cknapuiute O (m) JOTHYKKX TPOMEHIBUBHX.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

vold Eratosten(int n, vector<bool>& prosti) {
// alociramo potreban prostor
prosti.resize(n + 1, true);
prosti[0] = prosti[1] = false; // 0 1 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; 1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prosti[i]) {
// precrtavamo umnoske broja 1 1 to krenuvsi od 1*1
for (int j =1 *1; j<=n; j+= 1)
prosti[j] = false;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// broj intervala
int n;
cin >> n;

// ucitavamo sve intervale
typedef pair<int, int> interval;
vector<interval> intervali(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> intervali[i].first >> intervali[i].second;
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// odredjujemo maksimalni desni kraj intervala
int max = max_element(intervali.begin(), intervali.end(),
[1(interval p1, interval p2) {
return pl.second < p2.second;
})->second;

// za sve brojeve iz [0, max] odredjujemo koji su brojevi prosti
vector<bool> prosti;
Eratosten(max, prosti);

// obradjujemo sve intervale
for (auto interval : intervali) {
// izracunavamo broj prostih brojeva u tekucem intervalu
int brojProstih = 0;
for (int 1 = interval.first; 1 <= interval.second; i++)
if (prosti[i])
brojProstih++;
// ispisujemo rezultat
cout << brojProstih << endl;

}

return 0;

Pa3narame nHTepBasa Ha pa3JHKy JBa HHTepBaga-npedukca

JlakJie, KpUTHYHO je yOp3aTh KOpaK M3pauyHaBara Opoja MpOCTHX OpojeBa y MHTepBaiy [a, b, Yak W Kaja ce mpo-
Bepa Jia JI je CBaKM MO0jeJuHavYHu Opoj MpoCT BpIIM Beoma Op30. KibyuHa nzeja je oHa Koja ce MOXe BUAETH U Y
3aJauuMa ApUTMETHUKY Tpoyrao uiM CerMeHT AaTor 30upa y Hu3y Lesnux opojesa. IIpocte OpojeBe y HHTEpBaly
[0, b] MOKEMO pa3IOKHUTH Ha IPOCTe dpojeBe Koju npuiiaaajy unrepsany [0, a — 1] u npocte dpojeBe koju nmpunagajy
uHTepBany [a, b]. IomuTo cy oBa JBa CKymna IuCjyHKTHA, Opoj mpocTrx dpojeBa y uHTepBaiy [a, b] jeqHaK je pas3iuim
u3Mmeljy Opoja npoctux dpojesa y untepsaiy [0, b] u Opoja mpoctux dpojesa y unrepsany [0, a — 1]. dakie, ako 3a
CBaKy BPEHOCT X JI0 HajBeher aecHOT Kpaja u3pauyHamo Opoj npoctux OpojeBa y untepsaty [0, x], 3a CBaKu UHTEp-
Bas [a, b] Opoj mpoctux dpojeBa MOKeMO TOOMTH y KOHCTAHTHOM BpeMeHy. Maiia MaHa OBOra je LITO aHraxyjemMo
JOAATHU MIPOCTOP OJ M 1eJUX OpojeBa (Maja je To Moryhe peiokyBaTH, ako je moTpedHO, TaKO IITO NaMTUMO CaMO
BpPEIHOCTH IPUJIPYKEHe KpajeBruMa Hallix uHTepsana). Bpoj nmpoctux dpojea y unrepsaimma [0, ] oner ce Moxe
M3pavdyHaBaTH MHKPEMEHTAIHO (CJIMYHO Kao IITO CMO, Ha MpUMep, 30MpoBe npedrKkca padyHaslll HHKPEMEHTATHO
y 3agatky Ipedukce Hajseher 30upa. OBu OpojeBu UKMHE PeKypeHTHY cepHjy u Opoj dpojesa y untepsany [0, x| je
uctH Kao dpoj dpojesa y uarepsaiy [0, 2 — 1] ako = Huje poct 6poj, Tj. 3a jenaH je Behu ox Opoja mpoctux dpojesa
y untepBaiy [0, x — 1], ako x jecte mpoct. Ako Hu3 100ujeH EpaTocTeHOBUM CHTOM 3aMHCIIMMO Kao HU3 UHMKA-
Topa (HyJIa ¥ jeMHMIIA), OHJA ce OpOj MpOCTUX OpojeBa y cBakoM uHTepBaty [0, x| 3arpaBo U3pavyHaBa Kao HU3
HaplyjalHuX CyMa Hi3a HHAMKaTopa. [la drcMo u3pavyHamm napiujaiHe cyme norpedHo Ham je O(m) omepanyja,
IITO YKYIHY cioxeHocT coau Ha O (m - loglogm + m + n), WTO je NpaKTUYHO JUHEAPHA CIIOKEHOCT.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

// Funkcija koja Eratostenovim sitom za svaki broj iz intervala
// [0, n] odredjuje da li je prost
vold Eratosten(int n, vector<bool>& prosti) {
// alociramo potreban prostor
prosti.resize(n + 1, true);
prosti[0] = prosti[1] = false; // 0 i1 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; 1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
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if (prosti[i]) {
// precrtavamo umnoske broja 1 1 to krenuvsi od 1*1
for (int j=1*1; j<=n; j+=1)
prosti[j] = false;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

// broj intervala
int n;
cin >> n;

// ucitavamo sve intervale
typedef pair<int, int> interval;
vector<interval> intervali(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> intervali[i].first >> intervali[i].second;

// odredjujemo maksimalni desni kraj ucitanih intervala
int max = 0;
for (auto interval : intervali)
if (interval.second > max)
max = interval.second;

// za sve brojeve iz [0, max] odredjujemo koji su brojevi prosti
vector<bool> prosti;
Eratosten(max, prosti);

// brojProstihDo[1] = broj prostih brojeve iz intervala [0, i]
vector<int> brojProstihDo(max + 1);
brojProstihDo[0] = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= max; i++)
brojProstihDo[1] = brojProstihDo[i-1] + prosti[i];

// za svaki ucitani interval
for (auto interval : intervali) {
// broj prostih iz [a, b] je razlika broja prostih iz [0, b] 1
// broja prostih iz [0, a-1]
int brojProstih = brojProstihDo[interval.second] -
brojProstihDo[interval.first - 1];
cout << brojProstih << endl;

return 0;

3anarak: PacraB/bame Ha MpocTe YHHHOLIE

AKO je 1aTo HEKOJIMKO MPOCTUX OpojeBa, BUXOB MPOU3BOJ CE MOKE BeoMa JIako U Op30 oapeautu. MehyTtum, ako je
JaT MPOU3BO/I, YECTO je BeoMa TelIKO OJPEAUTH MpocTe OpojeBe KOju ra caurmwanajy. Hanuimm nporpam koju mro
e(ukacHHje pemapa Taj mpodIeM.

Vaaz: Ca craHiapaHOT yjla3a ce yHOCH jefial puposan opoj n (1 < n < 2-10).
M3na3: Ha cranpapaxy u3ia3 MCnycaTy pocTe YMHUoLe Opoja n, ypeljeHe ox HajMamux 1o HajBehux, pasiBojeHe

pa3MakoMm.
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IIpumep

Vaaz Hznas

900 223355
Pememe

Auropuram ¢pakTopusanmje

Motenuyjanxau ynHUonM f Opoja n ce UCIUTYjy PeaoM, y NeT/bU, KPEHYBIIH 01 Opoja 2. Y cBaKOM KOpPaky HCIHUTY je
ce 1a Jim je dpoj n nespuB OpojeM f W JIOK TOI jecTe AEJbUB, Y YHYTPAIlkhO] MeT/bH, OH ce JIeu opojeM [ mpuja-
BJbYjylin ipr TOM uMHMIAL f (ITOIITO Ce y CKJIONY YCJIOBa YHYTpalllihe MeT/be BPIIH IpoBepa JAeJbUBOCTU 1 ca f,
HHje oTpedHa nocedHa MpoBepa JeJbUBOCTH HApEeAOOM I'paHamba Ipe Te rewbe). HakoH Tora mpenasu ce Ha cieaehn
MOTEeHIIMjaJIHU YMHWIAI (32 jesaH Behu o mpeTxogHor). Mako ce Moxe MOMUCIUTU [ je 3a CBaKU MOTEHIIjaTHU
YMHWIIALl TOTPEOHO MPOBEPUTH J1a JIU j€ OH MPOCT Opoj (jep Hac 3aHMMajy camMO IPOCTH YUHUOLM ), TO HUje OTPEOHO
paauTty. Hamme, y mocTynky nperpare KOju cMO HaBeJsH, ako TeKyhu kaHnuar f Huje mpocT, OH He MOXe Ja Aeiu
Opoj n, jep cMO CBe BeroBe NMpocTe YMHHoLE Beh JiesberheM yKIOHWM u3 Opoja n. Ha npumep, kaza f nocturxe
BpeqHOCT 6, Opoj n He MOXe OUTH [IeJbHB BIME jep je MPEeTXOAHO UCIPITHO U3e/beH OpojeM 2 (a KacHHje u dpojem
3). 3aucra, ako MPETHOCTABUMO CYIIPOTHO Aa f IeJu 1 1 1a je f CJIoXKeH Opoj, Tafaa du f MMao HEeKU MPOCTH YMHUIIALL
MamH OJ1 lera v To OM yjeqHo Ouo npocT unHmiIal dpoja n. Mehytum, To HUje Moryhe jep cMo nipe yBehamwa dpoja
f Ha meroBy Tekyhy BpeHOCT YTBPIWUIM [a TeKyhu Opoj n He MOke OWTH JIeJbHB HU jeJHUM OpojeM MameM o f
(vHave OucMo ra gemwn ca f, a He yBehaBamy f). [lakiie cokeHM YMHHONM Ce eMMIHHIILY TaKo IITO ce yTBPH A2
Tekyhu Opoj n HUje AebUB BUMa, IITO je MHOTO e(pUKACHHUje Hero MPUMEHhUBATH Ha HHX TECT IMIPOCTOCTH.

Y HajjeHOCTaBHUjOj UMILIEMEHTAIIU]jU, OIIMCAHU MOCTYINAK TPpaje CBe IOK ce Opoj 1 Ie/beheM CBOjUM YMHUOLMMA
He cBejie Ha Opoj 1.

Naxo xopekTaH, aJropuTaM KOju ce 3aBpluaBa cBoliermeM Opoja Ha 1 je mpuianyHo HeedrKacaH U 3a dpojeBe Koju
“Majy BeJMKe MPOCTe YMHUOLIE P BeoMa criopo (MOKyIllajTe U3BpIlaBame nporpama Hip. 3a dpoj 1000000007).
[Ipodiiem HacTaje jep ce IeMoLy NOCIEAmEer MPOCTOI YNHKUOIA UCIIUTY]Y CBE JIOK ce He Iohe 1o caMor Tor Opoja.
C 003npoM Ha orpaHuyerse OpojEeBHOT THIIA, OPOj YMHMIIAIIA MOKEMO CMaTPaTH MPAKTUYHO KOHCTAHTHNM (HE MOXe
ux durn Buie ox 32), na je cinoxeroct O(M ), rae je M Hajsehu mpoct akTop HoJa3HOr Opoja.

Ha cpehy, anropuram je jeAHOCTaBHO MOIPABUTH, TAKO IITO CE€ PaCcTaBjbambe 3ayCTaBU UMM Ce YTBPAM Ja je Tekyha
BpEIHOCT MPOMEHJBUBE 1 TIPOCT Opoj (a BuaeheMo 1a 3a To HHje MOTPeOHO YeKaTH J1a BpeTHOCT f IOCTHTHE 7).

[Iprka)xumo paj aJIrOpUTMa Ha jeIHOM MPUMEpY.

-+

cinioc
2
2

n
3300
1650
825
825
275
275
275
55
11
11
11
11
11
11
11

1

Vo NOTuULTunuth W WNDNDDN

11

[ Y
[ )

JloKakMMO KOPEKTHOCT MTPETXOJHOT aJITOpUTMa 1 (hopMaIHO, KopUlIhemheM TEXHUKEe MHBapUjaHTy nebe. LleHTpai-
Ha MHBAapHjaHTa [IeT/be je TO Ja TeKyha BpeJHOCT TPOMEHJbUBE 1 HUje [e/biBa HU jeAHNM OpojeM n3 nHTepBaja [2, d),
Kao ¥ /1a je MOoYEeTH! OpOj 1o MPOU3BOJ 0 Cajla UCTIMCAHUX MPOCTUX OpojeBa 1 Tekyhe BpeHOCTH IPOMEHIBHBE 1.

Ilpe ynacka y newsy je d = 2, nia je UHTepBa [2, d) Ipa3aH U NPBH Je0 NHBapUjaHTe TPUBHUjATHO BaXU. Baku u na
jen = ng ¥ 1a HUjeaaH Opoj HUje UCIIMCAaH, Ma U IPYTH JIe0 UHBAPUjaHTE BaXH.

ITpernocTtaBUMO 12 MHBapHUjaHTa BaXkKM HA YJIACKY y TET/bY.
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2.2. TEOPUJA BPOJEBA

¢ Ako je n memuB dpojem d, uctmmcyje ce dpoj d. OH je ounrienHo ynHWIAN Opoja n. [IpeTmocTaBUMO aa je
CJIOEH U JIa ce MOKe PacTaBUTH Kao d = dj - dg,3a dy > 1 ude > 1. Taga du dpoj n Ouo nemwus ca d; u ca
d Koju npunajajy uHTepBaiy [2, d), mTo je CyrmpoTHO MHBAPHjaHTH, I1a 3aKJbydyjeMo a d Mopa OUTH MpOCT.
Hemermem dpoja n ca d noduja ce HOBH Opoj n', KOju Takohe HUje e/bUB HU ca jeaHHM OpojeM u3 [2, d), ma
MIPBU JIe0 MHBapHjaHTe ocTaje ouyBaH. [loueTHa BpeAHOCT 1y OCTaje jefiHaKa MPOU3BOAY MCIMCaHUX OpojeBa
1 Tekyhe BpeqHOCTH 1 (jep je TO BaXWIO Ha OCHOBY MHBapHjaHTe, UCIFICAHO je d, a n je MOoJesbeHo ca d), ma
Y YU Jeo MHBapHjaHTe OCTaje OuyBaH.

* Axo n Huje nemwuB Opojem d, Taja ce d yeehasa 3a 1 (neka je d’ = d + 1). [la Ou ipBM €0 UHBapUjaHTe OUO
OfipkaH, Tpeda Ja BakHM Ja 1 HUje Je/bUB HHU ca jefHuM OpojeM m3 uHTepBana [2,d') = [2,d], HO TO BakH,
jep Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO fia 1 HUje JeJ/bMB HU ca jeIHIM OpojeM U3 MHTepBaa [2, d), a Ha OCHOBY
EKCIUTMITUTHE TIPOBEpe YCIIOBa 3HAMO J1a 1. HUje AeJbUBO HU ca d. Hujenan Opoj HUje uctmcaH, HATH je dpoj n
MIPOMEEH, N1a APYTH A0 MHBAPHjaHTe TPUBHU]ATHO HACTABIba J]a BaKH.

Ha ocHoBy MHBapujaHTe 3HAMO Ja je 7 je[iHaK MPOM3BOJLY CBUX MCIMCAHHUX MPOCTUX YMHMIALA M TPEHYTHE Bpe/-
HocTH Opoja n. Ilomro je kaga ce ajJropuTaM 3aBpIlK OHA jeqHaka 1, ucrucaHa je mpocta dakTopusainyja dpoja
n.

#include <ilostream>
using namespace std;

int main() {
// ucitavamo broj koji treba rastaviti na proste cinioce
int n;
cin >> n;
int f = 2; // prvi potencijalni prost cinilac je 2
// dok se broj deljenjem sa svojim prostim ciniocima ne svede na 1
while (n > 1) {
while (n % f == 0) { // dok je n deljivo sa f

cout << f << 7 7 // prijavljujemo pronadeni prost cinilac
n /= f; // delimo broj njime
}
f="f+1; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
cout << endl;
return 0;

N3deraBame yraexhenux nersbn

Mok na je maiio u3HeHalyjyhe, ainu y NpeTXoJHOM pellery ce Mory u3dehu yruexheHe netbe Tako IITO ¢e BPeJHOCT
f y membn yBehaBa camo ako n Huje Ouo nesbuB ca f (ako jecte, Moxpa he dutu mesbuB jom jepHoM, Tako na f
3ajIpkaBa CBOjy BPEAHOCT Jia OU ce y HapeIHOM KOpaKy HeT/be OMeT MPOBEPHIA IeJbUBOCT HbOME).

#include <ilostream>
using namespace std;

int main() {
// ucitavamo broj koji treba rastaviti na proste cinioce
int n;
cin >> n;
int f = 2; // prvi potencijalni prost cinilac je 2
// dok se broj deljenjem sa svojim prostim ciniocima ne svede na 1
while (n > 1) {
if (n % f == 0) { // pronaden je cinilac f koji mora biti prost

cout << f << 7 7 // prijavljujemo pronadeni prost cinilac
n /= f; // delimo broj njime

}

else // f nije prost cinilac broja n
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f="Ff+1; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
cout << endl;
return 0;

ITonpaB/bame e(puKaCHOCTH

Kibyunu mpobiiem NMpeTxoAHOr alropuTMa je TO IITO ce 3ayCTaBiba TeK Kajaa ce Opoj cBese Ha 1. Y TpeHyTKy Kaga
j€ BpPeIHOCT NMPOMEHJbUBE 7 TIOCTaHEe MPOCTa, BPEJHOCT Jiequona f ce yBehaBa cBe JOK He JOCTUTHE BPEIHOCT 7.
Mebytum, Ha ocHOBY 3agatka [IpocTt Opoj 3HaMoO Ja je dpoj MPOCT ako U caMo ako HeMa Jenwana Behux of cBor
kopeHa. [lakJe, ako ce mokake Ja je f Behe ox KBajpaTHOT KOpeHa Opoja 1, To 3Ha4HM Jia je TeKyha BpegHoct Opoja
7 TPOCT OpOj M HE Tpeda Aabe TPAKNUTU HEroBe MPOCTe YMHHUOLE (BPEIHOCT 7 CAAPKH MOCIAEAbH MPOCT YMHUIIALL
TI0JIa3HOT Opoja ng).

IMprkaxuMo paj aIropuT™Ma Ha jeJHOM MPUMEpY.

n f cinioc
3300 2 2
1650 2 2
825 2 -
825 3 3
275 3 -
275 4 -
275 5 5
55 5 5
11 5 -
11

Tperpara npectaje kana je f2 > n Tj. kana je 5 > 11. Tana 31amo ja je 11 npoct Hpoj ¥ OH je MOCTIeIbU YHHHOLL,

TTorto yKynaH Opoj YMHHIAN MOKEMO CMATPATH MPAKTUYHO KOHCTAHTHUM, CJIO)eHOCT oBor anroputma je O (v M),
rae je M HajBehu mpocT YMHMIIALL [OJIa3HOT dpoja.

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
// ucitavamo broj koji treba rastaviti na proste cinioce
int n;
cin >> n;
int f = 2; // prvi potencijalni prost cinilac je 2
// dok se deljenjem sa prostim ciniocima broj n ne svede na nekil prost ili 1
while (f*f <= n) {
while (n % f == 0) { // dok je f prost cinilac broja n

cout << f << 7 7 //  prijavljujemo pronadeni prost cinilac
n /= f; // delimo broj njime
}
f=f+1; // prelazimo na sledeceg kandidata
}
if (n > 1) // prijavljujemo n - preostali prost cinilac
cout << n << 7 7
cout << endl;
return 0;

3aparak: [lonyHa 0 yHOT KBaJpara
Hanwmim nporpam Koju 3a yHeTH npupoaHu Opoj n ofapehyje Hajmamwu Opoj m TakaB Aa je 1 - m MOTIIYH KBaJapar.

Vaaz: Ca craHiapHOr yjia3a ce yHocu npuopanu dpoj n (1 < n < 2-1012).
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M3aa3: Ha cranmapaay w3na3 UCOKCATH TpakeHU Opoj m.

IIpumep

Vaaz Hznaz
104 26
Pememe

Hajmamu dpoj KojuM ce n MHOXH Oa Ou ce JOOHMO MOTIYH KBagpaT Mopa OUTH Jemian Opoja n (oH Mopa aa dyne
MIPOM3BOJ MIPOCTHX (paKTOpa dpoja m KOjH ce jaBibajy ca HEMapHOM BHIIECTPYyKoIIhy). 3aTO MOXEMO UCTIUTATH CBE
Jenvorne dpoja n (JIMHEAPHOM IMPETParoM) W MPOBEPUTH KOjHU j€ MPBU KOJjU Kaja ce MOMHOXH ca M Aaje MOTIYH
kBazapar. [Iposepy na au je Opoj MOTIYH KBagpaT MOXKEMO BPIIUTU Y3 oMoh (yHKIMje (peaTHor) KOpeHOBabha
(momy1re, To MOXke HEeKajia IOBECTH JI0 TPelIaKa yciie ] HEeMPEelM3HOCTH Y 3aIiCy PealHuX OpojeBa).

TMormro ce [eMONM jaBibajy yBEK y mapy (ako je 6poj d nemwnar dpoja n, oHaa je gemnai u opoj n/d), nperpary
MOKEMO BPIIUTH CaMO JIO BPEJHOCTH /1. AHanM3a Jejmala y napy je npukasana y 3agarky Caspiienu Opojesu.

Ako je dpoj d < \/n IIpBH KOjH 33]0BOJbABA YCIIOB, OH j€ HAjMAK TAKAB U IIPeTpara ce Moke npekuHyTd. Ca apyre
crpaHe, Kaja 6poj n/d 3aH0BOBM YCIIOB, CAMO TO PErHCTPYjEeMO M HACTABIHAMO IIPETpary, jep He 3HAMO Ja je OH
HajMambH TaKaB.

OcumM mTo MoXe OUTH TOHEKJIe Hee(prKkacHa, OCHOBHU MTPOOJIeM ca OBAKBOM MMILIEMEHTAIMjOM je TO IITo Opoj n U
FETOBH ICJIMONY MOTY OuTn 64-duTHM OpOjeBH, a Ce FBHXOB MPOM3BO/I HE MOXKE IPEACTABUTH UCITPABHO 64-OMTHUM
BpojeM, Tako 1a 0Baj MPUCTYI MOKE JIa JIa FApaHTOBAHO MCTIPAaBHE pe3yTaTe camo ako je n < 109,

Crnoxenoct oor npuctyna je O(y/n).

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

bool jeKvadrat(long long k) {
long long koren = (long long)sqrt(k);
return koren * koren == k;

}

int main() {

long long n;

cin >> n;

long long najmanji =

for (long long d = 1;

if (n%d==0){
if (jeKvadrat(n * d)) {

najmanji = d;
break;

15
d *d<=n; d++) {

}
if (jeKvadrat(n * (n / d)))
najmanji = n / d;

}
}
cout << najmanji << endl;
return 0;

}

Pazmorpumo Opoj 234. OH ce MOxe pacTaBUTH Ha MpocTe yuHuoIle kKao 2 - 3 - 3 - 13. [la Ou oBaj dpoj duo noTmnyH
KBaJpaT NOTPedHO je Ja ce CBaKM YMHMIIALL TOHOBU MapaH Opoj MyTa U 3aTo je TpaxeHa jomyHa 2 - 13. 3awucra,
MHOKemeM ca 2 - 13 = 26 noduja ce 6poj 22 - 32 - 13% koju je kBajpar 6poja 2 - 3 - 13 = 78,

Kaga ce myH kBagpaT pacTaBy Ha IIpOCTe YMHUOILIE, CBAKM YMHUIIAIL CE jaBJba MapaH Opoj myTta. Ako je Opoj n =
p’f L. pjfj , TaJla je TpaxkeHa JIOMyHa jeJHaKa POM3BO/ly OHMX UMHMJIALIA P; 32 KOJH je BUILECTPYKOCT k; HemapaH Opoj.
Jakie, 3ajiatak ce jeJIHOCTABHO pelllaBa MPUMEHOM aJTOPUTMA PacTaB/barba Ha MPOCTe YUHHUOLE. Taj anropuram
je onumcal y 3aaTky PacraBibarbe Ha npocte unHuone. M3asajaMo YMHIIALL [0 YMHMIIALL OPOja U 33 CBAKHU OJ1 hUX
OpojuMO BUILIECTPYKOCT (TAKO IITO CBAKHM YT KaJ1a MOJISIMMO OpOj 1 ca HEKUM IPOCTUM YMHHUOLEM p yBehamo Bpes-
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Hoct Opojava k). Kama yTBpauMo J1a HEKM YMHIJIAIl MMA HEMIApHY BHILECTPYKOCT, TaJa HhUME MHOKHMO TPEeHYTHY
BpeqHOCT Opoja m (KOjy MHUIMjAIU3y jeMo Ha 1).

IMpumerrmo 1a Hema nmoTpede a U3padyHaBaMo MPOU3BOA OpojeBa n U M, Ma je MCIIPABHO CBE BpeMe KOPUCTUTH
64-OuTHM THIT TofIaTaka (KO je IOBOJbaH 3a 3amlrc OpojeBa n M m, aJld He ¥ IbIXOBOT ITPOU3BOAA).

CI10KEeHOCT OBOT AJITOPUTMA OITOBapa CJIOKEHOCTH PAcTaBjbatba Ha MpocTe ynHuone, a 10 je O(Pmaz ), TIE Pmax
HajBehiu npoct unHmIal dpoja n. Kapa je n Benuku npoct dpoj, cnoxkeroct je O(y/n).

#include <iostream>
using namespace std;

long long dopunaDoPunogKvadrata(long long n) {

// dopuna
long long m = 1;

// rastavljamo broj n na proste cinioce

// kandidat za prost cinilac
long long p = 2;
while (p * p <= n) {
// racunamo visestrukost cinioca p

int k = 0;

while (n % p == 0) {
n/=p;
k++;

}

// ako se cinilac p javlja neparan broj puta tada se on mora
// javiti u dopuni m
if (k% 2 !'=0)

m *= p;

// prelazimo na sledeceg kandidata

p++;
}
// n se sveo na svoj najveci prost cinilac
if (n > 1)

// 1 on mora da ucestvuje u dopuni

m *= n;

// vracamo rezultat
return m;

}

int main() {
long long n;
cin >> n;
cout << dopunaDoPunogKvadrata(n) << endl;
return 0;

}
3aparak: [Ipon3Boau NOoTIyHN KBaApaTu

Ha tabmu je 3anucan Opoj 1. Mmamo HU3 a of n npupoAHUX OpojeBa U y i-ToM Kopaky (1 < ¢ < n) dpuiiemo
TPEHYTHHU Opoj Ha TadJIM M yMECTO Hera MUIIEMO TPOU3BOJ, hera 1 dpoja a,. Ilocne cBakor Kopaka oJpeJuTH Jia 11
je TpeHyTHH Opoj Ha TadJM MOTITYH KBagparT.

Vaaz: ¥V npBoM pey CTaHIapJHOT yJia3a HaJla3u ce PUPOJaH Opoj 1 KOjU NPeICTaBiba JyKUHY HUA3A . Y HapeJHOM
peny Hanasun (1 < n < 5-10%) npupoanux 6pojesa (u3mehy 1 1 MUJIMOH) pa3BoOjeHHX Pa3MaKoM - TO Cy eJleMEHTH
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HU3a @ y pefloceny KOjiM MHOXe TPEHYTHH Opoj Ha Tadiu.

M3ia3: 3a cBaky eJIEMEHT HU3a a, Y pefociiefly JaTHM Ha ynasy, ucrmucatd da YKOJIMKO je HeroB IPOHM3BOL ca
TPEHYTHUM OpojeM Ha Tadiy MOTIYH KBaJgpaT a MHAYe UCTIMCATH Ne.

IIpumep

Vaaz Hznaz

7 ne

2 36 15 35 21 64 ne
da
ne
ne
da
da

Pememne

C 0031pom Ha TO 2 HE MOKEMO Ja PECTABUMO IIPOU3BO KOPHUIINeHeM 1IeI00pOojHOT TUMa (JaK HU oMohy 64-
oura), ymecto camor Opoja, ayBaheMo crrcak BheroBux MpocTux ynHmwiana. [la du 6poj duo moTnyH KBajapar, CBaku
MPOCT YMHIJIAL Tpeda J1a ce jaBiba MapaH Opoj myTa. MokeMo cMaTpatH Ja ce CBaka [Ba HISHTHYHA IPOCTa YMHHOLIA
“ckpahyjy” Tj. He yTHUy Ha TO Ja JU je Opoj MOTHyH KBagpaT WIX HUje. 3aTO yMECTO CBHMX IPOCTUX YMHMJIALA
MIPOU3BOJIa MOXEMO 4yBaTH CaMO OHE KOjH Cy NPEeoCcTall HAKOH TaKBOT cKpahmBama (To cy HemocTajyhu unHOnM
1 CBAKHM OJ1 BbHX Tpeda Jla ce jaBH HemapaH Opoj IMyTa y HApeAHNM MHOXKEHMA 1a Ou Opoj MoCcTao MOTITYH KBaJpaT).
Te yuHMOLIE MOXEMO TAMTHUTH Y 00NUKY cKymna (y je3uky C++ MoxkeMo Kopuctutu set wim unordered_set). (y
jesuky C# moxemo kopuctutu SortedSet wiu HashSet).

Kana dpoj pactaBuMo Ha pocTe YUHKOLE (AJITOPUTMOM OIUCAHUM Y 3aJaTKy PacTaBibame Ha MpOCTe YMHUOLE, aHa-
JIM3UPAMO jeJlaH MO jeJJaH YUHUJIALL M OHE KO jU TPEHYTHO HUCY Y CKYIy I0JajeMO Y CKYII, a OHE KOjU jecy, u3daily jeMo
n3 ckyna. bpoj je MmyH KBagpaT ako M caMo ako je CKyII Tpa3aH HAKOH 00pajie CBUX YMHMIALA.

Wyctpyjmo Ha Kpajy paji OBOT aJlrOpUTMa Ha TIpAMepy.

i al cinioci skup kvadrat
0 2 2 {2} ne

3 3 {3} ne

6 2,3 {3 da

15 3,5 {3, 5} ne

35 5, 7 {3, 7} ne

21 3, 7 {} da

64 2,2,2,2,2,2 {} da

Ceaku o1 n BpojeBa pacTaB/bamMo Ha [POCTe YHMHUOLIE, 3a IITA HaM je YKymnHo notpebHo Bpeme O(ny/n). Ykynad
Opoj uMHMMIaLa je oipeheH TOpHwUM OrpaHMuereM eleMeHata Huza K (momto je oHo jennako 10°, cBaku 6poj
HajBUIIE MOKe J1a UMa JIBaleCeTak MpOCTHX YMHWIANA). YKYIHO je, makie, oko O(nlog k) umannana. Ilomro
ouekyjemo Ja he ce ckym uecTo cMamMBaTH yCJIe/l YKIamarma eJeMeHaTa, CIOKEHOCT yoalBama U Opucama u3
TAKBOT CKyIIa C€ MOXe cMaTpaTi KoHcTaHTHOM. OrpaHnyaBajyhiu daktop je, nakie, pakropusanmja (tj. O(ny/n)).

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <set>

using namespace std;

vector<int> prostiCinioci(int n) {
vector<int> cinioci;
int d = 2;
while (d * d <= n) {
while (n % d == 0) {
cinioci.push_back(d);
n /=d;
}
d++;

}
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if (n > 1)
cinioci.push_back(n);
return cinioci;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
set<int> nedostajuciCiniocti;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> X;
vector<int> ciniocil = prostiCinioci(x);
for (int c : cinioci) {
auto it = nedostajuciCinioci.find(c);
if (it != nedostajuciCinioci.end())
nedostajuciCinioci.erase(it);
else
nedostajuciCinioci.insert(c);
}
cout << (nedostajuciCinioci.empty() ? “da” : “ne”) << '\n';
}
return 0;

}

3anarak: Hajsehu 3ajeHuukn gesuaig

Mpagu, Imyesie ¥ KoMaply OpraHu3y jy CIOPTCKU TYPHUP U KeJle J1a ce TojieJie y TUMOBE, TaKo J1a Ce CBAKK THM CacToju
€aMo Of jeJHe BpPCTe MHCEeKaTa, Ja CBM TMMOBH MMajy MCTH OpOj WiaHOBa (Ja OU ce HAaKOH pyHJe KBaauduKanuja
YHyTap CBake BPCTe MOIJIM CBOje MPEACTAaBHUKE Jla MOIIajby HA 3ajeJHUYKY TYPHHP) U 1 j€ CBAKHM MHCEKT yKJbyUeH
TaYHO Y jeJaH TUM. AKO ce 3Ha Opoj MHCeKaTa CBake Off TPH JaTe BPCTe, HAMMINIKM MporpaM Koju oapelhyje Hajsehn
Moryhu Opoj WwiaHOBa CBaKOT TUMA.

Vaa3: Ca cTanjapJHOr yja3a ce yHoce Tpu Opoja u3 uHTepBaia [1,2 - 10°], ceaku y mocedHom pefy: Opoj Mpasa,
Jesia ¥ KoMapara.

WN3zaa3: Ha cranmapaHu n3nas3 UCIUCATH jedaH 11e0 Opoj - TpaXeHy BEIMYMHY TUMA.

ITpumep

Yaaz Hznaz
20 10

30

40

Pememe

Axo ca a, b u ¢ odbenexumMo Opoj CBake Of TP BpCTe MHCEKAaTa, a ca t BeJMYMHY CBAaKOI' TMMa, OpPOjeBH a, b U ¢
Mopajy OuTH AesbuBH ca ¢ (jep CBakM MHCEKT Mopa OMTHU YKJbyUeH TayHO y jedaH TuM). Jlakje, Tpaxumo Hajsehu
dpoj t xoju nem Opojese a, b u ¢, a To je wUXOB HajBehu 3ajexHnuku aemwian (H3]D).

H3]I tpu Spoja ce moxe ompemutu kao H3M og H3M-a mpea aga u tpeher dpoja, 1j. Baxu nzd(a,b,c) =
nzd(nzd(a,b), c). JJoBOBHO je, faKJie, 1a OMHUIIEMO ocTynak oapehusama H3]1 nBa opoja.
HauBna npetpara

Jenan HauBaH HaumH fa ce onpeau H3/1 je na ce ynotpedu nrHeapHa mpeTpara (onucaHa y 3agatky Heratusan 0poj)
U JIa ce peIoM IIPOBEpe CBU OPOjeBU O Mamber ol OpojeBa a u b yHazaza 1o 1 1 kao pe3ynraT Ouo O MpHjaB/beH MPBU
KOju je menuiail oda (romro ce OpojeBu pehajy yHazan, To Ou OMo HajBehu 3ajeJHUUKU Aesuail).

Hajropu ciy4aj HacTyma Kajja cy OpojeBH y3ajaMHO MPOCTH, Kajia ce BpeAHOCT Aenvona crymra g0 1. ClioxkeHoct
TOr mpHucTyna je, gakne, O(min(a, b)).
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#include <iostream>
#include <algorithm>

using namespace std;

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i b
int nzd(int a, int b) {
for (int d = min(a, b); d >= 1; d--)
if (a%d==08& b % d==20)
return d;
return 1; // necemo nikada stici dovde

}

int main() {
// ucitavamo 3 broja
int a, b, c;
cin >> a >> b > ¢;
// izracunavamo njihov nzd
cout << nzd(nzd(a, b), c) << endl;
return 0;

Paznarame Ha npocTe YnHuoIe

Jenna MmoryhHOCT KOja ce KJIaCHYHO CTIPOBOIM Kaja ce pyuHo oapehyje H3]L, je na ce mpumenu akropusanuja oda
dpoja u ma ce youe 3ajeTHUYKH IIPOCTH yuHMOLM. PakTopHU3anyja ce BPIIKM OCHOBY HMOCTYIIKA OIMCAHOT Y 3aaTKy
Pacragsbarse Ha pocTe YMHHUOLIE.

TMomro ce akropusanuja dpoja n Moxke u3BpumTH y cioxkenocta O (1/n), cnokenoct osor npuctyna je O(y/a +
Vb) 1j. O(y/max(a,b)). TomTo YMHMIALIA MOKE OUTH MaJIO (C OO3MPOM Ha JATO OrPAHMUEHE OPOjeBa, HajBHIIE
TPUIECETAK), MOKEMO CMATPATH JIa Ce MIPOHANIAKEHE 3ajeJHIUKMX YMHIIALA U3BPIIABA MPAKTUYHO Y KOHCTAHTHOj
CJIOKEHOCTH.

#include <iostream>
using namespace std;

int nzd(int a, int b) {
// rezutlat

int n = 1;
// tekuci faktor
int d = 2;

while (d*d <= a && d*d <= b) {
// zajednicke proste faktore dodajemo na rezultat
while (a % d ==0 & b % d ==10) {
n *=d;
a/=d; b /=d;
}
// uklanjamo preostala pojavljivanja faktora d koja nisu zajednicka
while (a % d == 0)

a /=d;
while (b % d == 0)

b /= d;
// prelazimo na naredni faktor
d++;

}

// manji od dva broja je prost - proveravamo da li je on poslednji
// zajednicki prost faktor
if (a % b == 0)

n *= b;
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else if (b % a == 0)
n *= a;
return n;

}

int main() {
// ucitavamo 3 broja
int a, b, c;
cin >> a >> b >> c;
// izracunavamo njihov nzd
cout << nzd(nzd(a, b), c) << endl;
return 0;

EykiaungoB aaropuram

3a ogpehuBame H3]] HajOosbe je ymorpedutn yyBenu Eykminos anropuram. OpurnHanHa opmynanuja Eykmmmo-
BOT JITOPUTMA 3aCHOBAHA j€ Ha Oy3HUMamy.

Axo cy 1Ba Opoja jegHaka Tj. ako je a = b, Taza uM je u wuxoB H3/] jenHax.

VY cympoTHOM ce mpodieM Moxe CBecTH Ha mpoHanaxewme H3/] mamer ox nBa dpoja m pasnuke nBa Opoja. Ha
IpUMep, ako je a > b, tama je nzd(a,b) = nzd(a — b, b).

3aucra, ako Heku Opoj d menu dpojese a v b, Tana OH [eJn U BUXOBY pasmuky. [Jakie, d = nzd(a, b) curypHo nenn
nbua —b. Axo on He ou duo H3]I Opojesa a — b u b, Tama du moctojao Heku Behu Opoj d’ koju du nemo v a — b
u b. Mehyrum, Tana 6u d’ nemvo u 36up a = (a — b) + b, ma 6u duo menwmnan dpojesa a u b, Koju je Behu ox d, mro
je KoHTpamukImja ca TuM 1a je d H3]] dpojea a u b.

Ako je a < b, Taga ce BeoMa CJIMYHO MOXe JoKazatd 1a je nzd(a,b) = nzd(a,b — a).

AJropurtam ce Moske WIyCTPOBaTH M TeOMETPHJCKH (M y JUPEKTHO] je Be3u ca mpodieMoM opeljiBamba MaKCUMaITHE
JVMeH3Hje KBaJparta KOjiuMa MOXe Ja Ce TIOIUI0Ya IIPaBOyraoHo MoJbe JUMEH3Hja a X b.

[IpernoctaBuMO fAa je JaT MpaBOYraoHUK YMje Cy AyKHUHE CTpaHMIa a U b 1 1a je moTpedHo oapenuTH HajBehy my-
)KUHY CTpaHHUIIe KBaJpaTa TakBa Jja ce IPaBOYraOHMK MOXe MOIUIoYaT! KBaJpaTuMa Te JUMeH3Hje. AKO je MoJa3Hu
MIPaBOYTraoHUK AuMeHsuje a = 46 u b = 18, Tazma ce npBo U3 mwera Mory rcehu qBa KBaapara quMeHsuje 18 myta
18 u ocrahe Ham npaBoyraoHuk aumensuje 18 myrta 10. JacHo je ga ako HEKMM MambUM KBaJipaTUMa yCIeMO Jia 1o-
IUIOYaMO Taj MPEOCTasIM ITPABOYTaOHMK, Aa heMo THM KBaJpaTHMa yCIIeTH 1a OTIoYaMo M OBE KBapate JNMEH3Hje
18 myta 18 (jep he numeH3uja TMX ManIux KBajparta geauTy 0poj 18), ma hemo camum TUM MohM HOMJIOYATH U 1IE0
TMOJIa3HM MTPABOYTaOHUK OTuMeH3Hja 46 myTta 18. Op npaBoyraoHuka quMensuje 18 myrta 10 moxkemo vcehu kBajgpar
qumvensuje 10 myta 10 u npeocrahe HaMm nmpaBoyraoHuk guMensuje 10 myra 8. IToHoBo, kBagpatuhu kojuma he ce
MohM TMOIUIOYATH Taj MPEeOCTaIM IPaBOYraoHWK he duTH TakBM Ja ce HBHMa MOXe MOIUIOYaTH U MCEYeH! KBaapar
arvensyje 10 myra 10. Op Tor mpaBoyraoHMKa Mcenamo KBagpar 8 myTa 8 ¥ 100MjaMo MPaBOYTaOHUK JMMeH3Hje 8
myTa 2. Hbera MoxxeMo pa3JiioKUTH Ha YeTHpHW KBajaparta AUMEH3Wje 2 IMyTa 2 ¥ TO je Hajseha OMMeH3Hja KBajapara
KOjUM ce MO3Ke MOIUIOYaTH MOJIa3HU MPABOYTAOHHUK.

18 ¢

+ t t
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

o
e

NmmemenTanyja Moxke OUTH peKyp3UBHA, KOja TUPEKTHO MpaTH NpeTxonHy neduHunujy. Moryhe je jenHocTa-
HO HalpaBUTH M UTEPaTHUBHY MMILUIEMEHTAIM]y, y KOjOj Ce Yy CBAKOM KOpaky BpeaHocT Beher ox gBa Opoja Mema
HXOBOM Pa3JIMKOM.
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Hajropu ciy4aj Hactyna kana je pasnmka m3Mmel)y aBa Opoja jako Benmka (ako je @ = 1, oH he ce ogy3umatu of
b ce ok oH He moctaHe 1, 3a mTa je motpedHo b — 1 Kopaka). Moxe ce MOKa3aTH Jia je CJIOXEHOCT JIMHeapHa y
ofiHOCy Ha Behi of1 iBa dpoja, mro ce Moske 3amucaty kao O(max (a, b)) wi O(a + b). AKo ce CIOKEHOCT pauyHa
y ojiHOCY Ha Opoj nudapa Opoja (IITO je BeIWUMHA yia3a), OH/a je OHA 3alpaBo eKCIIOHEHIIUjaIHa.

#include <iostream>
using namespace std;

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i b
int nzd(int a, int b) {

// Euklidov algoritam sa oduzimanjem

while (a != b) {

if (a>b
a -= b;
else
b -= a;
}
return a;

}

int main() {
// ucitavamo 3 broja
int a, b, c;
cin >> a >> b > ¢;
// izracunavamo njihov nzd
cout << nzd(nzd(a, b), c) << endl;
return 0;

}
ITonpas/bame c10:keHOCTH KopuiThewmeM Ae/bemha
Pasmorpumo oxpehusame H3]l Ha jenHoM npumepy.

nzd(279,45) = nzd(234,45) = nzd(189,45) = nzd(144,45) = nzd(99,45) = nzd(54,45) = nzd(9,45) =
nzd(9,36) =nzd(9,27) =nzd(9,18) =nzd(9,9) =9.

MoskeMo ITPUMETHUTH Jyradak HU3 KOpaka y KojuMa ce MaJjio o MaJio of dpoja 279 oxy3uma dpoj 45, cBe 10K ce He
nohe 1o Opoja koju je mawu of Opoja 45. 3a TUM HeMa NoTpede, jep 3HaMo J1a hie rmocie Tor Jyror Hu3a MmocTyIaKk
3ayCTaBUTU KaJla HaM jeJjaH apryMeHT Oyje Oai 45, a aApyru OyJe jeqHak OCTaTKy MpH Jieberwy Opoja 279 dpojem
45, a 1o je Opoj 9. Jlakie, ymMecTo a UTEpaTUBHO, Taj OCTaTaK pauyyHAMO y3aCTOINHUM OAy3UMamwa, OOJbU MPUCTYI
je J1a IPUMEHNMO JIeJbeHhe U y jeHOM KOpaky ra M3pauyHaMoO Kao OCTAaTaK IpH Jesbeiby. AKO CIMYaH IPUHLIMIT
npuMeHnMo Ha dpojese 9 u 45, nohu hemo fo Tora na he Ham octatn Opoj 9 m ocTartak NMpu Jie/bey Ta JBa Opoja,
mro je Hyna. To Hyje daml y MOTIIYHOCTH jeJHAKO Kao y Cly4ajy Ody3uUMara, [e CMO Ce 3ayCTaBWJIM KOA mapa
(9,9), MeljyTM, CacBUM je MCIIPABHO M MOXE Ce CMATPaTH [PO/YXEHeM MPETXOAHOr MOCTYIKA Y KOM O ce Ipe
MIpUjaBJbHBaba PE3YJITaTa YPaAUJIO jOII jeTHO OJy3UMame 1 JIOLUIO Ce JI0 ToTra Ja je jeAaH o OpojeBa jeqHak HyJIH,
kaga je H3]1 jenqnak npyrom Opojy.

Bpxu EyknunoB anropuraM, y KOM ce KOPUCTH JeJbebe, 3aCHOBaH je Ha cieiehum TBphemuma.

* H3]I duso kxor dpoja a u Hyne je Taj Opoj a (OH enu U HyJly U caMmor cede u Hajpehn je TakaB Opoj jep HUje
Moryhe n1a Heku Opoj Behu ox a aenu dpoj a).

e H3] dpojeBa a u b, xama b Huje Hyna, jenqHak je H3]l dpoja b m octaTka mpu memewmy a OpojeM b, Tj.
nzd(a,b) = nzd(b,amodb).

Ipumernmo na HeMa MOTpede aHAM3UPATH KOjU je Opoj MamH, a Koju je Behn. Ako je a < b, Tana he Baxutu
amod b = a, na he ce y mpBoM Kopaky goduru na je nzd(a,b) = nzd(b, a). Homro je amod b < b, jenHom Kaaa
je mpBU aprymeHT Behu o apyror, To hie Tako ocTaTu 10 Kpaja.

Hokaxumo (OpMaTHO KOPEKTHOCT anroputMa. Ha ocHOBY aeduHHUIIMje 1eJOOpOjHOTr Ae/beha BakU 1a je a =
(adivbd) - b+ (amodb). Odenexumo ca d H3[ dpojesa b u a mod b. [la ducmo nokasanu na je on yjequo H3/T
dpojesa a 1 b TOBOJBHO je JOKA3aTH Ja OH JeJM Ta ABa Opoja M Ja CBaKM Opoj KOjU JeJH Ta 1Ba Opoja ey mera.
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e Tlomrro Opoj d nemu dpojese b u a mod b, oH nenm 0da cadrpKa Ha JIECHO| CTpaHH, T1a 3aTO I 1 FbUXOB 301p
KOjH je jeqHaK a ¥ 3aTOo Je U a U b.

* Jlame, ako Heku Opoj d’ menu Opojese a 1 b oH Mopa aenuTy 1 0poj a mod b (jep ce OH MOXKE UCKA3aTH Kao
pasiuka JBa Opoja aespuBux Opojem d’), ma nomro je d’ penmnan dpojea b 1 a mod b, OH MOpa JENUTH U
wuxoB H3/ 1j. mopa nenmtu Opoj d.

EyxsmnoB anropuram, Aakie, JOIMYIITa BEOMa jeIHOCTABHY PEKyp3HMBHY KapaKTepu3anujy.

NmmnemenTaryjy EykinnoBor anroputMa MOKeMO M3BPIIMTH UTEPATUBHO, TAKO LITO Y MET/BU KOja ce U3BpIIaBa
cBe JIOK je dpoj b Behu oj Hyse nap npoMeH/bUBEX (a, b) Meramo BpeaHoctima (b, a mod b). HaueHu mokyiaj qa
ce TO ypanu Ha cienehu Haum:

a = b;
b=a%b;

HHje KOpPEKTaH, jep ce MPUIMKOM U3pauyHaBamba OCTaTKa KOPHCTU MPOMEEHa BPEJHOCT IPOMEHJbUBE a. 3ato je
HEOIXOJHO yNoTpeduTH noMohHy npomensbrBy. Ha nprmep:

tmp = b;
b=a%b;
a = tmp;

Ha kpajy nembe BpeTHOCT b jeTHaKa je HyJIM, TaKO Jia Kao pe3y/TaT MOKEeMO MPUjaBUTH TeKyhy BpeHOCT Opoja a.

EyKIII/IIIOB aJIropuramMm KOjI/I je 34CHOBAH Ha JI€Jb€bY MOKEMO MPEACTABUTU U HA cnenehu Ha4YuH:

ro = a

rn = b

rTo = To—qiT1, 0<’I“2<7“1
Titl = Ti—1 — QT 0<rip1 <y

Tk = Tk—2 — qk—1Tk—1, 0<rg <rp_1
Th+l = Th—1— QkTk, 0=rg+1

Bpennocrt i je H3]1 dpojeBa a u b. 3aucra, nomto je rp4+1 = 0, BaXu Aa je rx—1 = qkTk, 0a Opoj 1y Jeau
rk—1. MehyTum, nomro je ry—o = qx—17k—1 + Tk, OH JIeJIU U T;_o. CIMYHUM PE30HOBAEM, YHA3aM, MOXKE ce
3aKJBYUUTH J1a Ty, IeIA U 71 U 7 Tj. @ 1 b. OOpaTHO, ako HeKu Opoj eu ¥ a U b OH/Ia OH JIeNN U T U 71,  TOIITO
jers =19 — q171, OH IeN U 2. CINYHIM pe30HOBambeM, YHATIPE]l, MOKe Ce 3aKJBYUUTH [a Taj Opoj Mopa IeTITH
u ry. Crora je ri, H3/] OpojeBa a u b.

V cBaKkOM KOpaKy airoputMa OfpaBaMo JBE Y3aCTOIHE BPEJHOCTH HU3A ;. Y MOYETKY, TO CY WIAHOBH I'g U 71 Tj.
OpUTHHAJIHE BpeaHOCTH ¢ 1 b. Baxu 1a je g1 = adivb,ary = amodbd. YV apyrom kopaky nmpomMeHbuBe a 1 b Tpeda
Jia UMajy BPEJHOCTH WIAHOBA 1"y U T, IITO 3HAYM Ja Ce Map MPOMEH/bUBHX a, b Mewa BpeaHocTuma b u a mod b,
ITO je YIPAaBO OHO HITO CMO PAJWIIH Y MPETXOJHO ONMKUCaHOM Kofy. TlocTynak ce HacTaB/ba CBE JIOK Map y3aCTOMHUX
BPEIHOCTH HE MOCTAHE 7'k, T'k+1, Tj., IOIITO [AP Y3aCTOITHUX BPEIHOCTH OAPKaBaMO y MPOMEH/bUBaMa a U b, 10K b
He rocTaHe Hysa u Taaa je H3]] koju je jemHak r; caipkaH y TpOMEHJbHBO] a.

IMpumeTnMO [1a ce ToC/e HajBUIIe jeJHOT KOpaKa OcCUrypasa ja je a > b (jep ce y cBakoM Kopaky nap (a, b) mMetba
napom (b, amod b), a yBek Baxu ga je amodb < b). Ilocie duno koje aBe urepauuje ce ox napa (a,b) gonasu
1o mapa (a mod b, bmod (a mod b)) (mapaBHo, o npernoctaBkoM aa je b # 0 u na je amod b # 0). Jokaxumo
ma je amodb < a/2. Ako je b < a/2, tama je amodb < b < a/2. V cynporHom, 3a b > a/2 Baxu 1a je
amodb = a — b < a/2. 3a10 ce MPBU APryMeHT MOCIIe CBaKa [Ba Kopaka cMatbu dap ABocTpyko. [lo BpeaHocTH 1
MIPBU aPTYMEHT CTUTHE Y JIOTApUTAMCKOM OpOojy Kopaka y ojHocy Ha Behu of nmojia3Ha aBa dpoja u taja apyru opoj
CHTYPHO JJOCTHXE HYJ1y (jep je CTpOro MarH O/l IPBOT) U MOCTYMAK ce 3aBpiiaBa. J{akie, CIoKEeHOCT je JIorapuTaMcKa
y oaHocy Ha Behw o1 nBa 6poja, mro moske aa ce 3anuiie u kao O(log(a + b)). AKo ce CI0KeHOCT pauyHa y OHOCY
Ha Opoj mmapa dpoja (IITO je BEIMYMHA yiIa3a), OHAA je OHa 3aIllpaBo JIMHEapHa.

#include <ilostream>
using namespace std;

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i1 b
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int nzd(int a, int b) {
// Euklidov algoritam
while (b > 0) { // dok b ne postane nula
int tmp = b; // par (a, b) menjamo parom (b, a % b)
b=a¥%b; // Jjer je nzd(a, b) = nzd(b, a % b)
a = tmp;
}
return a; // nzd(a, 0) = a
}

int main() {
// ucitavamo 3 broja
int a, b, c;
cin >> a >> b >> ¢c;
// izracunavamo njihov nzd
cout << nzd(nzd(a, b), c) << endl;
return 0;

}

3anarak: Bpoj nespuB cal 10 n

Hajmamu Opoj koju je nessuB cBuM OpojeBuma of 1 1o 10 je Opoj 2520. Hamwimm mporpam Koju 3a JaTh MpUpOIaH
dpoj n oapehyje koju je HajMamu Opoj nespuB OpojeBuma o 1 1o n.

Vaaz: Ca crangapaHor yiaasa yanrtasa ce 0poj n (1 < n < 23).

N3na3: Ha cranpapaHu usias ce UCIUCYje TpakeH! Opoj.

ITpumep

Vaaz Hznaz
10 2520
Pememe

Hajmamu 0poj koju je ge/buB ca gaTuM OpojeBuMa je Mo AeUHULIMH BUXOB HajMamy 3ajeJHUYKH cagpikanail.
M3pauyHaBamwe HajMamer 3ajeJHUUKOr capkaolia ABa Opoja MOXke ce CBECTH Ha U3pauyHaBame BUXOBOI HajBeher

. . _ a-b .
3ajeJHIYKOr [ENola aKo ce 3Ha jga je nzs(a,b) = 7ed(a )" Jaxe, ako uMIuieMeHTHpaMo (yHKIHjy nzd Ko-
ja pauyHa HajBehu 3ajeqHUYKM Jenuol JBa dpoja EykimnoBum anroputmom (kao y 3agatky Hajsehu 3ajeiHuuku
Jenwuian), Taga (pyHKIHMjy NZS MOKEMO UMITTIEMEHTHUPATH Kao

int nzs(int a, int b) {
return (a / nzd(a, b)) * b;
}

Perimo f1a je 300r omacHOCTH Of HacTajama MpeKopauekha MPWIMIHO OUTHO []a Ce MPBO M3BPIIH JIe/behe, Ma TeK
OHJa MHOXEIHE.

H3C Buine o 1Ba dpoja pauyHaMo UTEPATHBHO, TAKO LITO POMEHJBHBY Y KOjOj I'a YyBaMO NMOCTaBUMO Ha 1, a 3aTum
y metspu odpaljyjemo dpoj mo Opoj ¥ MpOMEH/BHBY MEHaMO BpeAHOIINy HajMamer 3ajeIHIYKOT CaapKaora mheHe
tekyhe BpenHOCTH 1 Tekyher dpoja.

#include <iostream>
using namespace std;

// najveci zajednicki delilac dva broja
int nzd(int a, int b) {
while (b > 0) {
int tmp = a;

a = b;

b =tmp % b;
}

return a;
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// najmanji zajednicki sadrzalac dva broja

in
}

in

}

t nzs(int a, int b) {
return (a / nzd(a, b)) * b;

t main() {

// ucitavamo broj n
int n;

cin >> n;

// racunamo nzs(1, 2, 3, ..., n)
intm=1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; i++)

m = nzs(m, i1);

// ispisujemo rezultat
cout << m << endl;
return 0;

3aparak: buaujap n3 homka

bunujapcku cTo je npaBoyraoHor odJauka AMMEH3Uje 1m X 1 M UMa 4eThpu pyne y homkosuma. [TocmaTpajmo prex
CTOJIa, TAaKaB JIa My je IMpHHA M, a BUCHHA n. JlonTuna ce ygapa U3 JOEr JIeBOr yIia (1ojka ca KOOpArHaTaMa
(0,0)) myx IMHHjE KOja je o yrioM o 45 CTeneH! y OJHOCY Ha MBHUIIE CTOJA. AKO NPETIIOCTABUMO Jia JIOTTULIA He
ycIiopaBa CBOje KpeTame, 1a ce O]l CBaKe ce MBUIlEe 0/I0M]ja MoJ, YoM of 45°, a je Beoma Majia M Jja y pyIy yrnaga
€aMo aKo cy joj KOOpJAMHATE LIEHTpa jefHaKe KOOPAWHATH pyIle, HAlMIIK Mporpam Koju oapehyje y kojy pymy he
TI0CJIe HEKOT' BpeMeHa YIacTH, Kao 1 KOJIMKO he ce ImyTa rnpe Tora oiduTy 0 UBHLE CTOJA.

Vaa3: Ca cranaapaHor ynasa ce yHoce jpa tesia opoja m u n (1 < m,n < 10°) koju npescrasbajy IMMeH3Hje
cToNA.

M3na3: Ha cranapanHy uznas y IpBOM pejly MCIIMCATH KOOpAMHATE pyre y Kojy he jonTulia yrnactd, a y Jpyrom
Opoj ondmjama O MBHILIE CTOJIA TIPE HEro IITO CE TO AECH.

IIpumep

Yaaz Hznaz
43 40
Objaurserve

Kperame yonTuiie je mpuKkasaHo Ha CIHIH.

Pememe
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Ja du ce nonTuIa HaNUIa y HEKOj pynu oHa Kpehiyhu ce xopusoHTaHO Tpeda na npehe pactojame (IyXuHy rpeheHor
MyTa) KOje MpeACTaBha HeKM YMHOXaK IMIMpHHE cToja U Kpehyhu ce BepTukanHo Tpeda ma mpehe pacrojame koje
MpeJICTaB/ba HEKM YMHOXaK BUCHHE cTosia. [IOIITO je MHTEeH3UTET lheHe OP3UHE U Y XOPU3OHTATHOM U Y BEPTUKATHOM
TpaBily UCTH (jep ce cTalaHo Kpehe moj yriioM of 45 cTerneHu y OTHOCY Ha HEKY UBHILY CTOJIa), pacTojambe nmpeheHo y
XOPHM30HTAJIHOM U Y BEPTUKAJIHOM CMepy je yBek McTo. [lakJe, JoNnTHlla yraaa y pyny y TpeHyTKy Kaja je npeheHo
pacTojame IpBU IIyT HeKM yMHOXaK OpojeBa m 1 n. HajMamu Opoj Koju je IeJbHB ¥ ca m U ca . je IhUXOB HajMambu
3ajeJHIYKY cafpxaian nzs(m,n).

Bpoj myTa n,, KOjH je JONTHIA XOPU30HTAIHO Ipedpucaia Leny MUPUHY CTONA jefHaK je KOJIMIHUKY nzs(m,n)
u dpoja m, a Opoj n, MyTa KOjU je JONTULA BEPTUKAJIHO NpedpUcaa 1ieJly BUCHHY CTOJIA jeIHaK je KOJMYHUKY
nzs(m,n) udpojan. Ako je dpoj n, HemapaH, JONTHUIIA CE HAJIA3M Y HEKO] PYIIK Ha JECHO], @ aKO je MapaH, HaJla3u
Ce y HEKOj pylH Ha JIeBOj MBULM CTOJA, a & KOOPAUHATY pyIle JIako opehyjeMo aHaJM30M NMapHOCTU Opoja 7.
AHaJIOrHO, aHAJIM30M NIAPHOCTH Opoja n,, oapehyjeMo KOOpAUHATY ¥ PyIIE.

AKo je JonTHIa XOPU30HTAJIHY LIIMPUHY TPEIIa 7, MyTa, OHA Ce O HEKYy JIEBY U IECHY MBMILY OJOMIA TAYHO N, — 1
nyTta. CJIMYHO, aKo je BEPTUKAJIHY IUMPUHY ITPELIa 1, MyTa, O TOPkbY U IOy MBUILY Ce 0J10MJ1a Ta4HO 1, — 1 myTa.
VkymaH 6poj ogdujama je, gakie, (n, — 1) + (n, — 1).

H3C gBa 0poja moxemo u3padyHatu EykImaoBiM aJlrOpuT™MOM, aJId MOPaMO BOAUTH padyHa Ja 300T BEJIMKUX yJla-
3HUX [TapaMeTapa MOXe HAaCTYIUTH IPeKopauehe 1 MOPaMo KOPUCTHUTH a/IeKBATHE THUIIOBE MOATKA.

#include <iostream>
using namespace std;
int nzd(int a, int b) {

while (b > 0) {
int ost = a % b;

a =b;
b = ost;
}
return a;

}

long long nzs(int a, int b) {
return ((long long)a / nzd(a, b)) * b;
}

int main() {
int m, n;
cin >> m >> n;
long long S = nzs(m, n);
intnx =S/ m, ny=S5/n;
intx=nx%2==027?0:m
inty=ny%2==027?20:n;
cout << x << 7 ¥ << y << endl;
cout << (nx - 1) + (ny - 1) << endl;
return 0;

}

Pauynatbe H3C moxemo m3behin. 3a peueme Hama je MOTpedHO i@ 3HaMO BPEAHOCTH n, = nzs(m,n)/m u
n, = nzs(m,n)/n. Howro je nzs(m,n) = (mn)/nzd(m,m), Baxu ga je ny, = n/nzd(m,n) ok je n, =
m/nzd(m,n). Tume uzderaBamo morpedy 3a pagoM ca BeJIMKUM OpojeBuMa v n3deraBamMo MOTYNHOCT HACTaHKa
MIpeKopaveHka.

#include <iostream>
using namespace std;

int nzd(int a, int b) {
while (b > 0) {

99



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

int ost = a % b;

a = b;
b = ost;
}
return a;

}

int main() {
int m, n;
cin >> m >> n;
int N = nzd(m, n);
int nx =n /N, ny =m/ N;
int x=nx%2==02?20: m;
inty=ny%2==02770:n;
cout << x << 7 7 << y << endl;
cout << (nx - 1) + (ny - 1) << endl;
return 0;

3agarak: YyeHNIE Ha HCTHM CeJMIITHMA

Vuenuiu rieaajy isa puiiMa y SHOCKOIICKO] Cali Y KOjOj Cy cefiuiiTa pacropeljeHa y m BpcTa u n KoJoHa (YUeHHUKa
uma TayHo m - n). Kanga cy miepanu npBu UM, HACTABHUIM Cy MX PACHOPEAMIIM TAKO HITO ¢y uXx pehamu no
a30y4HOM pefociiey MomymaBajyhu BpCTy Mo BPCTY, a Kaja Cy IMeAany pyry (priiM, IIOHOBO Cy OuiM pacriopeheHu
1o a30yYHOM pefiociiely, ajli OBaj MyT BPCTY Mo BpcTy. Hamuium mporpam koju oapehyje KoIMko y4eHuKa je ceaeso
Ha UCTOM MEeCTy TOKOM IJleflarba 00a pumMa.

Vaa3: Ca cranpapaHor yinasza ce yHoce fBa tena dpojam un (1 < m,n < 10000), cBaku y TOCEOHOM peny.

H3zaa3: Ha craHmapaHu w3/a3 UCTIMCATH jefaH I1eo Opoj KOju Mpe/ICTaBba Opoj yUSHHKA KOJU CY TOKOM IJle/larba
00a (rima ceey Ha UICTOM CEIMIITY.

ITpumep

Vaaz Hznaz
3 3

5

Pememe

INpunukom peharma eeMeHata BPCTY MO BPCTY MPU Y€MY Y jelHOj BPCTH UMa 7. €JleMEeHaTa, eJIeMEHT ca PeIHIM
dpojem x Hanaszu y Bpcti v1 = x divn ¥ KojoHu k1 = x mod n (dpojame enemMeHaTa, BpcTa 1 KOJIOHA TOYHUIHE O
Hyse). [lakiie Ha OCHOBY Ae(prHUIIM]e IIeT00pOo JHOT iesberha Baku Aa je £ = vy -n—+ky, 0 < k; < n. CmdHo, ako ce
eJleMeHTH peljajy KOJIOHY IO KOJIOHY, M aKO y je[JHOj KOJIOHM MMa 1m eJieMeHara, Tajla ce eJIeMEHT ca PeIHUM OpojeM
2 HaJla3! y KOJIOHU ko = x divm u BpcTi v2 = z mod m. [Jakne, Baxu gaje x = ke -m+vo u0 < vg < m.

Ja Ou eneMeHT d1O Ha WCTOj IO3UIM}U MOpa Ja BAXU 1 je k1 = ko U J1a je v; = vy. JeMHO TUPEKTHO pelieme je
Jia ce 3a CBaKu peHu Opoj yuenuka ox 0 mo m - n — 1 ompene vy, k1, ve 1 ko (11e7TOOpPOjHUM JEIbEHEM, Ha TOpE
OIMCAaHU HAYMH) M 3aTHM JIa c€ BUAM KOJMKO Tako ojpeheHHx OpojeBa 3aJ0BObaBa TPAKEHH YCIIOB (pelemne ce,
JlaKJjie, 3aCHUBA Ha Opojamy efneMeHaTa (puaTpupaHe cepuje).

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {

int m, n;

cin >> m >> n;

int brojNaIstimSedistima = 0;

for (int ucenik = 0; ucenik < m*n; ucenik++) {
int vl = ucenik / m, k1 = ucenik % m;
int k2 = ucenik / n, v2 = ucenik % n;
if (vl == v2 && ki1 == k2)
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brojNaIstimSedistima++;

}
cout << brojNaIstimSedistima << endl;
return 0;

}

Mebytum, moctoju u eprkacHuje pemerme. Ha ocHOBY rope pedeHor, Mopa 1a Baxu a je x = vy -n+k; = ko-m+uva,
a TIOMITO T 33/I0BOJbaBa YCJIOB 33aJaTKa aKO U CaMO aKo Baxu k1 = ko M v = v, BAXU Ja je v1 -n+ k1 = k1 -m+vy,
1j. v1 - (n — 1) = ky - (m — 1). Ipu Tom, Mopa sa Baku aa je 0 < v; < mu 0 < ky < n. Pelerma Ma OHOIMKO
KOJIMKO [OCTOju apoBa (v1, k1) KOju 3a/10BOJbaBajy JaTu yciioB (Taksu cy curypHo naposu (0,0) u (m —1,n — 1),
M MX uMa Moska jom. O3naummo ca d Hajeehu 3ajenHnaku nenmnan dOpojeBan —1lum —1. Hekajen—1=s-d
um—1=t-d TamamopamaBaxuvy-s-d==ky-t-d, 1j. v1-s=FKp-t, IpudeMy cy s " ¢ y3ajaMHO IIPOCTH
Opojesn. OBa jemHauMHA je 330BOJbEHA AKO M CAMO aKO MOCTOJU HEKO ¢ TAKBO Ha je vy = ¢ -tmky = ¢ -s. U3
yemoBamaje 0 < vy < menemmaa je 0 < vy < m — 1 = ¢ - d, mTo 3HaUM Ja je HEONMXOIHO J]a BAXH J1a je
0<i<d Cmyno,u30 < ky <ncaemmpaje0 <k; <n—1=s-d,mro je oner ekBuBayieHTHo ca 0 < i < d.
Haxuie, mapoBa (v1, k1) koju 3amoBosbaBajy vy - (n —1) = k1 - (m —1),0 < vy < mu0 < k; < n jeaxak je
dpojy BpeaHocty ¢ koje 3aoBosbaBajy 0 < i < d, a 1o je TauHo d + 1. [lakiie, 3ajatak ce MOXe PEIIUTH TaKO IITO
ce mpauyHa H3]l Opojea m — 1 mn — 1 u taj H3]] ce yBeha 3a jeman. H3]] ce Moxe uspauyHata EykmmnoBim
anroputMoM. Pasnuuunte Bapujante Eykinmosor asroputMa onucase cy y 3agaTtky Hajsehu 3ajennnuxy genmarl.

#include <iostream>
using namespace std;
int nzd(int a, int b) {

while (b != 0) {
int tmp = a % b;

a = b;
b = tmp;
}
return 3;

}

int main() {
int m, n;
cin >> m >> n;
cout << nzd(m-1, n-1) + 1 << endl;
return 0;

3anarak: MoayjiapHu uHBep3

Mune u Tama Mopajy Ja pa3MeHe TajHe MOpYKe Koje ce cacToje Of IyHO BeJIHMKHX OpojeBa. Mmie je xeneo na
ce I0JAaTHO 3alITUTU U Jja Te dpojeBe Tpe cliarkba W3MEHH TaKo IITO jeé CBaKM Opoj MOMHOXKHMO TajHUM OpojeM a |
U3pavyHao OCTaTak MpH Jiejbery ca TajHuM Opojem n. [lomTo je nodap maTemaTtruap, Muie 3Ha j1a he Tama j1ako
Mohu aa femmgpyje NopyKy ako 3Ha OpojeBe a ¥ 1 ¥ aKO Cy OHM Y3ajaMHO MPOCTH U 3aTO UX je u3adpao Oalll Ha Taj
HAYMH U yHarpes ux je goropopuo ca Tawom. Hanumu nporpam koju Tawu nomake a nemudpyje dpojese koje
joj je Mune nocrnao.

Vaa3: Ca crangapasHor ynasa ce yHoce dpojesu a un (2 < a,n < 10%), 3a koje ce 3Ha Ja Cy y3ajaMHO TIPOCTH.
Haxon tora yHoce ce OpojeBu x; (0 < x; < n), bux HajBuie 10, cBaku y moceDHOM pefly CBe /10 Kpaja cTaHIapIHOT
yJia3a, KOju MpelcTaBbajy dpojese koje je Mue 10010 HaKoH mudpoBamba OpUriHATHUX OpojeBa.

WN3zna3: Ha cranpapaHu usna3 UCIUCATH OpUTHHANHE (AemudpoBaHe) OpojeBe, CBaKU y MOCEOHOM pefy.
IIpumep
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Yaaz Hznaz
3 2

5 4

1 1

2 3

3

4

Odjamrverve

Baucra, Baxu ga je (3 - 2)mod5 = 6mod5 =1, (3-4)mod5 = 12mod5 =2, (3-1)mod5 =3mod5 =3 u
(3-3)mod5 = 9mod 5 = 4.

Pememe

Haryacumo 3a modeTak Jia je y nporpamy MoTpedHO MHOKUTH JiBa Opoja Koju Mory outu o 10° u uspauynatu
npousBoj koju Moxke outu g0 10'8. 3ato je y mporpamy morpedHo kopucTuTH 64-6UTHO 3amucane Opojese. Y
je3uky C++ moxemo kopuctutu Tin long long.

IIperpara rpydom cuiiom

3a cBakM y4UTaHU Opoj x Tpeda ofpeuTH Y TaKaBs Ja je a -, Y = . Bpoj y ce, gakie, MOxe OJpeIUTH TaKo LITO Ce
W3BPIIN AeJbebe Opoja = dpojeM a mo Moayy n. [lebeme o MOyIly je BeoMma CrielidyHa ornepanyja, Apyradnja
O]l CBUX OIepalja Mo MOLYIy KOje CMO JI0 cafa cpenr. Yak HU MOCTOjame KOJIMYHUKA [0 MOAYJY 1 HHje yBeK
rapaHToOBaHO (aKko cy OpOjeBH a U M y3ajaMHO MPOCTH, Kao IITO jecy Y OBOM 3a/IaTKy TaJa MOAYJAPHU KOJMYHUK
MOCTOjU 32 CBAKO ¥ U jeIMHCTBeH Mehy dpojeBuma oa 0 no n — 1).

MopaynapHo Jesberbe pyooM CHIIOM MoApa3yMeBasio OM MPUMEHyY aJITOpUTMa IpeTpare 3a CBako & Tj. UCIIPOOABaE
cBux mMoryhux dpojeBa y og 0 1o n — 1 u mpoBepy aa i je a -, y = x. [lomTo n Moxe OUTU NPUIUYHO BEIUKU
Opoj, mpoHaJaxkewe UHBep3a U 3a je[JHO X MOXe OUTH BeoMa Hee(pUKACHO.

#include <ilostream>
using namespace std;

// pokusavamo da podelimo x sa a po modulu n
// ako postoji rezultat se smesta u y, a funkcija vraca podatak o tome
// da li kolicnik postoji
bool deli(long long x, long long a, long long n, long long& y) {
// resenje grubom silom
// posto je (a * y) mod n = (a mod n * y mod n) mod n
// mozemo a zameniti sa a % n
a %= n;
// proveravamo sve moguce kandidate za y
for (y = 0; y < n; y++)
// ako je
if ((a *y) %n==x)
return true;
// kolicnik ne postoji
return false;

}

int main() {
// ucitavamo brojeve
long long a, n;
cin >> a >> n;
// ucitavamo sve brojeve do kraja ulaza
long long x;
while (cin >> x) {
// delimo ih sa a po modulu n (po uslovima zadatka kolicnik
// postoji)
long long vy;
deli(x, a, n, y);
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cout << y << endl;

}

return 0;

}

'YMecTo HE3aBUCHOT JieJbeba CBaKoT Opoja x dpojeM a (1o MOAYITy 1), O0bU MPUCTYI j& U3pavuyHaBambe MOLYJIapHOT
HMHBep3a Opoja a U KacHUje MHOXeHe (110 MOJYJIy 1) CBUX OpojeBa & TUM MHBEP30OM

3a gatu 6poj a moTpedHo je mpoHahu HEroB MHBEP3 MO MOAYIY 1 Tj. Opoj a~' Takas ma je a™ ' -, a = 1, Tj.

ma je (a=! - a)modn = 1. Ako ce Takas dpoj Hahe, onna Baxu 1a je a ' -, (a -, y) = a~ ! -, . Tomro je
aty(any)=(ata)py=1-,y=y Bakumgajey =a ', x, mro Ham omoryhapa 1a aemmdposarme Tj.

J€JbeEHbE TT0 MOJLYITy U3BPIIMMO ONIEPALIjOM MHOXEHa MO MOIYJTy.

OnpehuBare MOTy/JapHOT MHBEP3a Ce MOKe YPaJMTH IPyOOM CHIIOM TaKo IITO ce PeJIoM MCTIMTajy CBU OpojeBd a !

o1 0 10 n — 1 u npoBepu ce 1a 1w je a~ ! -, a = 1. Wako ce mpeTpara oBaj IyT CIIPOBOJIM CAMO j€IHOM, a He 3a
CBaKO & M3HOBA, OBO pElICHE je OMeT BeoMa Hee(pHKaCHO y Ciy4ajy Kaja je 1 BEIUKU Opoj.

#include <iostream>
using namespace std;

// odredjujemo inverz broja a po modulu n i smestamo ga u promenljivu t
// funkcija vraca podatak o tome da li modularni inverz postoji
bool inverz(long long a, long long n, long long& t) {

// resenje grubom silom

// posto je (a * t) mod n = (a mod n * t mod n) mod n
// mozemo a zameniti sa a % n
a %= n;
// proveravamo sve moguce kandidate za inverz
for (t = 0; t < n; t++)

// ako je ostatak 1, nasli smo inverz

if ((t *a) % n==1)

return true;

// inverz ne postoji
return false;

int main() {

// ucitavamo brojeve

long long a, n;

cin >> a >> n;

// trazimo inverz elementa a po modulu n (po uslovima zadatka on

// mora da postoji)

long long inv_a;

inverz(a, n, inv_a);

// ucitavamo sve brojeve do kraja ulaza

long long x;

while (cin >> x)
// delimo 1h sa a po modulu tako sto ih mnozimo sa inverzom od a
cout << (inv_a * x) % n << endl;

return 0;

}
IIpomupenn EykiannoB aaropuram u be3yoBa teopema

Jenna uspasuto BaxkHa nociaeauua EykiaupoBor aaroputma omucaHor y 3agaTky Hajsehu 3ajennuuku genmnany je
BesyoBa Teopema Koja Kake Jja 3a CBaKa [[Ba MPUPOJHA Opoja a U b TocToje 1esm OpojeBH s U t TaKo Ja BaXd Ja
jes-a+1t-b = nzd(a,b). BpojeBu s u t ce MOTy U3pavyyHATH T3B. MPOMIUPEHUM EyKIIMIOBAM airopuTMOM.
INocmatpajmo HapeaHy Tadery.
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To = a So = 1 to = 0

r = b s = 0 tp = 1

ro = To—qiT1 S2 = S0 —q151 to = to—qity
Tidl = Ti1 — @iT Sit1 = Si—1 — ¢;iSi tiv1 = ti—1 —qit;

Tk = Tk—2— Qr—1Tk—1 Sk = Sk—2 — Qk—1Sk—1 ty = tg—2— Qr—1tk—1
Teer = 0 Sk+1 = Sk—1 — QkSk tkr1 = trk—1— Qrlx

V cBakOoM HEHOM KOpaKy Baxu Jia je s; - a + t; - b = r;. 3aucra, y mpBa JBa KOpaka jeJJHaKOCT je TPUBHjaHO
UCIyHheHa. AKO MPETHOCTaBUMO Ja BaXH S;_1a + t;_1b = 7,_1 1 s;a + t;b = r;, Taja je Ha OCHOBY Tadene
rip1 = (Si—1a + t;—10) — qi(s;a + t;0) = (si—1 — qi8;) - a + (ti—1 — ¢;t;) - b. Homro je y Tadenu crapbeHO na
je Sit+1 = Si—1 — q;S; Ut = ti—1 — q;t;, ©y Kopaky ¢ + 1 Baxu fa je s;+1a + t;41b = r;41. Hdakie, Baxu qa
je sxa + tpb = ri, a momto je r H3]I dpojera a u b (ro cMo fokazanu y 3agatky Hajsehu 3ajeannyky penunart,
OpojeBu sy Uty cy TpaxkeHH be3yoBu koedHLMjeHTH.

HonatHo, Baxu 1a je Siy1 = i#a,b) Uty = im. 3aucra, Baxu Aa Cy OpojeBH Si1 U ti41 y3ajaMHO
NpocTH (TO CIe U3 MAEHTUTETA Sty — LpSpr1 = (—1)%). TlomTo y3 To Baku u ja je aspyq + blpyr = 0,
BaXHM J1a Opoj Sk1 Aesu Opoj b ok ty41 Aemm Opoj a, na TBphemwe cienn. Moske ce Hokasaty 1 1a OpojeBH s; U
t; odpazyjy cepuje anrepHupajyher 3Haka Koje cy (mocjie HeKMX IpPBUX WIAHOBA) CTPOro pactyhe mo ancoyyTHOj
BpEOHOCTH. 3aTo Baxu 1a je |s;| < m ult;]| < IITO je BaKHO CBOjCTBO KOje HAC OCHIYpaBa Off
HacTaHKa IPeKopayuera TOKOM N3pavdyHaBamba.

—a
nzd(a,b)’

Ipukaxumo npomvpenn Eykinaos anroputam Ha nmpuMepy opojeBa 86 u 34.

To = 86 So = 1 to = 0

T1 = 34 S1 =0 tl = 1

rg = 86—2-34=18 s, = 1-2.-0=1 to = 0—-2-1=-2
rg = 34—-1-18=16 s3 = 0—-1-1=-1 t3 = 1-1-(-2)=3
rg = 18-1-16=2 s = 1-1-(-1)=2 t4 = -2-1-3=-5
rs, = 16—-8-2=0 ss = —-1-8-2=-17 t, = 3—-8-(-5)=43

Hakne nzd(86,34) = 2, Baxu ga je 2 - 86 + (—5) - 34 = 2, u Be3yoBu koeuumjentu cy s = 2 u t = —b, cepuja
opojeBa s je 1,0, 1, -1, 2, -17, a cepuja dpojesa t je 0, 1, -2, 3, -5, 43. Tlocnenwu KoedUIIUjeHTH Y TOj CEPUjU CY
3aucTa KOJIMYHKIM OpojeBa a u b ca wuxosum H3/I.

HmmniemMeHTanyja je jeJHOCTABHO YONIITEH€ OCHOBHE MMILIeMeHTauuje Eyknuposor aqroputMa. Y no gse Ipo-
MEHJbMBE OJpPKaBaMO [JBE y3aCTOIHE BPEAHOCTH HU3a 7;, HU3a S; W HU3A l;, y NET/bU UX aKypupaMoO HA OCHOBY
MIpUKa3aHuxX (popMyJia CBE JIOK WIaH HU3Aa 7; HE MIOCTAaHE jeIHAK HYJIH.

Bunehemo na ce npormmpenn EykimaoB anropuraM Moske MIPUMEHUTH Y MHOTO Pa3IMUUTHX CUTYalHja.

Bpatimo ce HamieM OpuriHaIHOM podiieMy. 3aaTak CMO CBEJIH Ha ofpehuBame MogynapHOT HHBEp3a dpoja a mo
MOJIyJty 7 Tj. Ha To Aa Tpeda npoHahu &poj ¢ Tako aa jea~'-a = ¢-n+1,1j. —¢-n+a~'-a = 1. IomrTo cy dpojesu a
Y N y3ajaMHO IIPOCTH IO IPETIOCTABIIM 33/1aTKa (Y CYTPOTHOM He OMCMO MOIJIU J]a TApaHTy jeMO MOCTO jabe pelieha),
Baxu na je H3]I OpojeBa a u n jenqHak 1. Ha ocHoBy besyoBe Teopeme mMoryhe je nponahu OpojeBe s u t TakBe ga
jes-n+t-a = 1. Kaga npoummpenum EykinpoBum ajiropuTMoM rpoHahemo Te keodpulrjeHte, KoeuiujeHT ¢
je TpakeH! MOJyJTapHU MHBEp3. AKO je Taj Opoj HeraTMBaH, OH/A Ce 32 MHBEpP3 MOXke y3eTH t + n (jep Tafa Baxu

(s—a)-n+(t+n) a=1,anomro je |t| < 7zd(ay = M» OPOj t 4 N je CUTYPHO MO3UTHBAH).

#include <ilostream>
using namespace std;

long long bezu(long long a, long long b, long long& s, long long& t) {
long long r® = a, r1 = b;
long long s® = 1, s1 = 0;
long long t0 = 0, t1 = 1;
while (r1 > 0) {
long long g =10 / ri;
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long long tmp;

tmp = r0;
ro = ri;
rl = tmp - q*ri;

tmp = s0O;

sO = si1;

sl = tmp - g*si;

tmp = tO;

t0 = t1;

tl = tmp - q*t1;
}
s =s0; t = to;
return r0@;

}

bool inverz(long long a, long long n, long long& t) {
long long s;
long long r = bezu(n, a, s, t);
if (t < 0) t += n;
return r == 1;

}

int main() {
long long a, n;
cin >> a >> n;
long long inv_a;
inverz(a, n, inv_a);
long long x;
while (cin >> x)
cout << (inv_a * x) % n << endl;
return 0;

}

IMpumeTnMo a2 HaM BpemHOCT Opoja s 3allpaBoO HUje MOTpedHa, Ma ce HEHO U3pauyHaBahe Y OBOj CHEIUjaTHO]
MIPUMEHH MPOIIMPeHOr EyKJINI0BOr aropuTMa 3anpaBo MOXe U30CTABUTH.

#include <iostream>
using namespace std;

// izracunavamo broj t takav da je a * t mod n = 1
// vracamo podatak o tome da li takav broj t postoji
bool inverz(long long a, long long n, long long& t) {
long long r = n, r1 = a;
t = 0; long long t1 = 1;
while (r1 > 0) {
long long g =1 / ri1;
long long tmp;

tmp = r;
r=ri;
rl = tmp - q*ri;

tl = tmp - q*t1;

105



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

}
if (t < 0) t += n;
return r == 1;

}

int main() {
long long a, n;
cin >> a >> n;
long long inv_a;
inverz(a, n, inv_a);
long long x;
while (cin >> x)
cout << (inv_a * x) % n << endl;
return 0;

}

OjaepoBa Teopema

Jou jenan HaumH fa eprKaCHO M3padyHAMO MOAYIapHH MHBeP3 je Kopuiheme Ojnepose Teopeme. Heka p(n) o3Ha-
yaBa dpoj OpojeBa KojH Cy y3ajaMHO IPOCTH ca dpojeM n (0 HBOj U HAYMHY HBEHOT e(pUKACHOT H3padyHaBama OUIIo
je peun y 3agatky Ojneposa ¢yHkiuja). OjnepoBa Teopema TBpAH Ja ako ¢y OpOjeBH a U 1 y3ajMHO MPOCTH BaXH Ja
jea®™ modn = 11j. ga je (a?™~1) -, amodn = 1. 3at0 je a~* m0 Mogy:y 1 jemak Spojy a®™ 1. Towrro
EKCIIOHEHT MOXe OMTH BEJIUKH OPOj CTENeHOBahe TPeda U3BPIIUTU HEKUM e(DUKACHUM aJITOPUTMOM CTElIeHOBakba
(cTeneHOBabE Ce, HAPABHO, BPILH IO MOYJY 7).

YMmecto mpokasza OjrepoBe TeopeMe 4ajMo caMo MaJio TOjalllibemhe Ha jeqHoM mpumepy. [locmarpajmo dpoj n = 12
Y OCTaTKe TpH Jesbeby ca 12 Koju ¢y y3ajmuo npoctu ca 12. To cy dpojesu 1,5, 7 1 11 1 uma ux tauso ¢(12) = 4.
Y3mumo Ouiio koju dpoj koju je y3ajamHo mpocT ca 12. Heka to Oyne, Ha npumep, Opoj a = 7. [ToMHOXHMMO 1O
MoayJity 12 ce HaBesieHe ocratke dpojem 7. Tako modujamo dpojese 1 - 7Tmod 12 = 7, 3atum 5 - 7Tmod 12 = 11,
3atuM 7 - 7mod 12 = 1 mw Ha kpajy 11 - 7mod 12 = 5. IlpumeTnmo 1a cMo HOOMIM HCTe OpOjeBe KAao Ha MOYETKY
(jemuHO MM ce pemocien nmpomeHno). Kibyunn yBun y nokasy je na hie To yBek dutH ciy4aj Kaja cy a U n y3ajaMHO
npocty. 3ato cy npoussoau (7-1) - (7-5)-(7-7)-(7-11)1j. 7*-(1-5-7-11)u1-5-7- 11 jeanaku no Mojysy
12 u 3ato 6poj 7+ mpu mememy ca 12 maje ocrarax 1, mto je ynpaso TBpheme Ojnepose TeopeMe.

#include <iostream>
using namespace std;

// broj brojeva manjih od n koji su uzajamno prosti sa n
long long phi(long long n) {
// Ojlerova formula kaze da je taj broj jednak
// n * proizvod(1 - 1/p) za sve proste brojeve p koji dele broj n
long long d = 2;
long long proizvod = n;
// dok broj n ne postane prost
while (d*d <= n) {
if (n%d==0){
// nasli smo nov prost faktor pa azuriramo proizvod
proizvod = (proizvod / d) * (d - 1);
// uklanjamo ostala pojavljivanja tog faktora
while (n % d == 0)

n /=d;
}
// prelazimo na sledeceg kandidata
d++;
}
// n je prost broj, pa treba azurirati proizvod i1 za njega
if (n > 1)

proizvod = (proizvod / n) * (n - 1);
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// vracamo rezultat
return proizvod;

}

// 1zracunavamo x*k mod n koristeci algoritam efikasnog stepenovanja
long long stepen_po_modulu(long long x, long long k, long long n) {
k %= n;
long long stepen = 1;
while (k > 0) {
if (k%2 ==1)
stepen = (stepen * x) % n;

X =(x*x)%n;
k /= 2;

}

return stepen;

}

// izracunavamo broj t takav da je a * t mod n = 1
// funkcija pretpostavlja da su a 1 n uzajamno prosti 1 tada t uvek postoji
long long inverz(long long a, long long n) {

return stepen_po_modulu(a, phi(n)-1, n);

}

int main() {

// ucitavamo brojeve

long long a, n;

cin >> a >> n;

// trazimo inverz elementa a po modulu n (po uslovima zadatka on

// mora da postoji)

long long inv_a = inverz(a, n);

// ucitavamo sve brojeve do kraja ulaza

long long x;

while (cin >> x)
// delimo 1h sa a po modulu tako sto ih mnozimo sa inverzom od a
cout << (inv_a * x) % n << endl;

return 0;

Banarak: Kunecka reopema

IMepa moky1aga jia napajenu3yje CBoj MporpaM KOju pajy Haj & MojJaTaka Tako Jia CBaKM mpoiiecop odpaljyje uctu
Opoj momaraka. AKo pacropeny MoAaTKe Ha 1y MPOLEcopa, OCTaje My @ MOAaTaKa BHIIKA, aKO PACIIOpeIH MOAATKe
Ha no MpOILIECOpa, OCTaje My ao NMoAaTaka BUINKA, a aKO UX pacropeqy Ha ng MpolLecopa, ocTaje My as HojaTka
BUIIKAa. AKO ce 3Hajy OpojeBH a1, ni, as, No, a3 U N3 U aKO ce 3HA J1a CYy OpOjeBU n; y3ajaMHO MPOCTH, HAMHUIIN

rporpam Koju oapehyje x.

Vaa3: Ca crangapaHOT yiaza yHOCE ce OpOjeBH a1, Ny, a2, Na, ag U ng (2 < n; < 10°,0< q; < n;). CBaku nap
ce HaBOAM y MoceOHOM pely, a OpojeBH Cy pa3BOjeHH pa3MakoM. BpojeBu ny, ng U ng Cy y3ajaMHO MPOCTH.

W3zaa3: Ha cranpapaHu usnas ucnucaTyl jeJaH npupojiaH Opoj - jeIMHCTBEH MPUPOJaH OpOj MarbU O MPOU3BOAA

N1 + Ny - N3 KOjU 33JJOBOJbABA JIaTe YCIIOBE.

IIpumep

Vaaz Hznaz
23 23
35

27

Objawmrserve



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

Kapa ce 23 mogartka nmopgeny Ha 3 mporecopa, CBaKd Iporiecop noduja 7 mogatka (yKymHo 21) u 2 momaTka ocrajy
Hepacriopehena. Kana ce mozmenmu Ha 5 poriecopa cBaku mporecop xoduja mo 4 mogatka (ykymHo 20) v Tpu HofaTKa
ocrajy Hepacniopehena. Kama ce monenu Ha 7 nporiecopa, cBaku nporiecop Ao0uja no 3 nogatka (yKynHo 21) u oret
2 nojatka octajy Hepacnopehena. CiruHo Ou Bakwio v 3a 128 nopartaka, 233 nojatka uti., anu 23 je jequHu Opoj
Mawu o 3 - 5 - 7 = 105 3a K0ju OBO BaXKHU.

Pememe

I'pyda cnia

Pemmeme rpydom cmiioM mogpasymeBa Jja JIMHEAPHOM IpeTparoM IpoHahieMo HajMamK Opoj KOjU MPH JAebemy ca
JaTUM JIeJIMOLIMMA Jaje JaTe OCTaTKe.

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main(void) {
// ucitavamo ulazne podatke
long long a[3], n[3];
for (int 1 = 0; 1 < 3; 1++)
cin >> a[i] >> n[1];

// rezultat izracunavamo na osnovu kineske teoreme o ostacima
for (long long rezultat = 0; true; rezultat++)
if (rezultat % n[0] == a[0] &&
rezultat % n[1] == a[1] &&
rezultat % n[2] == a[2]) {
cout << rezultat << endl;
break;

}

return 0;

}

Curo

INoctoju jemaH mocTymak KOju HHje MPEBUIIIE MATEMATHUYKYU 3aXTeBaH, aJld KOJU HEje ONTHMAJIAH y CMHUCITY ehu-
KacHOCTHU (HO, MCIIOCTaBjba Ce€ [a je AOBOJBHO e(pMKacaH Ja pelly 33JaTaK y OKBHPY IOCTaB/bEHUX OrPAHMYCHHA).
[puctyn je 3acHOBaH Ha MAMETHO] MpeTpa3u. AKO dpoj 7 ca OpojeM n; Aaje ocTaTak a; OHAA jeé OH CUTYPHO jelaH
0J] WIAaHOBA apUTMETUYKOT HU3a a1, a1 + N1, a1 + 211, ... Y NeT/bU peJJoM NpoBepaBaMo oBe OpojeBe CBe 0K He
HauheMo Ha MpBU €JIEMEHT KOjU MpH JIe/belby ca No Aaje octaTak ae. Kaga TakaB Opoj a2 Hahemo (oH he Outu
HajMamU NO3UTHBaH OpOj ca OCOOMHOM Jia MpH AEJbebY ca N1 U Ng Jaje PeoM OCTaTKe a1 U ag), 3HaMo J1a he cBaku
HapeJH! OpOj KOjH 3a/I0BOJbaBa TO CBOjCTBO OUTH WIaH aPUTMETHUKOT HU3a (12, A12 + N1 - N2, G12 +2 -1y - Na, ...
Penom npeTpaskyjemo esieMeHTe OBOT HM3a JOK He Han)eMO Ha eJIEMEHT 123 KOjH MPH AEJbebY ca 13 Jaje OCTaTak
ag. TomrTo cy y HalleM 3aaTKy Jjata caMo TPH eJIEMEHTa, OBO je M KOHa4YHO peliere. TlocTymnak Ou ce JIako yOIIITHO
TaKo MITO O C& HAKOH MPOHANAKEHA (123 MOCMATPATIN OPOjEBU A 123, 123 + N1 - Ng - N3, G123 +2 N1 - N2 - N3 U
TaKo JaJbe.

TMpuKax 1Mo MPETXO/IHU aJropuTaM Ha jejHom npumepy. Heka je (a1, n1) = (2,3), (a2, n2) = (3,5) u (az, n3) =
(2,7). Baxu na je N = ng - ny - ng = 105.

INocmaTtpamo IPBO APUTMETUYKH HU3 a1 + k - mq YUjU cy WiaHOBH 2, 5, 8, 11 UTH. U Y BbeMy TpakKiUMO IPBU OpPOj
KOjH TP JeJbemby Ca No = D Jaje TpaXeH! ocTaTak ae = 3. IIpBu TakaB dpoj je aija = 8.

Cayia mocmaTpamo HU3 12 + k - (ng - n2) 1j. HE3 8, 23, 38 UTA. Uy BHEMY TPAKUMO [IPBU €JIEMEHT KOjU [IPH JIe/bEHbY
cang = 7 gaje TpaxkeHu ocratak 2. To je Opoj a123 = 23, KOjU je KOHAYaH pe3yJITar.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
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using namespace std;

int main() {
// ucitavamo delioce i1 ostatke
int k = 3;
vector<long long> a(k), n(k);
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
cin >> a[i] >> n[i];

// sortiramo nizove opadajuce po n - nizovi su kratki pa koristimo
// naivnu implementaciju selection sort algoritma
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
for (int j = 1+1; j < k; j++)
if (n[i] > n[iD) {
swap(n[i], n[iD);
swap(a[i], a[iD);
}

// 7sito”
long long m = a[0], p = n[0];
for (int 1 = 1; 1 < k; 1++) {
while (m % n[i] != a[i])
m+= p;
p *= n[i];
}

// prijavljujemo rezultat
cout << m << endl;

return 0;

Kunecka Teopema o ocranguma

Haxko ce y 3agaTky ocMaTpajy TauHO TpU JEJMOLAa U OCTAaTKa, pa3MOTPUMO MAJIO OMIITHjH CIyYaj NPOHAJIAKEHha
dpoja r TakBo #a 3a k y3ajamMHO npocTux Opojesa nq, . . . , Ny Baxu Aa je r modny = ay, ..., 7 modni = ag. Ciu-
YaH MpodJIeM pellaBara CUCTeMa KOHPYEHIIHja TOCMaTpaH je joul y ApeBHOj KuHu, Tako Aa je mocTynak pelniaBama
Koju hemo omucaTé ¥ IPUMEHUTH Y pelliehy 3aCHOBAH Ha TBphewy Koje ce Ha3uBa KMHeCKa TeopeMa 0 oCTalu-
ma. Ona TBpaM 1a ako je N = mj ...nj NPOU3BOJ CBUX OpojeBa n; U ako cy OpojeBu ni, ..., ni MehycodHo, y
MapoBUMa, y3ajaMHO IIPOCTH, Taja 3aJ1aTy CUCTEM YCJIOBA MIMa jeJMHCTBEHO pellewe  TakBo Aa je 0 < r < N.

Axo 3a cBako 7 TakBo Aa je 1 < i < k mponahemo Opoj r; TakaB Jia MpH Aejbeiby ca OpojeM 7, Jaje ocTaTak
a; JOK TIpU JieJbekby ca CBUM Jpyrum dpojeBuma nj 3a 1 < j < ku j # 4 gaje ocrarak 0, Taja he TpaxeHn
pe3yJTat r OUTH jeqHak 30upy cBUX OpojeBa r; mo moayiay N Tj. Baxuhe na je r = r1 +n ... +nN Tk, OZHOCHO
r=(r1+...+r,)mod N.

PemyiMo 1 f1a je oBaj IOCTyIaK BeoMa CJIMYAH OHOM KOJI KOHCTPYKIMje JlarpaHkeBor HHTEPHOJIALMOHOT OJIMHOMA
Tj. Aa je JlarpaHkeB MOCTyNaK MHTEpHONAIMje 3aIPaBo CIElHjaiaH CIydaj KHHEeCKe TeopeMe O OCTallMa, Kaja ce
yMecTo dpojeBa mocMaTpa MPCTeH MOJMHOMA.

Hokaxumo mperxogHo TBphewe. Ako Baxku ga je Nmodn; = 0, Taga 3a CBakM Opoj T Baxu jAa je
(xmod N)modn; = xmodn,. 3aucra, ako je y = (zmod N)modn; Tama NocToju HeKH Opoj ¢ Takas
na je xmod N = q - n; + y. Mehyrum, Tana nocroju Heku Opoj ¢’ Takas ja je x = ¢’ - N + ¢ - n; + y. 3aro Ha
OCHOBY OCOOMHA caduparba, OJy3UMarba U MHOXEHa 10 MOIYJIy OMUCAHMX Y 3aAaTky Onepaliyje 1o Mo/y1y, Baxu
na je xmodn; = ((¢' - N)modn; + (¢-n;) modn; + (ymodn;)) mod n; = (ymodn;) modn; =ymodn; =y
(jer je Nmodn; =0,n,modn; =0u0 <y <n; mazarou ymodn; = y).

3aro 3Hamo 1a he 3a cako 1 < ¢ < k BaxATH U

109



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

rmodn; = ((r1 + ...+ ;) mod N) mod n;

(
(r1+...4+rg) modn;

= (rymodn; + ...+ r;modn; + ...+ rp, modn;) modn;
O+...4a;+...+0)modn; =a;

jepje 0 <a; < n;.

PasmoTpumo caja npodsem oapehuBarma BpeAHOCTH 7;. AKO je Opoj r; Ie/bUB ca CBUM KOe(DMLMjEHTHMA 7; OCUM
€BEHTYAJIHO Ca 7; OH je NesbMB 1 ca p; = N/n; Tj. MOpa Ja IPeCTaB/ba HEKU YMHOXAK Opoja p; Tj. Mopa OUTH 0OJIH-
Ka ¢; - p;, 32 HeKU KoebULUjeHT ¢;. [a du r; Ipu feibery ca n; 10 OCTaTaK a; XKEJIUMO J1a BAXU 1A j€ C; n, Pi = G;.
Opnaspe ce Hamehe 11a ce ¢; MOxe JOOMTU HEKUM OOJIMKOM JeJberba Mo MOyJIy n; Opoja a; OpojeM p;. Pasmarpajmo
MOJyJJApHU UHBEP3 ;- ! 6poja p; mo moayy n;, Tj. 5poj D; ! rakas 1a je (p; L. p;)modn; = 1 (mpoHanaxkerme Mo-
JyJIapHOT MHBEP3a OMKCAJH CMO Y 3a1aTKy Moaynapuu naseps). Moaynapau nHBep3 he moctojatu jep cy dpojeBu
p; 1 n; y3ajamao npoctu. Heka je ¢; = a; -n p{l. Tana je Tpaxkenu dOpoj r; mpousBoz o moaysy N Opojesa a;,
p; ' mp; 1. 6poj i = (a; -n p; V) -N p; MMa TpakeHa CBOjCTBA.

Joxaxumo na 6poj r; = (a; N p; 1) -N Pi IMa TpaxeHa CBOjCTBa.

Baxwu fa je r; = ((a; - p; ') - p;) mod N, na 3a cBako 1 < j < k (ykmyuyjyhu u j = i) Baxu

rimodn; = (((a; ~pi_1) -pi)mod N)modn; = ((a; ~pi_1) - p;) modn,.

+ Ako je j = 4, HA OCHOBY OCOOMHA MHOXEHA M0 MOy, Baku fa je ; mod n; = (((a; modn;) - ((p; " -
pi) modn;)) modn,. Iomro je 0 < a; < n;, Baxu ga je a; modn; = a,. Takode, Baxu na je (p;
p;) modn; = 1, pa je zato r; mod n; = a;.

» CnmuHO, 3a cBako j TakBo Ja je j # 1 m 1 < j < k Baxu ga je r;modn; jenHako ((a; modn;) -
(p; ' modn;) - (p;modn;))modn,. Mehyrum, nomro je p; modn; = 0, jep je n; daxrop 6poja p;,
BaXku ja je r; modn; = 0.

C 003upoM Ha TO Ja MehypesyaraTu MOry OUTH BeJIMKU OpojeBH, Tpeda OUTH BeomMa 0da3puB Ha MoryhHocT mpe-
Kopauera. Y3eBIIM y 003Up OrpaHMueHa JaTa y TEKCTy 3ajaTka (Ia cy 3ajaTta caMo TPH JeJMoLa M TPHU OCTaTKa,
Kao U JIa Cy CBU OPOjEBU 7; OFpaHMyYeHH 010310 ca 10°), y MMILIeMEHTaIj1 MOKe /Ia Ce KOPUCTH 64-OUTHM THII 3a
3amuc Heaux dpojesa Koju Moske 1a uysa BpeaHoctu 10 1018 (amu u To camo ako ce popmyJie 10AaTHO Malo TpaHC-
copmunty). Hamme, SpojeBu n; umajy orpasmyerse 10° Tako Aa BUXOB IIPOM3BOL 11 - Mg - N3 UMA OTPAHIUECHHE
10'% 1 3a mEroBy penpe3eHTAalMjy HUKAKO HUCY JOBO/LHA 32 duTa, anu jecte 10BOBHO 64 duta. BpojeBu p; uMajy
ropre orpannyerse 1010, 10K BUXOB MHBEP3 MO MOYIy 7; M OPOj a; UMajy ropre orpanuyerse 10°, Tako jga ou
JUPEKTHO W3padyHaBarbe MPOU3BOJA O; - P; 1. p; npoy3pokoBao npekopauere 64-GuTHOr THIA NofaTaka. Yak u
n3pavyHaBama OCTAaTKa MPH Jesberby ca /N Ipe M HAaKOH CBaKe Ofepalvje Hac He OU 3aIlITUTHUIIO Off IIPEeKopaveHka.
Bpensocr (a; - p; 1) mod N uma ropme orpanuuese 10 (jep je N Benuku 6poj), ma 61 MHOKeEHE TOT Opoja ca
dpojeM p; unje je ropme orpannueme 1010 BeposaTHO 10BENO 10 Npekopavera. Yak U Ja ce pefocies oneparyja
3aMeHH U 1a ce 0poj (a; - p;) mod N MHOxu OpojeM p; ! koju je mocTa Mamu Hac He OM 3aITHTIIIO, jep Ou ce
MHOKWJIM OpOjeBr umja cy orpanndersa 1015 u 10°, umju ce mpousBoj oneT He MOske penpe3eHToBaTH ca 64 dura.

Be3beaHo peierbe ce MOXe JOOUTH aKo ce mpUMeTH ga je N = p; - n; U Ja ce 3allpaBo pavyyHa BPEIHOCT M3pa3a
(ai - p; ' - p;)mod (p; - n;) KOju My HPOjHOILY M 'y MMEHHOITY MMa 3aje/IHIUKU BakTop p;. BpemHoCT Tor M3pasa
jemnaxa je BpeocTn m3pasa p; - ((a; - p; *) mod n;)). OBa hopma Ham rapantyje 1a Hehe 10hu /10 ipeKopayera.
Hauwme, dpojesu a;, pl-_1 u n; cy Mamu o 10°, na je Takas u (a; ~pi_1) mod n;. Iourro je p; Mamu of 10'° muxos
je npomsBo Marbk oft 101° 1 Moke ce npecTaBuTH 64-OUTHUM LIETMM DPOjEM.

Kaga nocroju BenMka onacHoCT of Ipekopavyera, 0OMYHO je Hajoe30eaHuje peulewe (Koje Joaylle KOPUCTH MaJlo
BHIIIE OIepaliija Hero IITO je TO CTBApHO HEOIXOAHO) je a ce AeduHUIIY nmocedHe (yHKIMje 3a cadupame U MHO-
JKeHe 10 MOZIyJTy 1 []a Ce OHE N03MBAajy Ha MECTY CBAKOT cadupara 1 MHOXEHa y Koy. Kao 1mto cMo Bujenu y oBom
IpUMepy, YaK HU TO HHUje rapaHiigja ¥ NoTpedHO je OmIo BeoMa MaxkJbMBO aHAIM3UPATH MpodJieM J1a du ce u3Besa
¢opMyJia Koja rapaHTyje Jia 1o mpekopauema Hehe gohu.

TMpuKa) 1Mo MPETXO/IHU aJIrOpuTaM Ha jejHom npumepy. Heka je (a1, n1) = (2,3), (a2, n2) = (3,5) u (az, n3) =
(2,7). Baxu na je N = ny - ng - n3 = 105.

e Baxu ga je py = N/n; = 35. Tpaxumo MomyiapHu uHBep3 Opoja p1 = 35 mo moayny n1 = 3. OH je
WCTH Kao MOJyJIapHU MHBEP3 Opoja p; mod 3 = 2. JeAHOCTaBHO MPOHANIA3MMO Ja je TO Opoj pfl =2 (jep je
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(35-2)mod 3 = (2-2)mod 3 = 1). IMpousson Spojesa a; = 2, p; = 35U p; - = 2 no moayny N = 105
je r1 = 35 1 OH je TakaB Ja IpH JieJbelby ca 3 Jaje ocTaTak 2, a pu Jesbemy ca 5 u 7 aaje ocrarak 0.

» Baxwu 1a je po = N/ny = 21. Tpakumo MoAyJapHU UHBep3 Opoja pa = 21 mo moayay ne = 5. OH je
UCTU Kao MOJyJIapHU UHBep3 dpoja ps mod 5 = 1. JeHOCTaBHO IPOHAIA3UMO Jia je TO Opoj po L =1 (jep je
(21 -1)mod5 = (1-1)mod 5 = 1). Tponsson Spojera az = 3, po = 21 U p, - = 1 1o moayny N = 105
je ro = 63 1 OH je TakaB Ja IpH JieJbelby ca H Aaje ocTaTak 3, a Ipu Jesbemy ca 3 u 7 aaje ocrarak 0.

* Baxu ga je p3 = N/n3 = 15. Tpaxumo MoxynapHu uHBep3 Opoja ps = 15 mo moayny ng = 7. OH je
MCTH Kao MOJyJIapHHU HHBEP3 Opoja ps mod 7 = 1. JegHOCTaBHO MPOHAIA3MMO 12 je TO Opoj pgl =1 (jep je
(15-1)mod 7 = (1 - 1)mod 7 = 1). [pousson 6pojesa az = 2, p3 = 15u p; - = 1 mo Mmoayny N = 105
je rs = 30 u OH je TakaB Ja Npu Jebery ca 7 Jaje ocTaTak 2, a npu Jesbewy ca 3 u 5 aaje ocrartak 0.

KonauHo pemense je 301p dpojeBa r; = 35, ro = 63 ur3 = 30 no moayy 105, u oH je jeqnak 23. OH npu Jejbeby
ca 3 1 7 Iaje ocTaTak 2, a IpH AeJberby ca b 1aje ocTaTak 3.

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
long long nzd(long long a, long long b) {

while (b > 0) {
long long ost = a % b;

a = b;
b = ost;
}

return a;

}

// t je inverz broja a po modulu n tj. broj takav da je (a * t) mod n = 1
// funkcija vraca da 1i je uspela da izracuna broj t
bool inverz(long long a, long long n, long long& t) {
long long r = n, rl1 = a;
t = 0; long long t1 = 1;
while (r1 > 0) {
long long g =1 / ri;
long long tmp;

tmp = t;

t = t1;

tl = tmp - q*t1;
}
if (t < 0) t += n;
return r == 1;

}

// proizvod brojeva x 1 y po modulu n

long long pm(long long x, long long y, long long n) {
return ((x % n) * (y % n)) % n;

}

// zbir brojeva x 1 y po modulu n

long long zm(long long x, long long y, long long n) {
return ((x % n) + (y % n)) % n;

}
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// racuna (z * x) mod (z * y)
long long pmp(long long x, long long y, long long z) {
return z * (X % V);

}

// na osnovu kineske teoreme o ostacima se izracunava rezultat tako da
// za sve elemente nizova n i1 a vazi da je rezultat mod n[i] = a[i]
// funkcija vraca da li je rezultat bilo moguce naci
bool kto(long long n[], long long a[], int duzina, long long& rezultat) {
long long N = 1;
for (int 1 = 0; 1 < duzina; i++)
N *= n[i];

rezultat = 0;
for (int 1 = 0; 1 < duzina; i++) {

long long pi = N / n[i];

long long pi_inv;

if (!inverz(pi, n[i], pi_inv))

return false;

// rezultat = (rezultat + (afi] * pi_inv * p_i) % N) % N

// zbod prekoracenja moramo koristiti vezu

// rezultat = (rezultat + ((p_1 * (a[i] * pi_inv)) % (p_1 * n[1])) % N

rezultat = zm(rezultat, pmp(pm(a[i], pi_inv, N), n[i], pi), N);
}

return true;

}

int main(void) {
// ucitavamo ulazne podatke
long long a[3], n[3];
for (int 1 = 0; 1 < 3; 1++)
cin >> a[i] >> n[1];

// rezultat izracunavamo na osnovu kineske teoreme o ostacima
long long rezultat;
if (!'kto(n, a, 3, rezultat))

cout << ”Nisu uzajamno prosti” << endl;

// prijavljujemo rezultat
cout << rezultat << endl;

return 0;

IIpumena be3yoBe TeopeMe Ha JBe jeJHAUHHE

IMopen omnmiter mocTyIka 3a pellaBame IpodseMa 3a k ocTaTaka, y cilydajy camo ABa OCTaTKa MOCTOjU U BeoMa
CJIMYaH, aJI MaJIo Jipyrauunje (hopMyJvcaH MOCTYyIaK, KOjU ce 3aCHUBA Ha TOME 12 yMEMO J1a PEIINMO CUCTEM O/] IBE
jenHauyMHe (JBe KOHrpyeH1uje), mpuMeHoM besyose Teopeme.

3a y3ajaMHo pocte OpojeBe n; U no, Ha OCHOBY be3yose Teopeme Mory ce poHahint dpojeBu s U ¢ TAKBU Jja BaXH Ja
jes-ni+t-ny = 1. Moxe ce 1ako moka3ary a KoeUIfjeHT s peacTaB/ba MOLYIapHU MHBEP3 Opoja 1 MO MOLYITY
N3, TOK KoeUIMjeHT ¢ peICTaB/ba MOAYJIApHU UHBEP3 Opoja ne MO MOAYITY 1. 3aT0 Opoj 112 = a1-t-No+as-S-nq
Tj. HEroB OCTaTak 1Mo MOJYJY 711 - No, EBEHTyaIHO yBehaH 3a nq - Mo aKO je HeraTuBaH, TNPH JeJberby ca 1y Jaje
OCTaTaK a1, a Y AeJbeby Ca N Adje OCTATaK Go.

Baxwu na je
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riga=2a1-t-no+as-s-nq
=ay-t-ng+as-s-ny+a-s-n—a;-s-ny
=a;-(t-na+s-n)+s-ny-(as—ay)

=a;+s-ny-(az—ay)

3aro je ocTaTak IpU JIeJbebY 712 OpOjeM n; jelHaK a;.
CiuaHo ce moKasyje u 1a je ri2 = ag + t - ng - (a1 — ag) Ha je OCTaTaK IpH Ae/berby 1'12 OpojeM ng jedHaK as.

Haxue, ako Kunecky teopeMy nprMeryjeMo Ha J1Ba Opoja, He MOpaMo JiBa IyTa HE3aBUCHO pavuyHATH MOJyJIapHU
MHBEP3, Hero 0da notpedHa koeuIrjeHTa MOXeMO JT0OUTH jeITHOM MTPUMEHOM IMPOIIUPEHOT EyKIMa0BOr ajlropuT-
Ma.

Ako nma BHle OpojeBa Ha Koje je moTpedHo npuMeHuTH KiHecky TeopeMy, HakoH ofpehuBama pelera 3a mpea
JIBa, MCTH TIOCTYIIAK Ce IPUMEIbYje 1a ce OAPeIr OPOjH KOjU IIPH AETbEIbY Ca 11 - No Jaje OCTATaK 7’12, a IPH JeJbeHY
ca ng Jaje ocratak as. AKO je k > 3, IOCTyIakK ce HacTaB/ba Ha UCTH HA4MH, JOK Ce He A00Hje KOHaYyaH pe3yJTar.

IpumeTtnmo aa ce y popmymn (ag - t - ng + ag - s - n1) mod (ny - n2) MHOXe JBa MyTa MO TPU Opoja, Kao u ja je
MOJIYJT 17 + No NPUIMYHO BEJIMKY OPOj, A IPUBPEMEHH PE3YJITATH MOTY Jia IPEKOpaye Orcer 64-OUTHOT THIIA, Yak
UAKO Cy CBU a; U n; 32-OMTHHU LEIMX OPOJEBH U aKO Ce MOIYJIM PavyyHajy [pe M HAKOH CBAKE OIEpalije MHOKEHA.
To ce MOXe MpeaynpeauTr ako ce npumeTd Aa je (ai - t - no)mod (ny - ny) = no - ((a1 - t)modny) u ma je
(ag - s-np)mod (ny - ng) =nq - ((az - ) mod nay).

TTp1KaKMMO PETXOHU aIropuTam Ha jeqHoM npumepy. Heka je (a1, n1) = (2,3), (az,n2) = (3,5) u (as, n3) =
(2,7). Baxu 1a je N = ng - ny - ng = 105.

IMponahumo mpBo dpojese s u ¢ TakBe Ja je s - ny +t - ng = 3s + 5t = 1. Baku, Hanpumep ga je s =2ut = —1,
jepje3-2+5-(—1) = 1. Tpakenu dpoj je r12 = ay -na-t+as-ny;-s=2-5-(—1)+3-3-2=28. Ounpu
Je/berby ca 3 Jaje ocTaTak 2, a mpu Jie/beby ca ca b J1aje ocrtaTak 3.

Y HapeaHOM KOpaKy TpaskMMOo Opoj TakaB Jia MPH JeJbeby ca ni - No = 15 aje ocTaTak 712 = 8, a MPU JIesbeby ca
n3 = 7 gaje ocratak 2. 3aro oxpebhyjemo dpojese s u t Takse Aa je 15s + 7t = 1. To mory outu OpojeBu s = 1
ut = —2. Tpaxenu Opoj jetana 8 - 7 - (—2) +2-15-1 = —821j. —82 4 105 = 23 (momrro je —82 HeraTuBau
yBehaBamo ra 3a (n1nz)ns = 105).

#include <ilostream>
using namespace std;

// proizvod brojeva x 1 y po modulu n

long long pm(long long x, long long y, long long n) {
return ((x % n) * (y % n)) % n;

}

// racuna (z * x) mod (z * y)
long long pmp(long long x, long long y, long long z) {
return z * (x % y);

}

// zbir brojeva x i1 y po modulu n

long long zm(long long x, long long y, long long n) {
return ((x % n) + (y % n)) % n;

}

// 1zracunavanje Bezuovih koeficijenata prosirenim Euklidovim

// algoritom - nakon primene funkcije vazi:

// s*a + t*b = pnzd(a, b)

// pri cemu funkcija vraca vrednost nzd(a, b)

long long bezu(long long a, long long b, long long& s, long long& t) {
long long r@ = a, rl1 = b;
long long sO@ = 1, s1 = 0;
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long long tO = 0,

while (r1 > 0) {
long long q = r® / ri;
long long tmp;

tl1 = 1;

tmp = r0;
ro =ri;
rl = tmp - g*ri;

tmp = s0O;
sO = si;
sl = tmp - q*s1;

tmp = tO;

to = ti1;

tl = tmp - q*t1;
}
s =s0; t = to;
return ro;

}

// kineska teorema o ostacima za dva broja
long long kto(long long a1, long long n1, long

long long m1, m2;

long a2, long long n2) {

// izracunavamo bezuove koeficijente tako da je mi1*nl1 + m2*n2 = 1

bezu(nl, n2, ml, m2);

// resenje je (al*m2*n2 + a2*mi*n1) % (ni*n2),

// ali zbog prekoracenja moramo transformisati formulu

long long n = ni*n2;
long long x

if (x < 0)
X += n;
return Xx;

}

int main() {

// ucitavamo prvi par

long long a, n;

cin >> a >> n;

for (int j = 1; j < 3; j++) {
// ucitavamo naredni par
long long aj, nj;
cin >> aj >> nj;

zm(pmp(pm(al, m2, n), nl, n2),
pmp(pm(a2, ml, n), n2, nl), n);
// popravak ako je resenje eventualno negativno

// Kineskom teoremom izracunavamo resenje za tekuce vrednosti a, n 1
// ucitane vrednosti aj, nj i1 pripremamo a i n za sledecu iteraciju

a = kto(a, n, aj, nj);
n *=nj;

}

// ispisujemo resenje
cout << a << endl;

return 0;
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3anarak: buaujap

Bunujapcku cTo je mpaBoyraoHOT 0dJIMKa ANMEH3H]e 1M X 1 M IMa YeTUpH pyrne y homkosuMa. Jlontuna ce ynapa 3
10Jba Cca 11eJJ00pOjHUM KoopauHaTaMa (2, i) (IIpH YeMy TO He MOXe OUTH Heka pyra), 1y JIMHHje KOja je mapajiesHa
WIH je TOoJ1 YIJIOM 071 45 CTeleH! Y OJHOCY Ha HeKy OJ] MBHILIA CToJIa. AKO MPETIIOCTaBUMO Jia JIONITHIIA He YCIopaBa
CBOje KpeTame, Ja ce OJ] CBaKe ce UBUIle 0/101ja MoJ yIiioM oj 45°, 1a je BeoMa MaJia ¥ J1a y pyIy yraja camo ako
Cy jOj KOOpJMHATe LIEHTpa jeJHaKe KOOpAMHATU pyIle, HAIMIIY Mporpam Koju onpehyje aa au he jonTuia Hekaga
yIacTu y pyIy u ako xohe y kojy pymy he ymacru.

Vaa3: Ca crangapiHoOr yia3a ce yuuTasa 6 nemux opojesa. Jumensuje cronamun (1 < m,n < 10%), koopausare
novetHe nozuiuje sontie z 1y (0 < z < mu 0 < y < n), Tako Aa Te KOOpAUHaTe He oApelhyjy pymy u
XOPH3OHTAJIHA ¥ BEPTUKAJIHA KOMIIOHEHTA OP3UHE JIONTULE Uy U Uy (—1 < vy, vy < 1),

Wzaa3: Ha cranpapanu usia3 ucnucaTyd KOOpauHate pyre y kojy he ynactu jontuna wid —1 ako he ce sonrturia
OecKOHauHO Ayro o1dujaTu.

IIpumep 1

Yaaz Hznaz
4322-11 00
Objawmrberve

[Tyrama nonTHie je nprKa3aHa Ha CIMIH.

Cnuxka 2.2: Bunmjap

IIpumep 2
Yaaz
442011
H3znaz

-1
IIpumep 3
Yaaz

10 106 10 1 -1 0
H3znaz

-1

Pememe

CiyyajeBu Kajia ce JIONTHUIIA UCTIAJbY j€ TApaJIeTHO Ca MBUIIOM CTOJIA CY TPUBHjATHHI M MOTY C€ jeIHOCTaBHO AUPEKTHO
paspermTy. IIpeTrocraBUMO 3aT0 Aa je JIONTHLA MCa/beHa JyK HeKe Koce IIpaBe.

OcHOBHa HJieja 3a peliaBame 3a/1aTKa je CIMYHA OHOj MPHKA3aHo] y 3agaTky bumjap u3 homka. Odenexumo ca
7, TIOYETHO XOPU3OHTATTHO PacTojarke Koje JonTuna npehe o jeHor MoyeTHOT MoIokaja 10 JIeBe Tj. JAeCHE VBHUIIE
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cToJa Ka k0joj ce Kpehe unm ce ucnami. Pacrojame r, duhie jemqHako HyJM ako ce JonTuia Beh Hajla3u Ha JIEBOj
WM IECHOj UBUIH, Onhie jeTHAKO T aKko ce JIONTHUIIA FCHajby je HAJIEBO WJIH 1M — X aKO Ce MCHajby je HajlecHO. TOKoM
CBOT' KpeTama JIONTHIIA Ce Hajla3W Ha JIEBOj WM Ha JECHO] MBHUIM CTOJIA Kajla XOPU3OHTAJIHO Ipehe pacTojame 7,
HAaKOH Tora Kaja JojaTHo npefe jeAHy mupuHy ctona (kajaa rpebe ., + m), HAKOH Tora Kaja JoAaTHoO rpehe jor
jenHy mMpHHy croiia (kaaa npehe r, + 2m) u Tako gasbe. JakJe, jonrtuiia he OuTH Ha JIEeBOj WM AECHOj UBUIM KaJa
je IyXrHa BeHOT Mpel)eHoT MyTa Y XOpU3HOTATHOM MpaBIly jefHaKO 7, + k,m, 3a HeKO 1esodpojHo k,. [lomTo je
TIOYETHO pacTojame ', 10 HajOIMKe MBHIE YBEK Mame OJI IMMPUHE CTONA M, JJONTHIA ie OUTH Ha JIeBOj WM IECHO |
MBUIIM aKO U CaMO aKO je OCTaTaK IpH Jebelhy XOPH30HTATIHOT PacTojama ca m jefHak 7. CIHuHO, tonTtHua he
OUTH Ha TOPHOj WM JIOK0] UBUIM CTOJIA aKO M CaMO aKO je OCTaTak MpU Jie/belby BEPTUKATTHOT pacTojama ca n
jemHak r,, IIe je 7, IOYETHO PacTOjame [0 IOpie WK J0HkE MBUIE Ka K0jOj j€ JoNTula ucnakeHa. Ilomro je
WHTEH3UTET XOPU30HTATHE W BEPTUKAIHE KOMIIOHEHTE Op3UHE YBEK jelHAK, YKYITHO XOPU30HTATHO ¥ BEPTUKATHO
npefjeHo pacrtojame Oulie yBek jegnako. Jakie, nonrra he ONTH y pynu Kaja XOPU30HTAIHO M BEPTUKAIHO mpehe
HajMamke pacTojame 7 TaKBO Ja je OCTaTak IpH AeJbery T Ca m jeJHAKO I, M KaJa je OCTaTaK IpH Je/beHy I ca N
JEOHAKO Ty

Kapa cy r, u r, jenqnaku Hym (Kaja ce JIONTULA HA NOYETKY Hanasu y pynu), r he duru H3C Opojesa m u n.

Kana Hucy, oHza ce 7 MOxe OoApeauTH npuMeHoM KuHecke TeopeMe 0 ocTalMa, KOjy CMO NPHKA3aIM y 3aIaTKy
Kunecka teopema. OOpaTUMO Maxipy HA TO Ja OPOjeBH m M 1 He Mopajy OUTH y3ajaMHO IPOCTH, TaKo Ja ce He
MOJKEMO JHPEKTHO MO3BAaTH Ha OCHOBHM 0OJMK TeopeMe. Heka je d HajBehu 3ajemqauuku memwian dOpojeBa m 4 n.
Mozxe ce JoKa3aTH Ja JIONTa yraja y pyIy ako ¥ caMo ako OPOjeBH 75, M T, MMajy UCTH OCTaTakK ITPH Jejberby ca d.

JlokaxuMo MpeTxogHo TBphere. 3aucTa, MPETIOCTABUMO Jid je 7'y = ¢ -d + T, ujajer, = q, - d + 7‘;, 7a
0<rl, 7‘; < d. Ako 01 nocrojao dpoj 7 Koju OM J1aBa0 OCTATAK 75 MPH JIETbEIY €A M U OCTATAK Ty MPU JIETbEY
can, BAKWIO OU JIa Je T = @, - M + T3 = Gp - N+ 1y. Tlomro je d nemmnan Opojesa m U n BaxWIO OM Ja je
Gm - (m' - d) + ¢z - d+ 71}, = gu(n’ - d) + g, - d + r;,. 3aT0 pasnuka r;, — r, Mopa dutH jiesbuBa ca d, a TIOWTO Cy
oda Ta dpoja mama of1 d, OHM MOpajy OMTH jenHaku. [lakiie, ako pelere MOCTOj1, OCTaTaK MpH JieJbeby Opojera 7,
u r, ca d Mmopa outu UcTH. JIokas CynpoTHOT cMepa je KOHCTPYKTHBAH U JIaT je y HaCTaBKy.

Ako dpojeBH 7, U Ty, ajy UCTH OCTATaK NpHU Jiesbemy ca d, TaJa 3aJ1aTak MOKEMO PEIIMTH MaJIo MOJU(MUKOBAHOM
nprMeHoM KrHecke Teopeme o octanmmMa. TBpaumo fa hie moctojatu jeqMHCTBeH Opoj MarH o1 HajBeher 3ajeHny-
KOT caapxkaora opojeBa m u n (Koju je jeqHak (m - n)/d) Koju Ipu Ae/berby ca m Aaje OCTaTaK 1, a IPY JeJbCEbY
can Jaje OCTaTaK Ty.

Kopumihewem Besyose Teopeme uzpasumo d = ¢, - m + ¢, - 1, 3a HEKe 1EeI00pojHe KOe(UIMjEHTE Cpy U Cpy.
CkpahusameM ca d 10dujaMo 1a je ¢, - (m/d) + ¢, - (n/d) = 1. TpaxeHo pewesse je dpoj (1 - ¢, - (n/d) + 1y -
Cm - (m/d)) mod ((m - n)/d).

#include <iostream>
#include <algorithm>

using namespace std;

// zbir brojeva x 1 y po modulu n

long long zm(long long x, long long y, long long n) {
return ((x % n) + (y % n)) % n;

}

// proizvod brojeva x i1 y po modulu n

long long pm(long long x, long long y, long long n) {
return ((x % n) * (y %$ n)) % n;

}

// vrednost izraza (z * x) mod (z * y)
long long pmp(long long x, long long y, long long z) {
return z * (X % y);

}

// izracunavanje Bezuovih koeficijenata prosirenim Euklidovim
// algoritom - nakon primene funkcije vazi:
// s*a + t*b = pnzd(a, b)
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// pri cemu funkcija vraca vrednost nzd(a, b)
long long bezu(long long a, long long b, long long& s, long long& t) {
long long r® = a, r1 = b;
long long s® = 1, s1 = 0;
long long tO = 0, t1 = 1;
while (r1 > 0) {
long long q = r0 / ri;
long long tmp;

tmp = roO;
ro = ri;
rl = tmp - g*ri;

tmp = sO;
s@ = si1;
sl = tmp - q*s1;

tmp = tO;

t0 = t1;

tl = tmp - q*t1;
}
s = s0; t = t0;
return r0;

}

// kineska teorema o ostacima za dva broja
bool kto(long long a1, long long n1, long long a2, long long n2,
long long& r) {
long long m1, m2;

// izracunavamo Bezuove koeficijente tako da je mi*nl + m2*n2 = nzd(n1, n2)

long long d = bezu(nl, n2, ml1, m2);
// proveravamo da li resenje postoji
if (a1 % d '= a2 % d)

return false;

// resenje je (ai*m2*(n2/d) + a2*mi*(ni/d)) % (ni*n2/d),
// ali zbog prekoracenja sve operacije radimo po modulu
long long n = (n1 / d) * n2;
r = zm(pmp(pm(al, m2, n), n1, n2 / d),

pmp(pm(a2, mi, n), n2, n1 / d), n);

// popravak ako je resenje eventualno negativno

if (r < 0)
r += n;
return true;

}

int main() {
int m, n, X, vy, VX, vy;
cin >>m >>n > X > y > VX > Vy;
if (vx == 0 && vy == 0)
// loptica stoji
cout << ”-1” << endl;
else if (vx == 0) { // loptica se krece samo vertikalno
if (x !1=0 && x !=m)
cout << 7-1” << endl;
else if (vy > 0)

cout << x << 7 7 << m << endl;
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}

else
cout << X << << 0 << endl;
else if (vy == 0) { // loptica se krece samo horizontalno
if (y !'=0 8 y !=n)
cout << ”-1” << endl;
else if (vx > 0)
cout << m << ””
else
cout << 0 << << y << endl;
else { // loptica se krece dijagonalno
// horizontalno rastojanje potrebno da loptica dodje do leve ili
// desne ivice
intrx=(vx >0 2 (m-Xx): XxX)%m;
// vertikalno rastojanje potrebno da loptica dodje do gornje ili
// donje ivice
intry=(vww>07?(n-y):y)%n;
// horizontalno 1 vertikalno rastojanje koje loptica predje dok ne
// upadne u rupu
long long r;
// rastojanje odredjujemo primenom KTO
if (!kto(rx, m, ry, n, r))
// loptica nikada ne upada u rupu
cout << ”-1” << endl;

EX 1)

<< y << endl;

EX 1)

else {

// prva ivica koju loptica dodirne

int prva_ivica_x; // 0 je leva, a 1 je desna

if (x == 0) // vec je na levoj ivici
prva_ivica_x = 0;

else if (x == m) // vec je na desnoj ivici
prva_ivica_x = 1;

else // zavisi od brzine
prva_ivica x =vx < 0?20 : 1;

int prva_ivica_y; // 0 je donja, a 1 je gornja

if (y == 0) // vec je na donjoj ivici
prva_ivica_y = 0;

else if (y == n) // vec je na gornjoj ivici
prva_ivica_y = 1;

else // zavisi od brzine

prva_ivicay =vy < 0?20 : 1;
// broj prelaza stola koja loptica napravi
long long broj_prelaza_x = (r - rx) / m;
long long broj_prelaza_y = (r - ry) / n;
// koordinate na kojima se loptica nalazi
int rupax = (prva_ivica_x + broj_prelaza_x) % 2 ==0 ? 0
int rupay = (prva_ivica_y + broj_prelaza_y) ¥ 2 ==07? 0 : n;
cout << rupax << ” ” << rupay << endl;

}

return 0;

}

3aparak: Ojaeposa pyHknmja

Harmmm nporpam xoju onpeljy je KOIMKko uMa MpUpOTHAX OpojeBa m MambKX WK jeJHAKUX O] JaTOT dpoja n Koju
Ccy y3ajaMHO mpoctr ca n Tj. 3a koje je 1 <m < nwunzd(m,n) = 1.

Vaaz: Ca craniapaHor yjiasa yHocu ce opoj n (1 < n < 2-107).

H3zaa3: Ha cranpapaay w3na3 NCOUCATH caMO TPaXkeHH Opoj.
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IIpumep

Yaaz Hznaz
9 6
Objawmrberve

BpojeBu y3ajamHo mpoctu ca dpojem n cy dpojesu 1, 2,4, 5,7 u 8 1 UMa UX yKynHo 6.
IIpumep 2

Yaaz

1

Hznaz

1

Objawmrberve

Bpoj 1 3agoBosbasa ycnose 1 < 1unzd(1,1) = 1.

Pememe

I'pyda cuia

®yukumjy p(n) Koja u3pauyHasa dpoj dpojeBa y3ajaMHO IPOCTHX ca n npoydasao je Jleonapn Ojnep, na ce oa
¢ynxmja odnyHo Hazusa OjnepoBa pyHKIHjA.

Hawnsau nipricTyn n3pavyHaBarmy 3aCHIBAO OM Ce Ha Opojarmy eleMeHaTa KOju Cy y3ajaMHO MPOCTH ca AaTUM OpojemM
n (makie, Ha Opojamy eleMeHaTa KOju 3aJ0BOJbaBajy JAaTH YCJIOB), IIPH YeMy OMCMO IIpOBepy JAa JiM cy IBa Opoja
y3ajaMHO MPOCTa MOIJIM 3aCHOBATH Ha u3pauyHaBawy H3]l u mpumenu EykinaoBor ajiropuTMa KOju cMO ONUcau
y 3agatky Hajsehu 3ajennuuku nenvan (OpojeBH cy y3ajaMHO IPOCTH ako U camo ako uM je H3]I jennak 1).

#include <iostream>
using namespace std;

// 1zracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i1 b
int nzd(int a, int b) {
// Euklidov algoritam
while (b > 0) { // dok b ne postane nula
int tmp = b; // par (a, b) menjamo parom (b, a % b)
b=a¥%b; // Jjer je nzd(a, b) = nzd(b, a % b)
a = tmp;
}
return a; // nzd(a, 0) = a
}

// broj brojeva iz intervala [1, n] koji su uzajamno prosti sa n
int phi(int n) {
int broj = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
if (nzd(i, n) == 1)
broj++;
return broj;

}

int main() {
// izracunavamo vrednost phi za uneti broj
int n;
cin >> n;
cout << phi(n) << endl;
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return 0;

}

PacraB/bam-e Ha MnpocTe YnHuoume

Nnak, matemarnuka cBojctBa Ojnepose (pyHKLMje HAM Jajy HAuuH Aa BEHY BPeJIHOCT MHOTO OpXke M3pauyHaMo.
DyHK1Mja je MyJITHIUIMKATHBHA, Tj. aKO Cy a U b y3ajMHO rpocT Opojery, Tana je w(a-b) = p(a)-p(b). Bpennoctu
MYJITUIUTIKATUBHUX (PYHKIMjA ce MOTy jako e(pMKacHO M3padyHATH Ha OCHOBY pasjlarama aprymMeHTa Ha IMpocTe
YMHHOLIE U U3padyHaBamy BPEIHOCTH (DYHKILIU]E 3a TPOCTE YMHUOLE (Ty CMO TEXHUKY BUJIENH, Ha IPUMEDP, Y 3aJaTKy
Cagpruienn Opojesn). Ao je p npoct dpoj, Tana je ¢(p) = p — 1 (jep cy cBu dpojeBu Mam1 011 p y3ajaMHO TPOCTH
ca p). Bpoj y3ajamno npoctux Spojesa ca dpojem p* je p(pF) = p* — pFTL = pF - (”Tfl) On ceux p* 6pojesa

u3 uaTepBaia [1, p*] jesmnu koju Hucy y3ajamHo npoctu ca p¥ cy ymHoumu 6poja p (To cy dpojesu p, 2p, 3p, ...,

pF=1 . p). Bbux je p*~1, mrro nokasyje TBpheme. [lakie, ako ce 6poj n pactaBba kao pit - ... - phm. Ttama je
k -1 m—1 ook ) (1=p1) (1=, 1-p1)-c-(1=pm
ot = (- (22)) (s (52)) 1 ) S0 o - 2l

OBo HaMm fiaje HaunH 3a e(PMKACHO U3pavyHaBambe BpeaHOCTH ¢(n). Ha ocHOBY anroputMa mator y 3agatky Pacra-
BJbAIbE HA ITPOCTE YMHUOLIE U CBAKH MYT KaJa HauheMo Ha MPOCT YMHMIIALL P; MPOU3BOJ (KOjU MHUIIKjaIn3yjeMo Ha 1)
MHOHMO BpeHomthy 2 'ip :1 . Hakon Tora u3 Opoja ykjiamamo cBa I0jaBJbiBamka YMHUOLA P; (32 CBAKO I10 jaB/bUBAE
YMHUOLA, Oe3 003Mpa Ha KETOBY BUIIECTPYKOCT, POU3BO]] CE MHOKH CaMO jeIHIM YMHHOLIEM).

Ha kpajy kao pesynrtar Bpahamo akyMmyJIMpaHu TPOU3BO/1 IOMHOXKEH BpenHolihy Opoja n. [owiro ce n Mema TOKOM
onpeljiBama HETOBHUX MPOCTHX YMHWIIAIA, OOJhe PEellehe je MPOM3BO Ha MOYETKY MHUIIMjAIN30BATH Ha N.

#include <iostream>
using namespace std;

// broj brojeva manjih od n koji su uzajamno prosti sa n
int phi(int n) {
// Ojlerova formula kaze da je taj broj jednak
// n * proizvod(1 - 1/p) za sve proste brojeve p koji dele broj n
int d = 2;
int proizvod = n;
// dok broj n ne postane prost
while (d*d <= n) {
if (n%d==20) {
// nasli smo nov prost faktor pa azuriramo proizvod
proizvod = (proizvod / d) * (d - 1);
// uklanjamo ostala pojavljivanja tog faktora
while (n % d == 0)

n /=d;
}
// prelazimo na sledeceg kandidata
d++;
}
// n je prost broj, pa treba azurirati proizvod 1 za njega
if (n > 1)

proizvod = (proizvod / n) * (n - 1);
// vracamo rezultat
return proizvod;

}

int main() {
int n;
cin >> n;
cout << phi(n) << endl;
return 0;
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2.3 IMoaunomu

3anarak: BpeaHoct noamnoma

Ca cTaHJapJHOT yJa3a ce YHOCE CTENeH 1 U PEalHu KoeDUIMjeHTH HOMMHOMA i = Gy, - " + @p_1 - 271 4+ ... 4
T - ay + ag. Hamumm nporpam Koju u3padyHaBa BPeAHOCT TOT MOJMHOMA y k paBHOMEPHO pacriopeheHux Tavyaka
UHTEpBana [p, q|.

VYaa3: V npBoj nuHUjU cTaHAapaHor yiaa3a yHeTd n (2 < n < 9) - cTeneH noiuMHoMa, y ciegehux n + 1 auHuja
peayHe BpeqHOCTH KoedpuIMjeHaTa ToJMHOMA (PeioM OPOjeBH Ay, Gyp—1, - - - A1, Gg), 3ATUM, Y HApETHOj IUHUjU K
(2 < k < 40) - bpoj paBHOMEPHO pacriopeljeHrX Tayaka Ha HHTEpPBAIY [p, ¢|, y HAPEAHO] JIMHU]U PEaHy BPEIHOCT
P - IOYETaK MHTEPBaJIa, U Y HAPEHO] JIMHIjH PeasIHy BPETHOCT ¢ - Kpaj MHTepBaa.

N3na3: V k 1uHMja UCMcaTy BPEJHOCT MOJMHOMA Y PABHOMEPHO pacropel)eHM Tauakama UHTepBana [p, g| 3a0-
KpYykeHy Ha B JeLUMaJle.

ITpumep

Vaaz Hznaz
2 4.00
1.0 9.00
2.0 16.00
1.0 25.00
7 36.00
1.0 49.00
7.0 64.00
Pememe

XopHepoBa mema

Bpennoct nosmnoma

-1
y:an'$n+an—1'l‘n

+...+x-a1+ag
ce MOXe U3padyHaTH 0e3 Kopuiihemwa orepalije CTEeHOBalba ako Ce MOJIMHOM NIPEACTaBU Y XOPHEPOBOM OOJIUKY
(Koju cMO onucany, Ha mpuMep, y 3aaatky Japau, crorne v unun i UNIX Bpeme):

y:((("'(((an'IJFan—l)'$+an—2)'$+-.-+a1)'$+a0

Ako ce y uannyjanusyje ca 0, y n + 1 urepauuja ce u3pauyHaBay = y-r+an, Yy =Y T+ 0n-1, ... , Yy = Y- T+ agp.

[eHeprcarbe k pABHOMEPHHX Ta4akKa y MHTEpBAy [p, ¢| OIHCAIN cMO ¥ 3aatKy [lo/esa nHTepBaia Ha je/IHaKe JIeNo-
Be. [la Ou ce BpeAHOCT MOJIMHOMA M3pauyHaia y k paBHOMEPHO pacriopel)eHuX Tayaka HHTepBaa [p, g] - BpeJHOCT
HOJIMHOMA ce M3pavyHaBa y Taukama p +i-hszai=0,1,...,k—1luh=(¢—p)/(k—1).

double vrednostPolinoma(double a[], int n, double x) {
// Hornerova shema
double y = 0.0;
for (int 1 = n; 1 >= 0; i--)
y = y*x + a[i];
return y;

}

int main() {
// ucitavamo stepen n i koeficijente polinoma a
// broj tacaka k i granice intervala p, q
// ...
double h = (q - p) / (k - 1); // duzina intervala
double x; // tekuca tacka
int 1;
for (1 =0, x =p; 1< k; i++, x += h)
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ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

cout << fixed << showpoint << setprecision(2)
<< vrednostPolinoma(a, n, x) << endl;

}
Kaacuuna gecpununuja

YMecto XopHEpOoBe [ieMe MOXKe ce yIOTPeOUTH U KJIaCHYHa Je(pUHUIMjA BpeAHOCTH. Taja ce y CBaKOM KOpaKy u3pa-
yyHaBa cTeneH ', Y jesuky C++ CTeleH ce Moxke M3padyHaTH (pyHKIHMjOM POW AEKJIAPUCAHOM Y 3aIIaBby <cmaths>.
M3pauyHaTyl cTeneH ce MHOXHU ca KOoeUIMjeHTOM a; (KOjU ce Hajla3u y HU3y KoeduilijeHaTa a Ha MO3ULUjU 1) U
Jopaje Ha Tekyhu 30up (KOjU je MHUIMjalIHO IOCTaB/bEH Ha Hysy). JemHa Moryha ontummsanuja oBOI MOCTYIKa
(koja m3deraBa ynotpedy CTelleHOBama) je J1a ce OApKaBa BPEIHOCT CTereHa (Koja ce MHUIMjan3yje Ha 1) mga ce 'y
CBAaKOM KOpaKy, HaKoH yBehama 301pa BpeIHOCT CTeNeHa MOMHOXH ca & (CJIMYHO KaKO j€ TO MPUKa3aHo y 3aJaliMa
Iudpe cnecna u bpoj hopmupan o gaTux mudapa 37ecHa Ha JeBo). Mnak, XopHepoBa IemMa je HajelnerantHuje v
HajeuKacHUje pelemne.

double vrednostPolinoma(double a[], int n, double x) {
// klasicna definicija
double y = 0.0;
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
y += a[i] * pow(x, 1);
return y;

}

3ajarak: ApuTMeTHKA HaJ MOJHHOMHMA

JHara cy nBa nosmHoma, P ¥ () cteneHrMa M HU30BUMa CBOjUX KoedunujeHata. OnpeanuTy lUXOB 30Mp 1 IIPOM3BOL.

Vna3: Y npBoj IMHUjU cTaHAapAHOT yiasa Hanasu ce creneH n (0 < n < 20) npBor nojivHoMa, a y ciegehux n + 1
JIMHUja pealHu Koe(pULIMjEeHTH IPBOT MOJIMHOMA U TO PEIOM I04eB o7 KoeHLujeHTa y3 Hajsehu creneH. 3aThM ce
Ha cTaHJapaHoOM yJiady Hamasu creneH m (0 < m < 20) apyror nonmHoMa, a y ciegehux m + 1 quHMja peaHu
KOe(pUIMjeHTH JPYToT MOJIMHOMA M TO PeIoM ITOYeB 0j1 KoeuIrjeHTa y3 HajBehn crerneH.

N3na3: [pukazatu penom 30Mp U MPOU3BOA, CBAKHU y MMOCEOHOj TMHMUjU. 3a CBAKM TMOJMHOM IIPHKA3aTH Y jeIHO]
JIMHUjU HeroBe KoeduIMjeHTe, Ha JBe JeirMaie U To peloM MoueB of KoedulljeHTta y3 HajBehu cremneH.

IIpumep

Vaaz Hznaz

2 2.00 2.00 1.00

2 2.00 -1.00 1.00 -2.00
1

2

1

1

-1

Pememe

Hexka cy natu noammomu

Pn(x) = pn'xn+pn—1'xn_1+~--+l"p1+p0
Qm() = Gm 2" +qm-1- 2" '+ +T-q1+q

30up nosmHoMa ofpehyjemo Ha cinenehu HauuH:

* aKO Cy IOJIMHOMH MCTOT CTeNeHa (n = m) Pe3yaTaT je MOJMHOM CTeleHa 1 U HEeroBU KOe(UIMjeHTH Cy
jenHaku 30upy oarosapajyhux koedunujenata mosuaoma P u @,

* aKO Cy MOJMHOMHM Pa3jIMuUTUX CTEEHU HOpP. 7 > 1 OHJA je 30Up MOJMHOM CTeNeHa n U Koe(pUIMjeHTH
ogn 1o m — 1 jegHaku cy koedurmjeHTMMa noarHOMa P, a koedunujentr o m 1o 0 jeqHaku cy 30upy
oaroBapajyhux koeduimjeHara nosuHoma P u Q.

IMpouseon nommuoMa P u ) je mommHoM R creneHa n + m. IlpousBon oapelyjeMo Tako IITO MHOXHMMO CBaKU
MOHOM jeJJHOT MOJIMHOMA CBaKMM MOHOMOM JPYTOT TOJIMHOMA U cadupamo JJ0OMjeHe MOHOME HCTOT CTETIeHa.
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n m

P'Q:ZZPi'Qj'UEiH

i=0 j=0

Cabupare BPIIMMO MOCTYITHO - Ha MOYETKY cBe KoeduIjeHTe pe3y ITyjyher mouHoMa ¢y MOCTaB/baMo Ha HyJly,
a 3aTMM 3a cBako i 0f 0 10 n 1 3a cBako j o 0 10 m yBehaMo KoeHUUM]EHT ¢; 1 3a BPEAHOCT MPOU3BOMA P; * G
(NMPUTMKOM MHOeHa MOHOMA p; - ' MOHOMOM ¢; - 2/ 10o0MjaMo MoHOM p; - q; - 2'77, Koju ce Tojaje MoHOMY
Cit ;2T TPeHYTHO aKyMy/IMPaHOM y pe3yJary).

VY umrieMeHTanuju KoeunyjeHTe MoJIMHOMA U CTEIeH NOJIMHOMa MOKEMO 4yBaTh 00 jeInbeHe YHyTap CTPYKTYpe.

struct Polinom {
int n; // stepen
vector<double> a; // koeficijenti an, ..., a0

}

// pravi nula polinom stepena n
Polinom napravi(int n) {
Polinom P;
P.n = n;
P.a.resize(n+1, 0);
return P;

}

// cita stepen 1 koeficijente sa standardnog ulaza
Polinom unos() {

int n;

cin >> n;

Polinom P = napravi(n);

for (int 1 = P.n; 1 >= 0; 1--)

cin >> P.a[1];
return P;

// ispisuje koeficijente na standardni izlaz
vold prikaz(Polinom P) {
for (int 1 = P.n; 1 >= 0; 1--)
cout << fixed << setprecision(2) << showpoint << P.a[i1] << 7
cout << endl;

}

// sabira polinome P i1 Q
Polinom zbir(Polinom P, Polinom Q) {
Polinom R = napravi(max(P.n, Q.n));
for (int 1 = 0; 1 <= R.n; i++) {
if (1 <= P.n)
R.a[i] += P.a[1];
if (1 <= Q.n)
R.a[i] += Q.a[1];
}

return R;

}

// mnozi polinome P 1 Q
Polinom proizvod(Polinom P, Polinom Q) {
Polinom R = napravi(P.n + Q.n);
for (int 1 = 0; 1 <= P.n; i1++)
for (int j = 0; j <= Q.n; j++)
R.a[1 + j] += P.a[i] * Q.a[j];

123



ITABA 2. AJITEBAPCKU AJITOPUTMH

return R;

}

int main() {
Polinom P, Q, R, S;
P = unos();
Q = unos();
R = zbir(P, Q);
prikaz(R);
R = proizvod(P, Q);
prikaz(R);
return 0;

}

3anaTaK: MHokeme MOJMHOMA

Harmmummm nporpam xoju ecpukacHo ozpel)y je mpon3Bo[ JBa MOJIMHOMA.

Vaa3: Ca crangapIHOT yjia3a ce Hoce JBa MOJMHOMA. 3a CBaKH NOJIMHOM j€ Y jeJHO ] JIMHU)H J1aT CTeTeH n (11eo dpoj
uzmely 1 u 50000), a 3aTUM y HapeHO] JIMHUjU KoeUIljeHTH (peaiHu OpOojeBHU 3a0KPYKEH! Ha jeHY NelUMay,
pasaBojenn pasmanuma). Koeduimjentu ce 3a1ajy pefioM, KpeHyBIIH Off CIOOOHOT WiaHa Tj. koedurujenta y3 z°,
I1a 3aKJbYYHO ca Koe(pHIIUjeHTOM Y3 ™.

WN3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIKCATH MOJIMHOM NPOU3BO/, Y UCTOM (pOpMaTy y KOM Cy 3aJaTH U UAUHUOLH, OCUM
LITO CBU KOe(UIIMjeHTH Tpeda Ja Oydy 3a0KpYyKEHHU Ha ABE JeluMaie.

IIpumep

Yaaz Hznaz

2 3

1.0 2.0 3.0 1.00 4.00 7.00 6.00
1

1.0 2.0

Pememe

MHOXeHe MOXeMO U3BPIIUTH KJIACHYHUM aJTOPUTMOM MHOKEHa, KOjI CMO MPUKA3ITH Y 33JaTKy APUTMETHKA HaJl
nomuaomMuma. CroxeHoct tor anropurma je O(ny - ng ), TIe Cy Ny U N CTENICHH MOJMHOMA KOJU C& MHOJXE.

#include <ilostream>
#include <iomanip>
#include <vector>

using namespace std;

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2
vector<double> proizvod(const vector<double>& pi1,
const vector<double>& p2) {

int n1 = pl.size(), n2 = p2.size();

vector<double> proizvod(ni+n2-1, 0);

for (int 1 = 0; 1 < n1; 1++)

for (int j = 0; j < n2; j++)
proizvod[i+j] += p1[i] * p2[il;
return proizvod;

}

vector<double> ucitajPolinom() {
int n;
cin >> n;
vector<double> p(n+1, 0.0);
for (int 1 = 0; 1 <= n; i++)
cin >> p[i];
return p;
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}

int main() {
vector<double> p1 = ucitajPolinom();
vector<double> p2 = ucitajPolinom();
vector<double> r = proizvod(pl, p2);
cout << r.size() - 1 << endl;
for (size_t 1 = 0; 1 < r.size(); i1++)
cout << fixed << showpoint << setprecision(2) << r[i] << ” 7;
cout << endl;
return 0;

}

Hako ce HeKO BpeMe CMaTpaJIo 1a je A0kba IPAaHUILIA CJI0KEHOCTH MHOKea romHoma O (n1 -ng), Anaroiuj Kapaiyba
je 1960. mokazao fa je nekommo3unyjoM Moryhe nodutu eprkacHuju anroputam. [IpeTnoctaBuMo a je moTpedHo
HOMHOKHUTH MOJIMHOME ¢ + bz ¥ ¢ + dx. JIMpeKTaH MpUCTYII oApasyMeBa uzpadyHaBawe ac + (ad + be)x + bd,
ITO NoApa3yMeBa 4 MHOxkemwa. KapairyOuHa k/bydHa omacka je ia ce MCTO MOXe OCTBAPUTH CaMo Ca TPU MHOXKEHa
(Ha pauyH MaJio Beher Opoja cadupamwa Tj. 0ly3UMara, LITO HUje KPUTUYHO, jep ca cadupame U Ofy3uMarhe OOMUHO
BpIIM Op’ke HEro MHOXEHE, a IITO BaXW M 3a MOJIMHOME, jep je cadupame U Omy3uMarse MOJMHOMa OIeparyja
nmHeapHe cioxenoctr). Hanme, Baxu na je ad + be = (a + b)(c + d) — (ac + bd). TorpebHo je, nakie, camo
u3padyHaTH npousBoe ac, bd u (a + b)(c + d), a oHaa mpBa Ba MPOM3BOJA YIOTPEOUTH MO JBa IyTa (OHHU CY
MOTPEOHU M JUPEKTHO U 3a M3pauyHaBame Mpouzeoja ad + be).

Nmajyhu oBaj KapauyOoun “Tpuk” y By, JaKO MOXEMO HAIPaBUTH aJITOPUTaM 3aCHOBAH Ha JeKoMHo3uiuju. [la
Ou UMILIeMeHTalMja Ouia jeJHOCTaBHUja MPe MHOXEHa MOJMHOME JIONYHhYjeMOo HyJlama Tako J1a oda uMajy 2™ ko-
edunmjeHara.

oo MHOKeme 3a10B0/baBa jemHaunny 1'(n) = 37 (n/2) + O(n), CroxeHoct MHOXema je onta O(n!o823),

NmrnnemeHTanyjy HajjeAHOCTaBHHj€ MOKEMO HAIIPaBUTH TAaKO Jla Ce y CBAKOM PEKypP3MBHOM IO3UBY CBU Meljype3y-
TaTH, Ka0 ¥ Kpajiby pe3yJITaT CMeIITajy y ImoceOHNM BekTopuMma. MehyTiM, TakBa UMITIEMEHTanuja je HeeprkacHa
1 TECTOBHM NOKa3Y]y Ja He JOTPUHOCH IT0O0JbIIaY e(pKaCHOCTH HauBHE npouexype. Kibyunu npodnem je To mTo ce
TOKOM peKyp3Hje rpaje BEKTOPU Y KOjIMa Ce 4yBajy IPUBPEMEHH pe3y/ITaTH U Te ajloKaIyje 1 JealoKalje TpoIe
jako MyHO BpeMeHa.

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vectors>
#include <algorithm>

using namespace std;

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2 sa po 27k koeficijenata
vector<double> karacuba(const vector<double>& pi,
const vector<double>& p2) {
// broj koeficijenata polinoma
int n = pl.size();

// polinome stepena @ direktno mnoZimo
if (n == 1)
return vector<double>{p1[0] * p2[0], 0.0};

// delimo p1 na dve polovine: a i b
vector<double> a(n / 2), b(n / 2);
copy_n(begin(p1), n/2, begin(a));
copy_n(next(begin(p1), n/2), n/2, begin(b));

// delimo p2 na dve polovine: c 1 d
vector<double> c(n / 2), d(n / 2);
copy_n(begin(p2), n/2, begin(c));
copy_n(next(begin(p2), n/2), n/2, begin(d));
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// Vazi:
//  (ax+b)*(cx+d) = a*c*x?*2 + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d

// rekurzivno racunamo a*c i b*d
vector<double> ac = karacuba(a, c);
vector<double> bd = karacuba(b, d);

// izracunavamo a+b (rezultat smestamo u vektor a)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

a[i] += b[i];
// izracunavamo c+d (rezultat smestamo u vektor c)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

c[i] += d[1];

// izracunavamo (a+b)*(c+d)
vector<double> adbc = karacuba(a, c);
// izracunavamo (a+b)*(c+d) - a*c - b*d
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

adbc[i] -= ac[i] + bd[1];

// sklapamo proizvod iz delova

vector<double> proizvod(2*n, 0.0);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
proizvod[n + i] += bd[1i];
proizvod[n/2 + i] += adbc[1i];
proizvod[i] += ac[i];

}

// vraéamo rezultat
return proizvod;

}

// najmanji broj oblika 27k koji je veci 1li jednak od n
int stepenDvojke(int n) {
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;

}

vector<double> ucitajPolinom() {
int n;
cin >> n;
vector<double> p(n+1, 0.0);
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
cin >> p[i];
return p;

}

int main() {
vector<double> p1 = ucitajPolinom();
int nl = pl.size() - 1;
vector<double> p2 = ucitajPolinom();
int n2 = p2.size() - 1;
int s1 = stepenDvojke(pl.size());
int s2 = stepenDvojke(p2.size());
int s = max(s1, s2);
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pl.resize(s, 0.0); p2.resize(s, 0.0);

vector<double> r = karacuba(p1, p2);
cout << nl1 + n2 << endl;
for (int 1 = 0; 1 <= n1 + n2; i++)
cout << fixed << showpoint << setprecision(2) << r[i] << ” 7;
cout << endl;
return 0;

}

IMaxspuBYja aHamM3a Mokaszyje aa je Mmoryhe cBy noMOhHY MEMOPH]jY aJIOLMPATH CaMO jeIHOM U OHJ/Ia TOKOM PeKyp-
3Mje KOPUCTUTH CTAJHO UCTU MOMONHM MeMopHjcku IpocTop. Bennunua notpedHe nomohne memopuje je 4n (aBa
IyTa I10 . 1 C& CMECTe MOJMHOMH ¢ + b ¥ ¢ + d 1 joll 2n 1a ce CMECTH HBHXOB MPou3Bo). JomaTHa onTuMu3anija
je la ce IpUMETH Ja je 3a MaJle CTelleHe OJIMHOMA KJIACHYaH aJiropuTaM OpKH HEro aJirOpUTaM 3aCHOBaH Ha IeKOM-
MO3UIIjH (OBO je YecT ciIydyaj KOJ aJirOpUTaMa 3aCHOBAHMX Ha JEKOMIIO3UIHMjH). EkcrieprMeHTaIHOM aHAIN30M Ce
yTBphyje fa ce BUIlIe UCIUIATH MPUMEHUTH KJIACHYaH aIropuTam Kaj rox je n < 4.

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vectors>
#include <algorithm>

using namespace std;

// mnozZimo polinome Ciji su koeficijenti smeSteni u vektorima

// pl[startl, starti+n) 1 p2[start2, start2+n)

// 1 rezultat smesStamo u vektor

// proizvod[start_proizvod, start_proizvod + 2n),

// koristeci pomocni memorijski prostor u vektoru

// pom[start_pom, start_pom + 4n)

void karacuba(int n,
const vector<double>& p1, int starti,
const vector<double>& p2, int start2,
vector<double>& proizvod, int start_proizvod,
vector<double>& pom, int start_pom) {

// 1zlaz 1z rekurzije
if (n <= 4) {
// klasicni algoritam mnoZenja
for (int 1 = 0; 1 < 2*n; 1++)
proizvod[start_proizvod + i] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
proizvod[start_proizvod + 1+j] +=
pi[startl + i] * p2[start2 + jl;
return;

}

// Vazi: (a+bx)*(c+dx) =
// a*c + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d*x"2

// Izracunavamo rekurzivno a*c i smestamo ga u levu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, starti, p2, start2,

proizvod, start_proizvod, pom, start_pom);
// Izracunavamo rekurzivno b*d i smestamo ga u desnu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, startl + n/2, p2, start2 + n/2,

proizvod, start_proizvod + n, pom, start_pom);
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// Izracunavamo a+b 1 smestamo ga u pomocéni vektor (na pocetak)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; i1++)
pom[start_pom + 1] =
pl[startl + 1] + pi1[startl + n/2 + i];
// Izracunavamo c+d 1 smestamo ga u pomocni vektor (iza (a+b))
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)
pom[start_pom + n / 2 + 1] =
p2[start2 + 1] + p2[start2 + n/2 + i];

// Rekurzivno izracunavamo (a+b)*(c+d) 1 smeStamo ga

// u pomocni vektor, iza (a+b) 1 (c+d)

karacuba(n / 2, pom, start_pom, pom, start_pom + n / 2,
pom, start_pom + n, pom, start_pom + 2*n);

// Izracunavamo (a+b)*(c+d) - (ac + bd)
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
pom[start_pom + n + 1] -=
proizvod[start_proizvod + i] + proizvod[start_proizvod + n + i];

// Dodajemo ad+bc na sredinu proizvoda
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
proizvod[start_proizvod + n/2 + i] += pom[start_pom + n + i];

}

// funkcija mnozZi dva polinoma pl*p2 sa po 27k koeficijenata
vector<double> karacuba(const vector<double>& p1,
const vector<double>& p2) {

int n = pl.size();

// koeficijenti proizvoda

vector<double> proizvod(2 * n);

// pomoénil memorijski prostor potreban za realizaciju algoritma

vector<double> pom(4 * n);

// vrsimo mnoZenje

karacuba(n, p1, 0, p2, 0, proizvod, 0, pom, 0);

// vracamo proizvod

return proizvod;

}

// najmanji broj oblika 27k koji je veci ili jednak od n
int stepenDvojke(int n) {
int s = 1;
while (s < n)
S <<= 1;
return s;

}

vector<double> ucitajPolinom() {
int n;
cin >> n;
vector<double> p(n+1, 0.0);
for (int 1 = 0; 1 <= n; i1++)
cin >> p[i];
return p;

}

int main() {
vector<double> p1 = ucitajPolinom();
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int nl1 = pl.size() - 1;

vector<double> p2 = ucitajPolinom();

int n2 = p2.size() - 1;

int s1 = stepenDvojke(pl.size());

int s2 = stepenDvojke(p2.size());

int s = max(s1, s2);

pl.resize(s); p2.resize(s);

vector<double> r = karacuba(pil, p2);

cout << nl1 + n2 << endl;

for (int 1 = 0; 1 <= n1 + n2; i++)
cout << fixed << showpoint << setprecision(2) << r[i] << 7 ”;

cout << endl;

return 0;
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I'nmaBa 3

AJITOPUTMH TEKCTA

3.1 Tpaxeme y30pKa y TEKCTY
Jenan on Hajuenrhe cpeTaHMX 3ajlaTaka y pajy ca TEKCTOM je TO Ja ce MPOBEPH Ja JIU jeJJHa HUCKA CallpKH IPYTYy.

3aparak: IIpeduxc cydpukc

JloMMHe ce ciaxy jeqHa y3 JpyTy, Tako LITO ce MOoJba Ha JOMUHAMa IIOCTaB/bEHUM jeJHY Y3 ApYyry Mopajy MOKJIaIaTH.
JomuHe 0OMYHO MMajy camo J1Ba MoJjba, MehyTuM, Hallle Cy JOMUHE ClelUjaIHe U MMa]jy BUIIE Pa3MuUTHX MOJba
(o3HaYeHMX CIOBMMA). AKO CBE JIOMHMHE KOje CIaXeMO MMajy MCTy IIapy, HalWIIH IporpaM Koju ozapehyje kako
je moMuHe Moryhe CIIOXHUTH Tako ja 3ay3My IITO Mame MPOCTOpa Mo AyKMHM (CBaKa HapeJHa JOMUHA MOpa duTh
cMakHyTa Oap 3a jeaHo nosbe). Ha mpumep,

ababcabab
ababcabab
ababcabab

Vaa3: [pBu pen cTaHgapAHOT yia3a CaApKY HUCKY MaJlUX CJIOBA EHIVIECKE adelie/ie Koje MpelcTaBibajy Iape Ha
nomuHama. yxuHa Hucke je usmehy 2 u 50000 kapakTepa. Y HapeHoM pey ce Hanasu 11eo opojn (1 < n < 1000)
KOjH MpelcTaBba Opoj JOMUHA.

N3na3: Ha cranmapaHu Usnas3 UCIMCATH 1IE0 OpOj KO MPEICTaBba YKYITHY JyKHUHY CIOKEHHUX JOMUHA.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
ababcabab 19 abc 15 aa 11

3 5 10

Pememe

Kipyu periersa oBor 3a1aTka je onpehuBarmbe HajmaykKer paBor npedrKca HUCKE KOjH je YjeIHO U BeH MPaBH CY(hUKC
(npedukc U cyukc cy ImpaBH, aKO HUCY jeAHAKHU Lenoj HUCKM). TakaB mpedukc Tj. cyduxc 3Bahemo ipeguxc-
cygpuxc. JemaH HauMH J1a ce OH MpoHahe je rpyda cuna (ma ce ymnopene cBU NpaBu mpeduKcu ca oaropapajyhum
cydukcuMa 1 1a ce o] OHUX KOjU ce MoKJIanajy ogadepe Hajayku).

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
string str;
cin >> str;
int n;
cin >> n;
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int maxD = 0;
for (int d = 1; d < str.size(); d++) {
bool prefiks_suffix = true;
for (int 1 = 0, j = str.size() - d; 1 < d; i1++, j++)
if (str[i] !'= str[j]) {
prefiks_suffix = false;
break;
}
if (prefiks_suffix)
maxD = d;

cout << maxD + n * (str.size() - maxD) << endl;
return 0;

}

Wnak, MHOTrO eprKacHuje peliemhe 3aCHOBAHO je Ha ANHAMUYKOM IporpamMupamy Koje YMHH OCHOBY 4yBeHor KHyT-
Mopuc-IIpatosor (KMII) asiroputma.

Pexyp3uBHa popmynanuja

3ajatak UMa peKyp3MBHO pellielkhe. AKO je HUCKA S TIpa3Ha OHa HeMa Ipedukc-cyuke (jep HeMa IpaBUX npedukca
HU cy(HKca), a aKO je jeJHOCIOBHA, TaJa jOj je jequHU NpeUuKc-Cy(UKC Mpa3Ha HUCKA. 3aTo MPETHOCTABUMO Ja
je|s| > 1u na je s = s'a 3a Heky HUCKY s’ M HekH KapakTep a. KibydHu yBuj je To 1a ce cBaku npedukc-cyuKe
peuH s, OCHM IMpa3Hor, JOoOWja MPOLIMPUBAKEM HEKOr HpeduKc-cydukca peur s’ 3a cioBo a. [IpeTnocTaBumMo a
je x Hajayxu npedukc-cybuke peud s’ (OH ce MOKE M3padyHATH PEKYP3UBHO, jep je ped s’ kpaha o peud s) u
na My je myxuna d. Tapga moctoje HUCKe w W v TakBe jga je s© = xu = vx. OHe Cy HelmpasHe jep je x MmpaBu
npeduke Tj. mpaBu cyUKC HUCKe s', A Huje jemHak s’. Heka je b mpBo CI0BO HHCKE u M HeKa je u = bu', 3a
Heky peu uv'. Tagma je s = zbu'a = vxa. Axo je a = b, Taja je xa = xb Hajayxu npedUKC-Cy(HUKC HUCKE S U
merosa AyxuHa je d + 1. Ocraje murame Ta pafuTH y ciIydajy Kaja je a # b. AKo je x mpasad, Tj. ako je d = 0,
Taja je jeauHu npedukc-cypuKc peuu s mpasaH. Y CylmpoTHOM, MOPaMO pa3MOTPUTH HeKU Kpahu npedukc-cydukce
nucke s’. Cienehu KaHAUIAT je HajoyKu MpaBu Cy(QUKC O T KOjH je yjeqHO IpaBy MpedUKC O T U3a mhera Tpeda
MIPOBEPUTH /1a JIM CE MOX/Ia MOXE IPOJYXHUTH CJIOBOM a. OBHUM CMO MpodsieM CBeJIM Ha MPOHAIAKEHE HajIyker
npedukc-cydrikca HUCKE &, a TO Ce MOKe PEelIUTH peKyp3UBHO (jep je ped x kpaha of pedn s).

IMocTymak vcrMTHBaRba KaHauaaTa kpehe o1 Hajmyxer nmpedpukc-cyukca peun s’ ¥ HacTaB/ba CKpahnBarmbeM KaHIu-
JlaTa ce CBe JOK ce He MpBU MyT He Hamle Ha mpeduKc-Cy(pUKC KOjH ce MOKe HACTABUTH WM JOK Ce He YTBPIH Ja
HU npasaH npedukc-cyprKe He Moke fia ce npoayxku. IlpernocraBumo aa je |s| = n. Taga je a = s,_1, a HOMITO
je |z| = d, Baxu na je b = sq4, ma ce nopehewe a = b cBogu Ha nopeherme S,—1 = Sq4. AKO Cy jeAHaKH, TyKHHA
je d + 1, a'y cynpoTHOM, axxypupamo d Ha TyKUHY Hajayxer npedukc-cydurkca Hucke x (Tj. IpBUX d KapakTepa
HUCKE S) U TIOHaBJbaMo Topeljerbe Sq U S;,—1 ¥ MOCTYIAK HACTAB/baMO CBE JIOK CE He WICTIOCTaBH J1a CY OHH jeTHAKH
WK J1a Cy Pa3jIM4WTH 4 J1a je nyxuHa d = 0.

#include <ilostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

// odredjuje najduzi pravi prefiks-sufiks reci strf[o, ..., i]
int prefiks_sufiks(const string& str, int i);

int prefiks_sufiks_(const string& str, int k, int 1) {
int ps = prefiks_sufiks(str, k);
if (strps] == str[i])
return ps + 1;
else if (ps == 0)
return 0;
return prefiks_sufiks_(str, ps - 1, 1);
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int prefiks_sufiks(const string& str, int 1) {
if (1 == 0)
return 0;
return prefiks_sufiks_(str, 1 - 1, 1);

}

int main() {
string str;
cin >> str;
int n;
cin >> n;

int ps = prefiks_sufiks(str, str.size() - 1);
cout << ps + n * (str.size() - ps) << endl;
return 0;

JnHaMuyko nporpamMupame

Moskemo npuMeTuTH fia fie ce y MpeTxogHO OMMCaHOM PEKypP3MBHOM HOCTYIIKY MHOTH PEKypP3MBHH ITO3MBH MOKJIA-
matu (Bue myta he ce ogpehuBati nyxuHa Hajayxer npedukc-cydukca 3a uctu npeduxc Hucke s). Crora je
MOTPEOHO MPUMEHUTH MEMOU3ALIH]Y, WK joIl O0Jbe AMHAMUYKO MPOrpaMupame. Y TOj CUTyalllju OgpkKaBaMo HU3
d; KOju caipku QyKMHE Hajayxkux rnpedukc-cydukca 3a npedukc Hucke s ayxuHe ¢. Tako he d,, cagpxatu Tpa-
KeHy AyKUHY Hajaysxer npedukc-cydukca nene Hucke s. [IpBa /1Ba ereMeHTa HU3a MOKEMO MHHIMjIN30BaTH HA
HyJy (jep mpa3Ha 1 jeIHOCJIOBHA HUCKa He MOTY MMaTH HeripasaH npedukc-cypukc). Moryhe je gak IpBH eJleMeHT
MOCTaBUTH Ha —1, Kako OM ce HamIacHiIo Jia HU MTpa3Ha HHCKa HUje NpaBu cy(ukc-mpeduKce npasHe Hucke. HakoH
TOra, MOMYyHABAMO OCTaJie eJeMeHTe HU3a, jeflaH Mo jeJaH.

HyxuHy Hajmyxer npedukc-cypukca pedn s . . . S; OesleknuMo Kao d; 1 (jep Ta ped uma tayHo ¢ + 1 cioo). Ty
OyXUHY OfipelyjeMo Tako MITo OPeJUMO s; €a Sq, (3aucTa, d; je JyKuHa Hajayxer npedukc-cyukcasa so . . . Si—1,
Ta ce MpBH ciejiehn KapakTep n3a \bera Hajla3yu Ha MO3ULUJH Sq,). AKO cy jeqHakH, Baxu Aa je d;11 = d; + 1. YV
CYIPOTHOM, aKo je d; jemHak 0, 3akbydyjemo 1a je d;+1 = 0, a ako HHje, HaCTaB/baMO MCTH MOCTYIAK TAKO IITO
YMECTO d; TIOCMATpPaMo dg, U TIOPEUMO S; €A S, . 3alMpaBo, MOKEMO MPOMEH/bUBY d MHULIM]AIN30BATH Ha d;, a
3aTUM NOPEUTH S; Ca Sq, AKO CY jeJHAKM IOCTaBbaTH d;41 Ha d + 1 M MpeKuJaTu MOCTYyIAK, a aKO HUCY, OHJA
TIOCTBJbATH d; 1 Ha HYJIy M IPEKUAATH TTOCTYIAK

#include <ilostream>
#include <string>
#include <vectors>

using namespace std;

int main() {
string str;
cin >> str;
int n;
cin >> n;

// kmp[i] - je duzina najduzeg prefiks-sufiksa dela str[o,..,1]
vector<int> kmp(str.size());
kmp[0] = 0;
for (int 1 = 1; 1 < str.size(); 1++) {
int k = kmp[1 - 1];
while (true) {
if (str[i] == str[k]) {
kmp[i] = k + 1; break;
} else if (k == 0) {
kmp[i] = 0; break;
} else
k = kmp[k - 1];
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}
}

int ps = kmp[str.size() - 1];
cout << ps + n * (str.size() - ps) << endl;
return 0;

}

VmnneMeHTanyjy UCTOr alrOpUTMa MOXKEMO HAIIPaBUTH U MaJIo Jpyravuje.

#include <ilostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
string str;
cin >> str;
int n;
cin >> n;

vector<int> kmp(str.size() + 1);

kmp[0] = -1;
for (int 1 = 0; 1 < str.size(); 1++) {
int k = 1;
while (k > 0 && str[i] !'= str[kmp[k]])
k = kmp[k];
kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;
}

cout << kmp[str.size()] + n * (str.size() - kmp[str.size()]) << endl;

return 0;

}

3anarak: Ilogaucka

Harmucatu nmporpam kojuM ce 3a JiBe JaTe peud IpoBepaBa Ja JiM je Apyra caap:kaHa y MpBOj, aKO jecTe OIpeanuTH
MIPBY MO3UIM]Y HA KOjOj ce Apyra ped rnojapibjyje y npBoj.

VYaa3: Ha cranmapaHoM ynasy Hajiase ce AB€ peud cBaka y noceOHoj inHuju. CBaka ped uMa HajBuie 20 kapakrepa.

M3aa3: Ha cranpapHoM n3ia3y nprkas3aTi pBY HO3UIHM]Y (TIo3uIMje cy HymeprcaHe of 0) Ha K0joj ce Halasu ipyra
ped y IpBOj, ako ce pyra ped He HaJla3u Yy MPBOj MpuKazaTh - 1.

IMpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
banana 1 branka -1
ana ana

Pememe

budimnoreuke (pynknmje nperpare

Kapa cmo peun y jesuky C++ yunrtanu y aABe npomMeHsbrBe Tuna string (HasoBumo ux igla u plast, jep je tako
OJMax jacHO INITa y YeMy TPakMMO) OHJIa MO3MIM]y MPBOT MOojaB/biBama peun igla y peun plast moxemo oxpe-
outi iomohy plast.find(igla). Ako peu plast me cagpxu ped igla orga find Bpaha cnenmjanay BpemHOCT
string: :npos.

// ucitavamo rect
string plast, igla;
cin >> plast >> igla;
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size_t poz = plast.find(igla);

if (poz != string::npos)
cout << poz << endl;
else

cout << -1 << endl;
HNMiuieMeHTanmja nperpare rpydoomM cujiom

Ocum kopurhewa OMOIMOTeUKuX (PYHKIIH]a, perene je Omio Moryhe ucnporpamupary 1 “nemke” Tako mro hemo
neduHUCcaTH CBOjy (PyHKIMjy nperpare. HapaBHO, y peanHOj CUTyalluju je yBeK OoJbe yHOTpeOUTH OUOIMOTeuKe
¢yHKLMje jep ce KOI jelHOCTaBHUje MUIle, Malba je MOIyhHOCT rpellke, a alrOpUTMUA Ha KOjUMa Cy 3aCHOBaHe
dndnoTeuke (pyHKIMje Cy YecTO HallpeAHHUjU OJf HAaMBHUX aJTOPUTaMa Ha KOjUMa ce “NellKe” pellera IMOHeKal
3aCHMBAjy, KaKBO je M OBO Koje ieMo omucaty y HacTaBKy.

Pasmorprmo, Ha mpumep, Kako drucmo y peurt ababcab Tpaxwum peu abc.

e TIpBO MOXEeMO MPOBEPUTH Ja Jin ce peu abc Hanmasu y peun ababcab nmouesmu ox mosummje 0. To pagumo
TaKo IITO IOPEJUMO peuMO cioBa peur abc u cioBa peun ababcab nmouemm ox nozunwje 0, cBe KOk He
npoHahieMo pa3iIMYMTO CJIOBO WJIM JIOK He nohieMo /1o Kpaja peun abc a He mpoHalleMo pas3ivky. Y OBOM
npuMepy pasiuka he dutn npoHaliera Ha mo3uuju 2 (cnoBa a Ha no3unju O u b Ha mosunuju 1 he dutu
jenHaka, a oHa he ce c10BO C pa3lMKOBATH Of cjI0Ba a). IomTo cMO HalUIM Pa3lMKy Mpe HEero IITO CMO
CTUITIM JI0 Kpaja pedu abc.

 HacrasbaMo mperpary Tako IITo IIpoBepaBaMo Ja JIM ce MOX/a ped abc Hanasu y peun ababcab nouesmmm o
nosuije 1. OBaj myT mopeaumo ciioBo Ha nosummju 0 y peun abc ca cioBoM Ha mo3uniju 1 y peun ababcab
Y OIMaxX HaWJIa3UMO Ha PasjMKy, jep @ HUje jenHako b.

 HakoH Tora nperpary HacTaB/baMo TaKoO IITO POBEPaBaMo Ja Jik ce peu abc Hayiasu y peun ababcab nouernm
on nosunyje 2. Tamga mopenumo cioBo a Ha no3uuju 0y peun abe, ca ciioBom a Ha mosuiwmju 2 y peun ababcab,
croBo b Ha mo3umwju 1 y peun abc, ca cioBom b Ha mosuiju 3 y peun ababcab u cioBo ¢ Ha mosunyju 2 y
peuu abc, ca cioBoM C Ha no3unju 4 y peun ababcab u nomro He Hama3UMoO Ha pas3JMKy, KOHCTATyjeMo Ja
je noaped npoHaheHa.

AKko OMCcMO, Ha IpAMeEp, TPaXuiIu ped cba y peun ababcab Taga drcMo 10 MCTOM MPHHITAITY KPEHYJIH 1 je TPAKUMO
on nozurmje 0, 3atum 1 uta. Kaga ped cba He mponahemo HUM Tako Aa nmouumse of nosuiyje 4 peun ababcab (jep
cab Huje ucro mro u cba) Hema notpede Ja TpaXKUMO Aabe, jep U3a No3uLKje 4 Hema JJOBOJbHO KapakTepa Ja ou ce
ped abc mponara.

HakJie, 3a cBaky no3uuyjy ¢ y peuu plast, og nozunmje 0, na 0K Baxku Ja je 30up nosuiyje ¢ u ayxune peun igla
May WM jeJHaK dyKWHU peun plast nmpoBepaBamo jia i ce ped igla Hasmasu y peun plast noueBnm of nosummje
i. To pamyMo Tako IITO CIPOBOAMMO AITOPUTaM JIMHEApHe IpeTpare KOju PesioM, 3a CBaky HO3MLH]jy j y peun igla
MpoBepaBa Ja Ji je cioBo y peur igla Ha TOj MO3WIWH Pa3IMYUTO Off CJIOBAa Ha MO3WIMH ¢ + j y peun plast.
AJropuTam mpeTpare IMIUIEMEHTHPaMO Ha HEKM O]l HAauMHa KOjU CMO NpHKa3ain y 3agaTky Heratmsan opoj. Ha
npuMep, y newb yBehaBamo j of HyJle, Ia CBe JIOK je j Marbe Ofl JyXuHe peur igla u JOK Baxu Jia cy clioBa y
peun 1gla Ha mo3unuju j u peun plast Ha mo3unyju ¢ + j jeaHaka. Kana ce meTspa 3aBpiiy, IpoBepaBaMo 3aIlTo je
MIPEKMHYTa. AKO yTBPJMMO 72 je BPEJHOCT j jeHaKa AykMHU pedd igla, MOKeMOo KOHCTATOBATH J1a pa3yifKa HUje
nponaljeHa, Aa ce MPBO MojaBJbuBambe peur igla y peun plast Hamasy Ha MO3UIMjH ¢ M (PYHKITH]a MOXE 1a BPaTH
pe3ynrar ¢ (mpekuaajyhu TuMe Criosbalimy NeTsby). Y CYIPOTHOM je MpoHa)eHO pa3InduTo CJIOBO, M HACTaBJbha Ce ca
U3BpIIIABAEM CIIOJballlibe TieTbe (7 ce yBehaBa, ¥ MOJHKCKA ce Tpaxu of cliefiehe mo3uiyje, ako eBeHTYaHO HUje
JOCTHUTHYT YCJIOB 32 3aBPILETAK CIIOJbAIIHE MET/bE).

Jom jemaH HaYMH /1a IMIUIEMEHTHPAaMO TIPETpary je Aa yBeJeMO JIOTHUIKY IIPOMEHJBUBY KOja Oelexu 1a JIu je pas3iii-
Ka npoHaljeHa 1 Kojy uHMIMjaiusyjemo Ha false. Y cBakoM Kopaky yHyTpalllibe neTsbe (MeT/be Mo j) MpoBepaBaMo
Jia i1 je cy ciioBa y peur igla Ha nmo3unuju j 1 peun plast Ha mo3unuju ¢ + j jemHaka. AKO HUCY, JJOTUYKO]j Mpo-
MEHJBUBO] MOCTAB/AMO BPEHOCT true U MpeKkuiaMo YHyTpallwy netby. HakoH yHyTpaliitbe TIeT/be MPOBepaBaMo
JIa JIK je BPeJHOCT JIOTHuKe poMeHbrBe octaia false u ako jecrte, pyHKIIMja MOXe Jia BPATH BPEJHOCT 7.

int podniska(string igla, string plast) {
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// za svaku poziciju u reci plast takvu da do kraja
// ima bar onoliko karaktera koliko ima u reci igla
for (size_t 1 = 0; 1 + igla.size() <= plast.size(); i++) {
// proveravamo da li se rec igla nalazi u reci plast
// pocevsi od pozicije i
bool razliciti = false;
for (size_t j = 0; j < igla.size(); j++) {
// proveravamo da li je j-to slovo reci igla razlicito od j-tog
// slova reci plast krenuvsi od pozicije i
if (plast[i+j] != igla[j]) {
razliciti = true;
break;
}
}

// ako smo dosli do kraja reci igla, tada smo je pronasli
if (!razliciti)
return i;
}
// nismo nasli rec igla i1 vracamo -1
return -1;

}

int main() {
string plast, igla;
cin >> plast >> igla;
cout << podniska(igla, plast) << endl;
return 0;

}

Perivo na je onmcan anroputam dmio moryhe cripoBecTy ¥ HaJi HUICKaMa Koje Cy TEpMUHHCAHE HYJIOM, jeAWHO IITO
ce y MeTbH He OW MIIO JI0 Ny’)KMHEe HUCKe (OHa HHUje YHarpe[ Mo3HaTa U noTpedHo je mpohu Kpo3 1ieny HHCKY Ja
Ou ce mpoHania HyJla ¥ Ja O joj ce u3pauyHaia aykuHa), Beh ou ce uteparuja BpImia JOK Kapaktep Ha Tekyhoj
TIO3UIIMjH He TTocTaHe Hysa. Mtepaliija Kpo3 HUCKY S TEpPMUHHCAHY HYJIOM, KaHOHCKH Ce BPIIM Ha cliefehn HaumH:

for (int 1 = 0; s[i] !'= "\0'; i++)

WM jOII jeAHOCTAaBHH]E

for (int 1 = 0; s[i]; i++)

Ha xpajy, permmo 1 fa ce oBaj mpoOIeM MOXe pelaBaTi 1 MHOTO e(PMKACHUjUM CIELMjTN30BaHUM aJITOPUTMIMA
kakBu cy Kayt-Mopuc-IIpatoB anropurtam wmm bojep-Mypos anropuram.

// trazimo ”iglu u plastu” tj. trazimo poziciju u reci plast na kojoj
// se nalazi rec igla. Ako takva pozicija ne postoji, funkcija vraca -1
int podniska(char igla[], char plast[]) {
// za svaku poziciju u reci plast
for (int 1 = 0; plast[i] !'= "\0'; i++) {
// Proveravamo da 11 se rec igla nalazi u reci plast pocevsi od
// pozicije 1. Brojac j uvecavamo dok ne dodjemo do kraja neke
// rect ili do prve razlike.
int j;
for (j = 0; igla[j] !'= '\0' && plast[i+j] != '\0' &&
plast[i+]] == igla[j]; j++)
// ako smo dosli do kraja reci igla, tada smo nasli njeno
// pojavljivanje
if (igla[j] == '\0")
return i;
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// nismo nasli rec igla 1 vracamo -1
return -1;

}

Pemewe rpydom cuiom Moxe OUTH 3aCHOBAHO U Ha Ha OMOIMOTEUKO] (PYHKIIMjU KOja MpoBepaBa jeJHAKOCT ABa
pacroHa ejiemeHarta Hu3a. Y je3uky C++ 1o je pyHkuuja equal.

// Trazimo iglu u plastu” tj. trazimo poziciju u reci plast na kojoj
// se nalazi rec igla. Ako takva pozicija ne postoji, funkcija vraca
// -1
int podniska(string igla, string plast) {
// za svaku poziciju u reci plast takvu da do kraja ima bar onoliko
// karaktera koliko ima u reci igla
for (size_t 1 = 0; 1 + igla.size() <= plast.size(); i1++) {
// proveravamo da li se rec igla nalazi u reci plast pocevsi od
// pozicije 1
if (equal(igla.begin(), igla.end(),
next(plast.begin(), 1)))
return i;
}
// nismo nasli rec igla 1 vracamo -1
return -1;

}
3anarak: Ilognucke

Hammvmum niporpam koju ogpeljyje koimko myTa ce JlaTa HUCKa jaBiba Kao MOJHMCKA Apyre AaTe HUCKe. Bue moja-
BJbMBAFbA MIOJTHMCKE CE MOTY IpEeKJIanaT.

Vaaz: Ca craHgapIHOT yia3a ce yHOce JIBe HHICKe, CBaka y nocedHoM peny. IIpBa Huicka nma Hajeuine 10 kapakTepa,
a npyra HajBue 1000.

M3na3: Ha crangapaam n3ias UCIMCATH TPaXeHH OpOj M0 jaBIbIBamba.

IIpumep 1 ITpumep 2

Vaaz Hznasz Vaaz Hznaz
aba 4 aa 3
abababcababac aaaa

Pememe

IIperpara ox cBake nmo3miuje

JlMpeKTaH aJIrOpuTaM Ja ce OBaj 3alaTak pelld je Ja ce MOKYIIa MpeTpara MOJHUCKE OJ] CBaKe MO3ULMje KPEeHYBIIH
OJ1 HyJITe, Ma J0 OHE TMO3UIje Ha KOjOj Ce JIECHU Kpaj HUCKE TMOKJana ca AeCHUM KpajeM moaHucke. Odunazak
MO3MIIMja, JaKJie, TeUe CBe JIOK je 30up Tekyhe rno3uiiyje U AyKMHe MOJIHUCKE MatbU WM jeIHaK OJ1 Iy )KMHE HUCKE. 3a
CBaKy TaKBY MO3UIIM]y ITPOBEpaBaMO JIa A Ha Fh0j TIOUHELE ITOJHUCKA ¥V aKO TIOUrEbe, yBehaBaMo Opojay MHUIH]aTHO
TIOCTaBJbEH HA HYJTY.

IpoBepy Aa Jik ce MOAHKUCKA HAJIA3K Y 1ATOj HUCKW KPEHYBILM OJ1 JaTe MO3UIIMje MOXEMO YPaJuTH Ha pa3He HAunHe.
JemaH HauMH je Ja M3ABOJMMO JIe0 HUCKE O AaTe mo3unyje nomohy ¢pyHKImje substr i ga ra ynopeaumo ca gatom
MOJHUCKOM MOMONY orepaTtopa ==.

Ogaj mpuctymn Moxe OUTH Hee(prKacaH jep ce HeMOTpeOHO CBAKH IyT TPaJ HOBA HHCKA IIPe HETo IITO Ce M3BPIIU
nopeheme.

V je3uky C++ MOXkeMoO ynoTpeduTtH (pyHKIMjy equal Koja mpoBepaBa jeHaKOCT JIBa OICera UcTe Ay KHHE.

3a nopebhere HUCKH (Tj. HBHUXOBHUX ITOJHUCKH) MOKEMO 1 CaMH MCIPOrpaMUupaT (PyHKIHN]Y KOja KOpUIINemeM JIu-
HeapHe TipeTpare (NonyT oHe y 3aaaTky [loroheHa komOnHaIMja) IpoBepaBa Ja Jid MOCTOjU KapaKTep Y Kojuma ce
JIBE HUCKE Pa3JIuKyjy, Ipu 4yemy (pyHKIIMja y3 HUCKE S U t Koje ce mopeje, Moxe JOOUTH U UHAEKCe MOo3Ullija ps U
pt ox kojux he ce nopeherme BpIIUTU U AyKHUHY N JI€JI0BAa HUCKY KOjU ce nopejie. Y NMewby urju Opojau 1 kpehe o
0 u Teue cBe JIOK je MamM Of N MOpeJie ce KapakTepy Ha nosuijama s[ps + i] m t[pt + 1] m ako cy paznmuuntu
¢ynximja Bpaha false. Ako ce newse 3aBpie Oe3 mpoHal)eHe pasivKe [eJIOBH Cy jenHaku U pyHKnMja Bpaha true.
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VMecto 3acedHe (hyHKIMje TAKBY IIpETpary MOXeMO peali30BaTH 1 y INIAaBHOj (DYHKLMH Y Telly TeT/be Koja Hadpaja
MOTEeHIMjajTHe TIO3UIIMje TI0YeTKa, ajli HaM je Taja 3a MMIUIEMEHTAIl]y JIMHeapHe IpeTpare noTpedHa moMohHa
JIOrn4Ka MpOMEH/bMBA U HEKW HAYUH Ja YHYTpallkby NET/bY MIPEKMHEMO Kaa ce Halflbe Ha IIPBU pa3JINYUTU KapaKTEP.

string niska, podniska;
cin >> podniska >> niska;
int brojPojavljivanja = 0;
for (int p = 0; p + podniska.length() <= niska.length(); p++)
if (equal(podniska.begin(), podniska.end(), next(niska.begin(), p)))
brojPojavljivanja++;
cout << brojPojavljivanja << endl;

budumoreuka nperpara noJaHNcKe

Budnmoreuka ¢pyHKIMja 3a peTpary NOJHUCKE OOMYHO MMa JIOAATHU MapaMeTap KOjUM ce KOHTPOJIMIIE MO3ULja
ol Koje mperpara Tpeda ja kpeHe. To Baxu 3a MeTory find y jesuky C++, koja Bpaha mo3uriujy mpBor npoHaheHor
0 jaBJbUBaba MOJHUCKE (KOje HUje UCIIpe] HaBeAeHE MO3ULIM]je) WK CIIeldjaiHy 03HaKy string: :npos Kaaa Hema
T0jaB/bHBaba TIOJHUCKE KOjU HUCY UCTIpeA HaBeeHe nosuuuje. CBaky MyT Kaja ce nmpoHahe rmoaHucka, ysehasa ce
Opojau, a HOBa mpeTpara Kpehie 0[] Mo3uLMje HEMOCPEAHO M3a MO3MLIKje TAe je MOAHICKA MpoHaheHa.

Penimvo fa 61 ce MaxJbUBOM aHAJIM30M HUCKE KOja ce Tpaxu TO MOIIo onTuMu3oBaty. Ha nmpumep, ako cMo Hamum
HHCKY abcacbabc yHyTap mmpe Hucke, HOBO T0jaB/bHBaE T€ TOJHUCKE He Tpeda TPaXHUTH OJ1 HapeaHe MO3ULHje
(mo3mmmje mpBor Kapaktepa b), Beh on Tpehe mosuimje Ha K0joj ce mojaBibyje KapakTep a (TO je HajayXu Cy(hUKC
KOj4 je yjemHo u mpeduKc HHUCKe Koja ce Tpaxku). OBo je ocHoBa anmroputMa KMII o xom he durtn Buie peun y
HapeIHOM TOMY OBe 30MpKe.

string niska, podniska;
cin >> podniska >> niska;
int brojPojavljivanja = 0;

int p = 03

while ((p = niska.find(podniska, p)) != string::npos) {
brojPojavljivanja++;
pt++;

}

cout << brojPojavljivanja << endl;
3anarak: Hememwajyhe poranuje

Hucka myxuHe n ce HUKJIMYHO MOMepa 3a jeTHO MECTO Yy JIEBO TaKO HITO Ce HeH MOYETHU KapaKTep ca MovYeTKa
npedany Ha Kpaj. HakoH n LMKJIMYHKUX OMepama HKcKa ce Bpaha y mouetHu nosioxaj. Ha npumep, cBa nukiny-
Ha TomMepama Hucke abcabc cy bcabca, cabcab, abcabc, bcabca, cabcab u abcabc. Op wux cy nBa mukiIMYHA
ToMepama jeIHaKa MoJIa3HOj HUCKHU.

Vaaz: Ca CTaHJApAHOT yJlada €€ yUMTaBa HAUCKA CaCTaB/bEHA CaMO Ol MaJIMX CJIOBA €HIJIECKE 2166116)]6.

M3zna3: Ha cranmapaay w3iia3 NCOMCATH KOJMKO je BheHUX NUKIMYHAX IOMepama jeJHAKO MOYETHO ] HICKU.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaasz Hznaz
algoritmi 0 dadadada 4
Pememe

3ajaTak MOXKEMO PeluTi rpydOM CHJIOM, TaKO INTO y CBAKOM KOPaKy HHMCKY pPOTHPaMO 3a jeJHOM MECTO YJIEBO U
MpOBEpaBaMo Jia JIM je je[HaKa MoJa3Hoj.

CrnoxeHoct Takgor pemena je O(n?), e je n aykuHa HUCKE S.

#include <iostream>
#include <string>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main() {
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string s;
cin >> s;
int n = s.size();
int broj = 0;
string ss = s;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
if (ss == s)
broj++;
rotate(begin(ss), next(begin(ss)), end(ss));
}
cout << broj << endl;
return 0;

JenHo edukacHO pelnere ce 3acHUBa Ha ToMe f1a fie ce CBako NMKJINYHO MOMEParbe HUCKE S TT0jaBUTH KAo MMOJHUCKA
HHCKe ss (TIoUYeTHO noMepame he ce mojasurty Aga myta). OBUM ce podiIeM cBOIH Ha IpedpojaBarbe M0jaB/bUBakba
HHUCKE S YHyTap HUCKe S, IITO ce epukacHo Moxke ypaautu KMP anropurmom.

Crnoxenoct opor npuctyna je O(n), rae je n JyXHHa HUCKE S.

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {

string s;

cin >> s;

vector<int> kmp(s.size() + 1, 0);

kmp[0] = -1;

for (size_t 1 = 0; 1 < s.size(); i++) {
int k = 1;
while (k > 0 && s[i] !'= s[kmp[k]])

k = kmp[k];

kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;

}

int broj = 0;
string ss = s + s;
size.t 1 =0, j=0;
while (i1 < ss.size()) {
if (ss[i] == s[i]) {
1++; j++;
if (j == s.size()) {
broj++;
j = kmp[3];
}
} else if (j == 0)
1++;
else
j = kmp[j];
}

cout << broj - 1 << endl;
return 0;

}
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3anarak: [lepuoauuaHocT HHCKe

Peuy w je mepmomudHa ako IOCTOjU HempasHa ped p = pipe U NPUPOIAH Opoj n > 2 Tako Aa je w = p"pi.
Ha mpumep, peu abacabacabacab je mepuogmyHa jep ce moHaBba abac, IPU YeMy ce TOCTIEAe TOHABbAE He
3aBpuIasa 1ejio Beh ce 3aycrabba ca ab, Tj. ped je (abac)®ab. Hamumm nporpam Koju IpoBepasa ja jiu je yHeTa
ped nepuoanYHa.

VYuaa3: IlpBa imMHUja cTaHAApIHOT yjIa3a cagpkU ped Koja ce cacToju caMo Off MaJluX CJIOBa eHreckor ajndadera —
wux Hajsume 5S0000.

WNzaa3: Ha cranmapaau uznas ucnucat ped da ako ped jecte NMepUoJuyHa Tj. Ne ako HUje.

ITpumep

Yaasz Hznaz
abbaabbaabbaa da
Pememe

I'pyda cuia

3aaTak MOXEMO PEIInTH rpydboM CHIIoM, Tako mTo hemo 3a cBaky BpeaHocT d TakBy aa je 2d < |w| mposepurtn
Jia JI1 je ped MepruoAryYHA MPU YeMy je Teproj npeduke peun w ayxuHe d. JeIHOCTaBHO ce JOoKasyje 1a je ped
HEPHOJIMYHA Ca [IEPUOJIOM D YHja je AyXuHa d, aKO U caMo aKo 3a CBakKo ¢ 3a koje je 0 < iui + d < |w| Baxu
Ja je w; = w;y4. 3a7aTaKk ce OH/a pelllaBa ca JiBe yrHek)eHe JMHeapHe MpeTpare — y CIoJbHOj IPOBEPaBaMo CBE
NOTEHIIMjaTHe BPEIHOCTU Ay XHMHE d, a y YHYTPAIlbOj IPOBEpPABaMO Jia JIM IIOCTOjU BPEIHOCT ¢ TaKBa 4a je w; 7
W;+q. AKO y YHYTpaIll0j ET/bH YTBPIUMO J1a TAKBO ¢ HE TOCTOjH, TaJa je HUCKa MeproguyHa. AKo rnpoHaheMo
TaKBO 7, MOXEMO ITPEKUHYTH YHYTpaLIIbY NET/by (peu HUje neproJyHa ca nepruoaoM ayxute d) u npehu Ha ciepnehe
d (3a jenan Behe). AKO TakBoO d He MOCTOjH, TaJa MOXEMO KOHCTATOBATH Jia ped HUje NepHoanvHa.

CJ10%€eHOCT Hajroper ciy4aja OBOr aJIT0OPUTMA je KBajlpaTHa. 3aKcTa, yHYTpallliba JIMHeapHa MpeTpara Moxe Y Hajro-
pewm ciy4ajy 3axteBatu O(|w|) utepanuja, u oHa ce monaeka O(|w|) myra. Mnak, ako je HUCKa HACYyMUYHA, PEATHO
je ouekuBaru jaa he ce 3a BehuHy BpeqHOCTH d BeoMa Op30 YCTaHOBIbABATU [ j& W; 7 W;4d, N1a MPOrpamM MOKe
panuTi gocta Opoke o1 Hajroper ciay4aja.

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

string str;
cin >> str;

bool periodicna = false;
for (int p = 1; 2 * p <= str.size(); p++) {
bool greska = false;
for (int 1 = 0; 1 + p < str.size(); i++)
if (str[i] != str[i + p]) {
greska = true;
break;
}
if (!greska) {
periodicna = true;
break;
}
}

cout << (periodicna ? ”da” : ”ne”) << endl;

return 0;
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Kuyr-Mopuc-IIparoB ajropuram

EduxkacHo pememe ce 3aCHMBA Ha TEOPEMHU KOja Kaxe Ja je HUCKA w NMEepUOJMYHA aKo M CaMoO aKo MMa IpaBu
npedukc-cyduKe unja je Ty)KrHa HajMame MOJ0BUHA HUCKE, Tj. aKO IIOCTOje HeTIPa3HU T, S U ¢ TaKBU Ja je Ts = tx
2 |x| > |w|. Ha mpumep, ako je Hrcka abacabacaba, tana je Tpaxenu npedukc-cyuke x jemHak, abacaba
OCTaTaK s jefHaK je caba, mok je ¢ jemHak abac.

JIokakMUMO TIpeTX0Hy KapakTepu3anjy. [IpBo, peTnocTaBuMo Ja je HUCKa MepruoArYHa. Taga MOoCTOjH HEIPa3HO
p = p1p2 Tako Aa je x = p"py,3aHeko n > 2. Taga jet = pips = p, © = p™ 'p1, JOK je s = pap;. Baxu ma je
|z] = (n—1)|p| + |p1|, a mowto je n > 2, Baxu na je (n — 1) - [p| > |p|, ma je |z| > |t|u2-|z| > |z| + [t] = |w].

JIOKaKUMO U CYNpPOTaH CMep.

JOKa)XMMO MPBO MHAYKIMjOM J]a AKO BAXH JIa je w = x$ = tx 3a HempasHe ¢ U S, TaJia OCTOje PeUr u U ¥ TAKO Ja je
t=wuv,s =vuunw = (uv)". [pernocTaBUMO a TBpherbe BaXu 3a CBE PeUr AyKHMHE Marbe Off k 1 PETIOCTABUMO
ma je pey w nyxune k. Axo je |z| < |t|, Taza mocToju y Tako ga je t = xy, ma HA OCHOBY TS = tx CIEAU U
ma je s = yx. TpaxeHe peud u M v Cy Taja U y. AKo je |x| > |t| Tama moctoju y Tako Aa je x = ty, ma Ha
OCHOBY s = tx ciieid ys = « 1j. ys = ty. Iomro je s u t HempasHo Baxu Aa je |ty| = |z| < |w]|, na Ha
OCHOBY MH/IKTHBHE XHIIOTE3€ [OCTOje u M ¥ TAKBH Jia je t = uv, $ = vu U n TakBo Aa je y = (uv)"u. Tana je
r =ty = uwv(uv)™u = (uv)" " 'a, na TBpheme creau.

Jlokakumo u 1a je ped nepuoaruna. Heka cy u, v M n TakBu Ja je t = uv, s = vu M w = (uv)™u (OHM MOCTOje
Ha OCHOBY IpeTxopHe auckycuje). IIpso, n > 1 (ako ou Baxwio n = 0, Taga Ou Baxuao ga jew = s = t = u,
a [1a je x mpasHa ped, ma ogawie ciemm ga je [t| > 1 > |z| = 0, mro je KOHTpaOUKIKja ca MPETIIOCTABKOM [a je
|| > |t]). Ako du Baxkwmio ma je n = 1, Tama Ou Baxwio oa je w = wvu, Ha U3 Tj. w = tx = xS MOpa J1a BaXu 1a
je x = u, mro ca |x| > |t| noBnaum na jet = s = x = u. Tana je p = pa = u, IOK je p; NpasHo, Na je w = u>
u nepuoagnyHa je. IIpeoctaje jour cnydaj n > 2. Melhytum, Taga ce MOxe y3eTH 1a je p1 = U, P2 = U, p = UV U
BaXU Ja je w = p"u, Ipu Yemy je n > 2, ra je ped NOHOBO MEePUOINYHA.

JaxJe, pememe ce 3aCHABA Ha TOMe J1a IpoHalieMo Oy XuHY d HajmyKer MpaBor cy(uKca peun w KOjH je yjeaHO
BheH NpeHKC, U Jia ce TIPOBEpH Jia Jii Baxu ja je 2d > |w|. To moxemo ypamuru nomohy Kuyt-Mopuc-ITpatosor
anropuT™Ma (UCTO Kao y 3a1atky [Ipedukc cydukc).

#include <ilostream>
#include <vectors>
#include <string>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

string str;
cin >> str;

vector<int> kmp(str.size() + 1, 0);

kmp[0] = -1;
for (int 1 = 0; 1 < str.size(); 1++) {
int k = i;
while (k > 0 && str[i] !'= str[kmp[k]])
k = kmp[k];
kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;
}

if (2 * kmp[str.size()] >= str.size())
cout << ”da” << endl;

else
cout << “ne” << endl;

return 0;
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3.2 Hajay:xu najJuHIpOMHA

3anarak: Hajay:xa najiuHapoMcKa NoJHUCKA

Jlat je cTpUHT s KOjU cafpsku caMo MaJia cjioBa. [Ipuka3ary HajoyK1 CETMEHT CTPHHTa S (HU3 y3aCTOIHUX eJleMeHaTa
CTPHMHIA) KOjH je MaJMHAPOM Y CTPUHTY S. AKO MMa BHIIIE HajIyKMX CerMeHaTa NMPUKa3aTH CErMEHT YMjH IMOYeTaK
MMa HajMambK UHJEKC.

Vaas: HpBa u je,HI/IHa J'[I/IHI/Ija CTaHAApAHOT YyJla3a CaIpKXU CTPUHI CACTABJbEH O] MAJIUX CJIOBA.

N3na3: Ha crangapaHoM u3nasy NprKa3aTy IPBY HAjLy KM CETMEHT AATOT CTPUHIA KOjH je TaIMHAPOM.

ITpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Yaaz Hznaz
cabbadcmmc abba babcbabcbaccba abcbabcba
Pememe

HpOBepa CBHX cermMeHarta

3apatak je Moryhe permTy aHaJM30M CBHX CErMeHaTa, IPOBEPOM Ja JIM je TeKyhu cerMeHT naimHiapom u oapehu-
BarbeM HajiIyker MpoHalieHor majuHapOMa.

Tomo je nmposepa namuHapoma cioxkenoctd O(n), a cermenara uma O (n?), ciokeHoct opor npuctyna je O(n?).

#include <ilostream>
#include <string>
#include <vectors>

using namespace std;

// provera da li je s[i, j] palindrom
bool palindrom(const string& s, int i, int j){
while (1 < j && s[i] == s[j]) {
T 3--5
}
return 1 >= j;

}

int main() {
string s;
cin >> s;
int n = s.size();

int maxDuzina = 0, maxPocetak = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1; j < n; j++)
if (palindrom(s, 1, j)) {
int duzina = j - 1 + 1;
if (duzina > maxDuzina) {
maxDuzina = duzina;
maxPocetak = i;
}
}

cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;

return 0;
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IIpoBepa cBUX cerMeHaTa y pegocJeay onagajyhe ay:xuHe

NmmnemeHTaruja ce MoXe MaJIo 10 jeAHOCTABUTH M JyTradyKy MaJTMHAPOMH ce MOTy mpoHahu Opike, ako ce IpUMeTH Ja
CerMeHTe MOXXEMO aHAIM3UPATH PEIOM ITOYEB OJ] HajaysKer CerMeHTa Ia yHa3a] 10 CerMeHTa AyKuHe | (CIMYHO Kao
y 3apaTky Cge noapeuu o onaaajyhoj ayxunu). [Ipumerumo aa he ca oBUM pegocieioMm oduiacka MmpBu CErMeHT
KOjH je MaJIMHAPOM YIPAaBO OUTHU Hajay:KU NAIMHIPOM KOju Tpaxkumo. [Iprmerumo 1a usias u3 yrae:xxheHux netpu
Huje Moryhe octBaputi Hapendom break (Tume du ce M3anLIo U3 YHYTpAaIllibe, Al HE U CIIOJbAIllhe MeT/be), Beh
M3J1a3 MOPaMo pean30BaTy oMohy noMohHe JOrMyYKe MPOMEHJbHBE (CIMYHO Kao y ClIydajy alropurama mperpare,
Kao, Ha TIpuUMep, y 3aaaTky Heratuan Opoj) wim HapeadoM goto (Mako je moTpedHO u3deraBaty je, HEKU ayTOpH
cMaTpajy Ja je mpeku] yrHexheHux MeT/b jelMHa cuTyanuja y Kojoj je ynorpeda goto ompabnaana). CioxeHOCT
Hajroper ciydaja oBor npuctyna je u aambe O(n?).

#include <iostream>
using namespace std;

// provera da li je s[i, j] palindrom
bool palindrom(const string& s, int i, int j){
while (1 < j && s[i] == s[j]) {
s J--5
}
return 1 >= j;

}

int main() {
string s;
cin >> s;
// duzina niske s
int n = s.size();
// potrebno za prekid dvostruke petlje
bool nasli = false;
// proveravamo sve duzine redom
for(int d = n; d >= 1 && !nasli; d--) {
// proveravamo rec odredjenu indeksima [p, p + d - 1]
for(int p=0; p+d - 1 < n & !nasli; p++) {
// ako smo naisli na palindrom
if (palindrom(s, p, p +d - 1)) {
// ispisujemo ga
cout << s.substr(p, d) << endl;
// prekidamo dvostruku petlju
nasli = true;

return 0;

}

IIpoBepa nenrapa

IManuuaapomu nocenyjy oapeheHo cBOjcTBO MHKPEMEHTATHOCTH KO je HaM MOoske oMohu J1a mpoHahiemo epykacHUju
anroputam. Haume, ako je mo3Har 1eHTap NajauHApoMa (TO MOXe OUTH OWJIO HEKO CJIOBO, OUJIO MO3UIMja TAuHO
u3Mmely /Ba cyce/iHa CJIOBA) M aKO 3HAMO Ja ce k CJIoBa OKO TOT IIEHTpa CIIMKAjy Kao y orienainy (v TuMe rpaje
MaJMHIPOM), OHJIA 32 IPOBepy 1a Jik ce k + 1 c/IoBa OKO TOT IIeHTpa CIIMKAajy Kao y Oryie/ially He Tpeda nmpoBepaBaTu
CBe U3 IIOYeTKa, Beh je JOBOJbHO caMo IMPOBEPUTH A JIU CY JIBa CJIOBA Ha CIIOJBPHUM Mo3unjama (k + 1. cJIoBO JIEBO Tj.
JIeCHO Of LIEHTpa) jeJjHaka. 3aTo e(pMKaCHHUje pelene J0OMjaMo aKo 3a CBAKO CJIOBO CBAKO CJIOBO PEUYH OPEIUMO
HajayX¥ MaJIMHAPOM HeNapHe JyXKMHE TakaB Ja My je h3adpaHo CJIOBO IIEHTap W 3a CBaKy MO3UIKjy u3Melly aBa
CJIOBA OJIPETUMO HAjIIy KU ITOJITHOM TIapHE JIyXKUHE KOjUMa je Ta MO3HITHja IIeHTap.

Ja drcmo oxpenuay NaauHIPOM ca IIEHTPOM Y CJIOBY S;, IIMPUMO NAIMHAPOM S; Y JECHO U Y JIEBO 3a k CJIOBa JIOK
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ce Haja3umo yHyTap peun (1 — k > 0,7 + k < n) u Jok cy oaroapajyha cnosa jegHaka (Si—x = Sitg). Y
TPEHYTKY KaJia ce TO IIPBH IyT HApyIIX JOOHUjaMO HajIyXH MaJMHIPOM ca LIEHTPOM Y s; (aKo ce u3ale U3 peunt Jajbe
MpoIIMpHBake HUje Moryhe, a ako ce mpoHahie pa3aryuT map cJioBa Jaka MPOIINPUBAA HE MOTY BHIIIE J1a Jajy
nanuaapoM). OppehuBame Hajoyxer NaIMHAPOMA ca LIEHTPoM u3Mely [1Ba c/10Ba BPIIMMO Ha BEOMa CJIMYaH HAuuH.

3a cBaky nosunyjy (a bux uma 2n— 1 1j. O(n)) Hana3uMo Hajoy k¥ MATMHIPOM Ca [IEHTPOM Ha 0] mupehu texyhu
MaJMHIPOM HAJIEBO U HAJIECHO U ITIOOAHO HajAy KM MaJMHIPOM HAIA3MMO Kao HajoyKH Off TUX MAIMHAPOMA.

Ilupeme ce 00aBiba jeHUM TIPOTACKOM U 3axTeBa Bpeme O(n) U yKyIHa clokeHocT anropurMa je O(n?).

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main() {
string s;
cin >> s;
// duzina ucitane reci
int n = s.size();

// duzina i pocetak najduzeg palindroma
int maxDuzina = 0, maxPocetak = 0;

// prolazimo kroz sva slova reci
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int duzina, pocetak;

// nalazenje najduzeg palindroma neparne duzine ciji je centar
// slovo s[i]
int k = 1;
while (1 - k >= 0 & 1 + k < n && s[i - k] == s[i1 + k])
k++;
// duzina 1 pocetak maksimalnog palindroma
duzina = 2 * k - 1;
pocetak = 1 - k + 1;

// azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina) {

maxDuzina = duzina;

maxPocetak = pocetak;

}

// nalazenje najduzeg palindroma parne duzine ciji je centar

// izmedju slova s[i] 1 s[i+1]

k = 0;

while(i - k >= 08 1 + k + 1 <n & s[i - k] == s[1 + k + 1])
k++;

// duzina 1 pocetak maksimalnog palindroma

duzina = 2 * k;

pocetak = 1 - k + 1;

// azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina) {
maxDuzina = duzina;
maxPocetak = pocetak;
}
}

// izdvajamo i1 ispisujemo odgovarajuci palindrom
cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;
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return 0;

}
JonyHa peuu u no3unuje

IocToju HEKOJMKO TEXHMKA KOje MOTy J1a Majo CKpaTe MMIUIEMEHTALMjy MPETXOJHOT aIropuTMa, 00jeInmhaBa]jy-
hu ciryyajeBe manMHApOMa NMapHe M HENapHe JyXHHe. 3aMUCIMMO Ja ce Tpe MPBOT, HAKOH HOCieAmner 1 u3Mehy
CBaKa JIBa CyceJ/lHa CJIOBa peur MOCTaBHU CrienujaiHu Kapakrep |. Ha nmpumep, peu aabcbab nomymasamo no peun
|alalb|c|blalb|. Ha Taj HaunH modujamo TO Aa Cy cafa CBH IEHTPH MATMHIPOMA KapaKTepH OBAKO IOIYH-ESHOT
PEeYH 1 IOBOJBHO je aHAIM3HPATH caMo NAaIMHAPOME HeTlapHe Ty kuHe y ieMy. OBo nonymaBame je Moryhe peaimso-
BaTH ¥ (pU3MYKH (y IpOrpamMy KperpaTy JOMYHEH! CTPUHT), ILTO MOXe MAJIO [ OJIaKIIa UMIUIEMEHTALIH]y 110 LIeHY
MaJlo Criopujer mporpama (Ioylle He aCUMIITOTCKM) U jojaTHor 3ay3eha memopuje. Mnak HapeaHO pa3MaTparse
HaM roBOpH Jja OBe ToMohHe KapaKkTepe MOKeMO caMo pa3MaTrpaTd JOK pa3MaTpaMo ajJropuTaMm, 0e3 eKCIUTMIUTHOT
NpaBJberba JOMYHEHOT CTPHHIA Y IIPOrpamy.

Ja drcmo onakiany ussarame UHICKCE y JAOIMYHheHO] peur heMo Ha3uBaTH NO3MLHje, 2 Y OPUTHHAIHO] PeYr camMo
nngexcu. Ha mpumep,

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 - pozicije
| a | a | b | < | b ] a | b |
0 1 2 3 4 5 6 - indeksi

[TprMeTUMO HEKOJMKO YHEeHUIA. AKO je ToJia3Ha ped OyXuHe n, YKynHo umamo N = 2n + 1 nozunmjy. Crosa

TMOJIa3He Peyd Ce Haja3de Ha HeMmapHUM IMO3WIMjaMa, JOK Ce Ha MAapHUM MO3MIMjaMa Hajla3y CHelUjalHA 3HaK |.

CJ0BO ca MHIEKCOM k Cce Hajla3d Ha MO3UIUju p = 2k + 1, IITO 3HauM J1a ce Ha HEeMapHO | IO3UIMjU p HAJIA3U CJIOBO
P

OpUTrMHaJIHE peYr ca NHAEKCOM k= LiJ .

3a caky nosunyjy ¢ (0 < 4 < N) myXuHy MaJuHIpPOMA ca IIEHTPOM Ha TOj MO3UIMjH MOKEMO OJIPEIUTH HA WCTH
HauvH, 0e3 0031pa Ha TO [ JIM je Ha TOj TIO3MLIMj1 CJIOBO I CIIELINjalHy 3HaK |. Perimo na hemo oBze mogpa3syme-
BaTH IyKMHY HaJMHAPOMAa Y OPUTMHAIHOj peyH (a He IOMYHECHO|) ¥ OHA je jeHaKa Opojy KapaKTepa ca JieBe CTpaHe
Jate Mo3ullyje y JIOMyHheHO] Peur KOjU Cy jeHaKu oArorapajyhuM KapakTepuma ca JeCHe CTpaHe Te MO3UIje y
JonymeHoj peun. Ha mpumep, y npeTxosHOM NpuMepy 3a no3unujy 7 To je 3, jep je mamuzapom beb myxune 3,
IITO OJrOBapa TOMeE Jla TpH KapakTtepa |b| ca seBe crpane kapakTepa C y JI0IyHEHO] peuy OAroBapajy KapakrepiuMa
|b| ca necue crpane kapakrtepa C.

Ha nouetky, myxunHy naamHapoma d roctaejbaMo Ha 1, ako je mosunuja HernapHa Tj. 0 ako je mapHa. 3aucra, ako
je mo3uIKja HemapHa, Ha BOj ce HaJla3| CJIOBO KOje je caMo 3a cede MaTMHAPOM ayx)uHe | (M3 apyror yria riaegaHo,
JIEBO U JIECHO O] Ibe Ce HaJslase |, Ia je dap je;aH KapakTep jemHak). AKO je MO3MIidja MapHa, OKO e Ce Hajlase JBa
cjioBa (OCUM Y Clydajy KpajibuX MOo3uIfja) U He 3HAMO YHaIpe/] a JIU CY OHa jeJJHaKa, TaKo Aa IyKUHY NaJuHIpOMa
MHHUIHjaJTHO noctapbamo Ha 0. OBUM HocTmkeMo f1a ¢y OpojeBu ¢ + d M ¢ — d mapHy, To 3HaUM gacy ¢ —d — 1 u
i+d+ 1 HenapHu u ako cy y omncery [0, V), OHH yKa3y]jy Ha HApe/IHa JBa KapaKTepa Yrjy jeJHAKOCT Tpeda MPOBEPUTH.
AKo Cy KapakTepu Ha oAroBapajyhum nniekcuMa jenHaxu (1o cy unaeken | =4=1 | u | 4+ |) onpa ce d ypehasa
3a 2 (43 jeHOT yrIia IeaHo, Ta IBa jeJHaKa KapaKkTepa ce 1o1ajy TekyheM naiuHapoMy na My ce AykuHa roBehasa
3a 2, a M3 JIpyror yriia IJielaHo, MCTIPe/1 ITPBOT ¥ 13a JPYTor ce Hajla3e CIelyjaIHi 3HAalM | KOjU Cy CUTYPHO jeJHAK!
U HUXOBY jeJHAKOCT HHUje MOTPEedHO eKCIUIMLIUTHO MpoBepaBaTH). TUMe ce opkaBa U MHBApUjaHTa Ja cy OpojeBu
i+ d i — d mapHU ¥ TIeT/ba ce MOXke HACTaBUTH Ha MCTH HAUMH CBE JIOK ce Haul)e Ha JBa pa3yIMuuTa CJIoBa WIH ce
He u3alje BaH orcera JOMyHBeHe PeUH.

Penumo joru 1 ja ce v npoBepa MPUIIaAHOCTU MH/IEKCA Tj. TO3HIIMja OICEry Pevr MOXe eTMMUHUCATH aKo Ce MoJia3Ha
ped MpoIIMpHY ca AOJATHUM CIIEIMjaTHUM KapaKTepuMma Ha MOYeTKy M Ha Kpajy (OHM Mopajy OUTH pa3jHuuTd U
0OMYHO Cce KOpHCTe A U $, jep ce TH KapaKTepy KOPKCTE 3a 03HAYABaAKE MOYETKA U Kpaja y peryJapHuM U3pa3suma).

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

string dopuni(const string& s) {
string rez = ”*7;
for (int 1 = 0; 1 < s.size(); i++)
rez += ”|” + s.substr(i, 1);
rez += 7|87,
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return rez;

}

int main() {
string s;
cin >> s;
string t = dopuni(s);

// dovoljno je pronaci najveci palindrom neparne duzine u prosirenoj reci

int maxDuzina = 0, maxCentar = 0;
// proveravamo sve pozicije u dopunjenoj rect
for (int 1 = 1; 1 < t.size() - 1; i1++) {
// prosirujemo palindrom sa centrom na poziciji 1 dokle god je to
// moguce
int d = 0
while (t[i - d - 1] == t[1 + d + 1])
d++;

// azuriramo maksimum ako je potrebno
if (d > maxDuzina) {
maxDuzina = d;
maxCentar = i;
}
}

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;

}

MamnadepoB ajropuram

IMocmaTpajmo caja Kako m3riena JyKMHa Hajayker MaJuHIpoMa 3a CBaKy Oj mosuija y peun babcbabcbaccba.
ObdenexuMo OBy Iy XuHy ca d,,. OdenexumMo JOMyHeHy peu ca t.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1

Il bl a | b | cl| b ] aflbl|lcl|l b alclclb]|a]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
© 1063016706109 1065061061612106101°80

IMocmarpajmo maauHIpOM ca IeHTpOM Ha Ho3uLuju 11 - meroa AyxuHa je di; = 9 ¥ IpocTHpe ce of no3utyje 2
1o nozunyje 20.

INocmatpajmo cafa gyKUHY Hajaysker NaJMHApPOMa ca IEHTpoM Ha nosunuju 12. Tlomro je HaIl maJuHAPOM CUMe-
TpuvaH oko nosuigje 11, mosunmju 12, ogrosapa nosuimja 10. 3Hamo na je dig = 0. To je 3arto mito je tg # t11.
Mebytum, Mu 3HaMO 1a je tg = t13 (TOIMTO Cy 00e YHyTap HaIller MaJWHAPOMA), 1A je 3aTO t11 7~ t13 U BaXH Ja je
di2 = dyp = 0. TIpumeTHMO /1a OBO MOKEMO KOHCTATOBATH Oe3 UKaKBe MoTpede 3a yrnopehuBambem KapakTepa.

INocmarpajmo cama gyXWHY HajIyker MaJMHApPOMA ca IIeHTpoM Ha nosuiju 13. Fbemy oaroapa maamHapom ca
LEHTpOM Ha nosuimju 9. Baxu ga je dg = 1, jep je tg = t1g u t7 # t11. Ha OCHOBY cuMeTpHje MaJMHIPOMA ca
neHtpoMm y 11, Baku 1a je tg = t14, 1a je t19 = t12, t7 = t15 U Aa je t17 = t11. 3aT0 je t14 = t12 U t15 F# t11, A
je d13 = d9 =1.

Hawsrien, Baxu 1a je 3a CBaKo ¢ yHyTap IIMper MaJuHAPOMA ca LEHTPOM y Hekoj nosuuuju C 0poj d; jeanak dpojy
d;, rme ce i’ ompelhyje kao cuMeTpUYHA MO3MLIMja MO3KLKjH ¢ ¥ omHocy Ha C' (Baxku 1a je pactojarse ox C 10 ¢ u ¢/
jemnako, majetj C —i' =i — C, 1.9/ = C — (i — C)). Ho, TO HHje yBeK TauHO.

IMocmarpajmo di5 u memy oxrosapajyhy Bpeanoct dry. Owne Hucy jeanake. 3amro? Ilocmartpajmo mTa je OHO
TO MOEMO 3aKJbyYUTH M3 CHMETpHje MaJMHIpPOMa ca LEHTpoM Ha nosunuju 11. Baxwu na je to 1o t12 jeaHako
oxroeapajyhuM kapaktepuma tog 10 t1( - TO je TapaHTOBAHO CIMETPHjOM U HHje IIOTpedHO IpoBepaBaT. MehyTum,
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Baxu 1a je d7 = 7. 3HaMo 3aTo U 1a je t1 = t13, MejyTUM, He MOXEeMO J1a TBPIVMO 14 je to; = tg, 3aTO TO to1 HHUjE
BHIIIE JIeO MAJIMHIPOMA ca IEHTPOM Ha nosuiju C' - poBepy Ja JiM je to; = tg je moTpedHO NocedHO U3BPIIUTH.

Haxe, Baxu cnenehe. Ipernocrapumo aa je [L, R] nanmuapom ca nentpom Ha nosuiuju C (taga je C—L = R—C),
71a je ¢ HeKW MHJEKC YHyTap Tor mamuHapoma (veka je C' < ¢ < R)u na je i’ = C — (i — C') weMy cuMeTprIaH
MHJEKC. AKO je MaJuHIPOM ca IeHTpoM ¥ ¢’ cappxal y namaapomy (L, R) (6e3 ypauyHaTHx KpajeBa) Tj. ako je
L<i—dy,1j.dy <i’'—L=(C—(1—-C))—(C—(R—-C)) = R—iTtj. dy» < R—i,1anajed; = dy. JoKaxumo
oBo. 3a cBaky BpegHoct 0 < j < d; Tpeba mokasaTy ja je t;—; = t;y;. 3aucra, momro Baxu ga je L < i — ju
majei+j < R, Bakumajet;_; =tyq;umajet;,y; =ty_;. Mehyrum, momro je ¢’ ueHTap NajtuHAPOMA TyKHHE
dir, Baxu ja je ty_; = 4. 3aTO je Ha NO3ULM)H ¢ LEHTap NaluHApoMa myxuHe dap d; . Jlokaxumo ja je 0Bo u
TOPH-€ OTPAHUYEIbE, Tj. JOKAKUMO 1a je t;_q4.,—1 7 titd, +1. [lomro jei + dy < R, Baku gajei +dy +1 < R,
najet; g, 1 = titd,+1 4 titd,+1 = tir—q,,—1. MehyTum, mourTo je manMHAPOM ca LEHTPOM Y i nmyxune d;
BakKH 1A je tir g, -1 7 tiryd, +1-

Ako je [L, R] manmuumpom ca neHTpoM Ha nozunuju C' ¥ ako je i HeKu UHeKC yHyTap Tor nanuagpoma (C' < i < R),
any Takas 1a je dy > R — 4, OH/Ia MOXeMO caMo Ja 3aKJbY4uMo 1a je d; > R — 1.

OBo MHCIIMIpHIIIE HApeJH! ajJropuTaM, MO3HAT Moja MMeHoM MaHadepos anroputaM. CIMYHO KaoO Yy NMPETXOAHO]
Bepauju odpahyjemo cee mosunmje ¢ 010 go N — 1. ITpu tom oppkasamo unzekce C u R rakse na je [C—(R—C), R]
NATMHAPOM. AKO je ¢ > R, Taja maJMHAPOM ca HeHTpoM Y ¢ oapehyjeMo u3 nmoverka, noBehasajyhu 3a 1Ba qyxuHy
naymHapoMa d; koja kpehe ox O wim 1 (y 3aBUCHOCTH OJf TTAPHOCTH TMO3HUITH]E 7), CBE JIOK je To Moryhe, UCTo Kao y
[PETXO/IHO OIKMCAHOM anroputMmy. Meljytum, ako je i < R, taga ompehyjemo i’ = C' — (i — C) u ako Baxu jia je
dy < R — 1, mocraBbamo oqmax d; = d;/. Ako je di > R — 1, Taga TykuHY d; IOCTaB/baMO HA ITOYETHY BPEIHOCT
R—i1. HaR -7+ 1T1ako gacy i — d; u @ + d; mapHu OpojeBH, 1 OHAA je mocreneHo nosehasamo 3a 2, cBe
JOK je To Moryhe (omeT, BeoMa CIMYHO Kao y IMPETXOIHO ONFICAHOM aITOPUTMY). AKO je poHal)eHr manuHIpOM ca
LIEHTPOM Y ¢ TaKaB Jja My JI€CHH Kpaj rpeasube nosuuujy R, oHIa mera nporiamasamMo 3a HOBU nanudapom [L, R),
nioctaBbajyhu my rientap C' = ¢ u necau kpaj R = i+d;. Ha mouetky Mmoxemo unuijamuzosatu R = C' = 0 (tume
00e3dehyjemMo aa He Moxke Ja Baxu ja je ¢ < [ 1 Ja ce Ha MOYeTKy Hehe KOPUCTUTU CUMETPUYHOCT OKPYXKYjyher
IIOJIMHOMA).

Moryhe je moka3satu ga je cioxeHoct opor anropurMa O(n) (MHTYUTHBHO, IPOHATIAKEHE KPATKUAX HAITMHIPOMA 3a-
XTeBa MaJK Opoj U3BPIIaBaba yHYTPALIbE NET/be, JOK je IPOHAIAKEHhe jeHOT AyTraukor NaJuHIPOMa 3aXTeBa IyKe
M3BPILIABAE YHYTpAIIhE MeT/he, aJli JOBOIH J0 Tora fa he ce y HapeJHUM KOpalMa y BEIMKOM Opojy cilydajeBa
y HOTIIYHOCTH M30eraBa HBEeHO M3BPIIABAE).

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

// da bismo uniformno posmatrali palindrome i1 parne i neparne duzine,
// prosirujemo string dodajuci * 1 $ oko njega i umecuci | izmedju
// svih slova npr. abc -> *|alb/c$
string dopuni(const string& s) {

string rez = ”*7;

for (int 1 = 0; 1 < s.size(); i++)

rez += ”|” + s.substr(i, 1);
rez += 7|$7;
return rez;

}

int main() {
string s;
cin >> s;

// jednostavnosti radi dopunjavamo rec s

string t = dopuni(s);

// d[1] je najveci broj takav da je [i - d[i], i + d[i]] palindrom
// to je ujedno 1 duzina najduzeg palindroma ciji je centar na

// poziciji i (pozicije su ili slova originalnih reci, ili su
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}

// izmedju njih)
vector<int> d(t.size());
// znamo da je [L, R] palindrom sa centrom na poziciji C

int
for

C=0,R=0; //L=C-(R-C)
(int 1 = 1; 1 < t.size() - 1; i++) {

// karakter simetrican karakteru i1 u odnosu na centar C
int i_sim=C - (1 - Q);
if (1 <R & 1 + d[i_sim] < R)

// nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C

// palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i1 su
// celokupno smesteni u palindrom (L, R)

d[i] = d[i_sim];

else {

}

// 1li1 se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog palindroma ili
// se nalazimo unutar palindroma [L, R], ali je palindrom sa
// centrom u i_sim takav da nije celokupno smesten u (L, R) - u
// tom slucajmo znamo da je duzina palindroma sa centrom u 1 bar
// R-1, a da li je vise od toga, treba proveriti
d[i] =1 <=R ? R-1 : 03
// prosirujemo palindrom dok god je to moguce krajnji karakteri
// 7S obezbedjuju da nije potrebno proveravati granice
while (t[i1 - d[1] - 1] == t[1 + d[1] + 1])

d[i]++;

// ako palindrom sa centrom u i1 prosiruje desnu granicu onda njega
// uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1 + d[1] > R) {

// pronalazimo najvecu duzinu palindroma i1 pamtimo njegov centar

int
for

maxDuzina = 0, maxCentar = 0;
(int 1 = 1; 1 < t.size() - 1; i++)

if (d[1] > maxDuzina) {

}

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma

maxDuzina = d[1];
maxCentar = i;

cout << s.substr((maxCentar - maxDuzina) / 2, maxDuzina) << endl;

return 0;

HpomanBaH,e HUCKE HI/IjC HEOIMXOAHO BPIINTU €KCIIJIMIIUTHO.

#include <ilostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
string s;
cin >> s;
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// broj pozicija u reci s (pozicije su ili slova originalnih recti,
// 111 su izmedju njih). Npr. niska abc ima 7 pozicija i to [al/b/c/
int N = 2 * s.size() + 1;

// d[1] je duzina najduzeg palindroma ciji je centar na poziciji 1
// to je ujedno i broj pozicija levo i desno od 1 na kojima se

// podaci poklapaju - ili su obe pozicije izmedju slova i1li su na
// njima jednaka slova

vector<int> d(N);

// Niz d[1] visoko simetrican 1 da se mnoge njegove vrednosti mogu
// odrediti na osnovu prethodnih, bez potrebe za ponovnim
// izracunavanjenm.

// znamo da je [L, R] palindrom sa centrom u C
int C=0,R=0; //L =C-(R-C)
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
// karakter simetrican karakteru i u odnosu na centar C
int i_sim=C - (1 - Q);
if (1 <R & 1 + d[i_sim] < R)
// nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C
// palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i su
// celokupno smesteni u palindrom (L, R)
d[i1] = d[i_sim];
else {
// 111 se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog palindroma 111
// se nalazimo unutar palindroma [L, R], ali je palindrom sa
// centrom u i_sim takav da nije celokupno smesten u (L, R) - u
// tom slucajmo znamo da je duzina palindroma sa centrom u 1 bar
// R-1, a da li je vise od toga, treba proveriti
d[i] =1 <=R?R -1: 0;

// prosirujemo palindrom dok god je to moguce

// osiguravamo da je i1 + d[i] stalno paran broj
if ((1 + d[1]) % 2 == 1)
d[i]++;

// dok god su pozicije u opsegu i slova na odgovarajucim
// indeksima jednaka uvecavamo d[i] za 2 (jedno slovo s leva i
// jedno slovo zdesna)
while (1 - d[1] - 1 >= 0 & 1 + d[1] + 1 < N &&
s[(L - d[i1] - 1) / 2] == s[(L + d[i] + 1) / 2])
d[i] += 2; // ukljucujemo dva slova u palindrom

}

// ako palindrom sa centrom u 1 prosiruje desnu granicu onda njega
// uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1 + d[i] > R) {
C=1;
R =1+ d[i];
}
}

// pronalazimo najvecu duzinu palindroma i pamtimo njegov centar
int maxDuzina = 0, maxCentar = 0;
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {

148



3.2. HAJAYEKU IMAJIMHAPOMM

if (d[i] > maxDuzina) {
maxDuzina = d[1];
maxCentar = i;
}
}

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;

return 0;
}

3aparak: Hajkpaha nonyna 1o naauapoma

Hucka abaca Huje nanuuapoM (He YnTa ce UCTO ClieBa U CIECHA), aJld aKO jOj Ha MOYeTaK JOIUIIEMO KapakTepe ac,
JodujaMo HUCKY acabaca Koja jecTe MaaMHAPOM (YKTa Ce MCTO U CJIeBa U ciecHa). Hamuim nmporpam koju 3a raty
HUCKY ofipel)yje IyKUHY HajKkpaher MaJMHAPOMa KOjU Ce MOXe JOOUTH JIONMCUBAEM KapaKTepa C JIEBe CTPaHe j1aTe
HHCKE.

Vaa3: Ca craHmapIHOT yia3a ce yHocH HUCKa cacTaBbeHa o [V (1 < N < 50000) manmx clioBa eHIliecke aderiene.

N3zna3: Ha cranpapiHu usa3 UCIKUCATH TPaXkeHy AyKHMHY Hajkpahe MpolnupeHe HUCKE KOja je MaJMHAPOM.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Yaaz Hznaz Yaa3z Hznaz Yaaz Hznaz
abaca 7 anavolimilovana 15 anavolimilovanakapak 25
Pememe

IIpernocraBumMo 11a ce Hajkpahu Moryhu NaqMHIPOM MOXke AOOUTH ONMCUBAKEM HUCKE p Ha HUCKY S Tj. 1A je pS
Hajkpahiu majaMHapoM KoMe je s cyduke. Tana je ps = s'p’, rie je s’ HUCKa Koja ce 100Mja 0DpTambeM KapakTepa
HHCKE S, [IOK je p’ HUCKa Koja ce Noduja 00pTameM Kapakrepa HUCKe p. Jlakiie, s ce 3aBpiuaBa ca p’ v MOCTOjU HEKH
el npeduke ¢ Takas ga je s = tp’. 3aro je ptp’ = pt'p’, ma je t = t’ 1j. t Mmopa dutn naymHApoM. [la Ou myKuHA
npedukca p Owia MTO Mama, JyKMHA NMaJMHApoMa ¢ Mopa OuTH 1To Beha, ma je ¢ Hajayxu Moryhu najivHapoM
KOJUM HIOUMH-E HUCKA S.

Ha npumep, na drucmo oapeaunm Hajoyku HaIMHIPOM KOJjUM ce JoIymbyje Hucka s = abacba, npumehyjemo na je
IEH HajIyKd MaTHHAPOMCKHM MpedrKe HUCKa t = aba, na je p’ = cba, ma je p = abc u pe3yryjyhin MaTMHAPOM je
ps = abcabacha.

AKo je n; TyKWHa NATMHAPOMA ¢, 4 1 MyKMHA HUCKE S, MyKUHA [IENA P JEIHAKA JE 1 — N4, TA j€ yKyIHA TyKUHA
TPaKEHOT MAJTUHIAPOMA jefHaKa (n — ng) +n = 2n — ny.

MManuHapOM ¢ MOXEMO OZIPEAUTH FPyOOM CHIIOM, TaKO IITO PeJOM MPOBEPaBaMo CBe MperKce HUCKE S U TPAKUMO
HajIyX4 TATMHIPOM Mehy mrmMa.

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

bool jePalindrom(const string& s, int n) {
for (int 1 =0, j=n-1; 1 < j; 1++, j--)
if (s[i] !'= s[iD
return false;
return true;

}

int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(const string& s) {
for (int n = s.size(); n >= 1; n--)
if (jePalindrom(s, n))
return n;
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return 1;

}

int main() {
string s;
cin >> s;
// s razlazemo na prefiks + sufiks tako da je prefiks sto duzi
// palindrom. Tada je trazeni palindrom (palindrom koji se dobija sa
// sto manje dopisivanja slova na pocetak niske s) jednak:
// obrnut_sufiks + prefiks + sufiks
int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.size() - duzinaPrefiksa;
int duzinaNajkracegPalindroma = duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;
cout << duzinaNajkracegPalindroma << endl;
return 0;

}

3agarak euKacHuje MoxkeMo peruty aaropurMom KMP. AKo yMecCTo HHCKe $ OCMATpaMo HHCKY ss’ 1odujeHy
HaJOBE3MBabHEM HUCKE JOOHMjeHe 00OPTamkeM pefociiea KapakTepa HUCKE S Hajay Ky NaJTMHIPOMCKH NpeuKC HUCKE
$ je Hajayxu npeUKC HUCKE ss’ KOjU je yjeIHO HheH Cy(PUKC U KOjU MMa HajBMILE 71 KapaKTepa, T je 1 AyKHUHA
HHUCKe s. [la Ou ce cipeumio 1a ce IpMIMKOM Momymwaaka KMP Hiu3a ypauyHajy v oHM Cy(pUKCH U TPpepUKCH KOjH
caJipike 1eJTy T0JIa3Hy HHCKY, IOBOJHHO je jia ce u3Mely s u s’ moctaBu OWiIo KOju KapakTep KOjU OHM He cajpxe
(TIOIITO ce HUCKE cacToje caMo OJ] MAJIMX CJIOBa EHIVIECKe adelieie, MOKeMO, Ha IIpUMep, YIIOTPEOUTH KapakTep . ).
Kana usrpaaumo HMCKy s.s’, Taja Ha MCTU HauMH Kao y 3agatky [Ipedukc cyduke nonymwasamo KMP HU3 U mheH
TIOCTIEIIbY €JIEMEHT MPEAICTaBsba Iy KMHY HajIyKer MaJTUHAPOMCKOT IpeduKca.

#include <iostream>
#include <vectors>
#include <string>
#include <algorithm>

using namespace std;

int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(const string& s) {
string sObratno(s.rbegin(), s.rend());
string str = s + ”.” + sObratno;
vector<int> kmp(str.size() + 1, 0);
kmp[0] = -1;
for (int 1 = 0; 1 < str.size(); 1++) {
int k = i;
while (k > 0 && str[i] !'= str[kmp[k]])
k = kmp[k];
kmp[i1 + 1] = kmp[k] + 1;
}
return kmp[kmp.size() - 1];

}

int main() {
string s;
cin >> s;
// s razlazemo na prefiks + sufiks tako da je prefiks sto duzi
// palindrom. Tada je trazeni palindrom dobijen sa sto manje
// dopisivanja slova na pocetak jednak:
// obrni(sufiks) + prefiks + sufiks
int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.size() - duzinaPrefiksa;
int duzinaNajkracegPalindroma = duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;
cout << duzinaNajkracegPalindroma << endl;
return 0O;
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}
3anarak: Hajayku moqHu3 maJuHIpoM

Harmmmcatu mporpam KojuM ce 3a JaTé CTpUHTY s oApehyje oy XuHy HajayXer MOJHM3a HHUCKE S KOJU j& MaIuHIPOM.
IMoyiHM3 He Mopa [1a capKu y3acTOIHE KapaKkTepe HUCKe, aJl OHU MOpajy 1a Ce jaBbajy y UCTOM peaocieny (MoaHu3
ce oduja dpucameM IPOU3BOJLHOT Opoja KapakTepa).

VYaa3: Ca cranpapAHor yjaasa ce yuMTaBa HMCKa S CacTaB/b€Ha CaMoO OJl MajMX CJIOBA €HIVIECKe adeliesie, uMja je
nyxuHa HajBumie S000 kapakrtepa.

M3na3: Ha crangapaan n3ias UCIMCATH caMo TpaskeHy AyKUHY HajayXker MaJMHIPOMCKOT MOAHH3A.

IIpumep

Vaaz Uznaz
najduzipalindrom 5
Pememe

KpeHumo of peKyp3uBHOT pellema.

* TIpa3Ha HHCKa UMa caMo Ipa3aH MOHM3, T1a je AyKUHA HajaykKer MaTMHIPOMCKOT ITOJJHU3a jenHaka Hy . Hu-
cka ayxuHe | je cama CBOj MAJMHAPOMCKH MOJIHU3, 1A je Iy)KHHA HeHOT HajIyKer MaJuHIPOMCKOT MOHU3a
jemHaka 1.

¢ AKo HHCKa MMa Oap JBa KapakTepa, OHJa paM3aTpaMo Jia JIM CY HeH MPBU U MOCTIE/IbH KapaKTep jeqHAKH.
AKxo jecy, oHJIa OHM MOT'Y OMTH JIeO Haj/LyKer MaJIMHAPOMCKOT MOJHU3a U ITPOOJIEM Ce CBOJM Ha IIPOHAJIAKEHHE
HajIy’Xer MaJMHIPOMCKOT MOJHM3A ej1a HUCKe Oe3 PBOT M MOC/IeIbET KapakTepa. Y CYIPOTHOM OHU HE MOTY
WCTOBPEMEHO OMTHU JIE0 HajILyKer MaJuHAPOMCKOT MOJHU3A U MOTPEOHO je eMUMMUHUCATH Oap jeaH Of HhUX.
[Mpodnem, fakiie, CBOJUMO Ha MPOHANAKEHE HAJIykKer MaTUHIPOMCKOr MOJHM3a Cy(uKca HUCKe Oe3 mpBor
KapakTepa 1 Ha POHANIAKE e HajLyKer MaIMHIPOMCKOT MOJHM3a peuKca HUCKe Oe3 Moce/her KapaKkTepa.
Iyxu of1 Ta 1Ba NAJIMHAPOMCKA MOJIHU3A je TPAKEeHH MATUHIPOMCKH TOJHU3 1IeJie HUCKE.

OBHUM je MpakTUYHO JepMHHCAHA PEeKyp3HBHA IpoIegypa KOjOM Ce peliaBa MpodjeM. Y CBaKOM pPEeKyp3UBHOM
TMO3UBY BPILIM Ce aHAJIM3a HEKOr CErMeHTa (HM3a Y3aCTOIHHMX KapaKTepa Moja3He HUCKE), 1a je CBaKU PEeKYpP3UBHHU
no3uB ojpeheH ca JiBa Opoja Koju npejicTaBibajy rpanuiie Tor cerMenta. Ako ca f (1, d) 03HaYMMO TyKUHY HajIyKer
HaTMHIPOMCKOT MOJIHU3A [eia HucKe s[l, d], Taga Bake cienehe pekypeHTHe Bese.

f(l,d)=0, zal>d

fld)=1, zal=d

fll,d)=2+f(l+1,d—1), zal<dis =sq

f(l,d) =max (f(l+1,d), f(l,d—1)), zal<dis; # sq

Ha ocHOBy oBora, (byHKIIHjy je BeoMa jeTHOCTABHO UMILIEMEHTHPATH.

#include <ilostream>
#include <string>

using namespace std;

int najduziPalindrom(const string& s, int 1, int d) {
if (1 > d)
return 0;
if (1 == d)
return 1;
if (s[1] == s[d])
return 2 + najduziPalindrom(s, 1+1, d-1);
return max(najduziPalindrom(s, 1, d-1),
najduziPalindrom(s, 1+1, d));
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int najduziPalindrom(const string& s) {
return najduziPalindrom(s, 0, s.length() - 1);

}
int main() {
string s;
cin >> s;
cout << najduziPalindrom(s) << endl;
return 0;

}

VY nperxonHoj byHKLUjU J0a3U A0 MpeKJianamba peKyp3uBHUX MO3MBA, 1A je MOXKEeJbHO YIOTPeOUTH MEMOU3ALIH]Y.
3a MeMOoM3aIljy KOPUCTUMO MaTpUIly (IIPaKTUIHO, FheH TOPHHU TPOYTao y KojeM je | < d).

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

int najduziPalindrom(const string& s, int 1, int d,
vector<vector<int>>& memo) {
if (memo[1][d] != -1)
return memo[1][d];

if (1 > d)

return memo[1][d] = 0O;
if (1 == d)

return memo[1][d] = 1;

if (s[1] == s[d])
return memo[1][d] = 2 + najduziPalindrom(s, 1+1, d-1, memo);
return memo[1][d] = max(najduziPalindrom(s, 1, d-1, memo),
najduziPalindrom(s, 1+1, d, memo));

}

int najduziPalindrom(const string& s) {
vector<vector<int>> memo(s.length(), vector<int>(s.length(), -1));
return najduziPalindrom(s, 0, s.length() - 1, memo);

}
int main() {
string s;
cin >> s;
cout << najduziPalindrom(s) << endl;
return 0;

}

Jlo edukacHOr pererba MOXeMO I0HM M JUHAMUYKMM TIPOrPaMUpaeM 010310 HaBuile. EjeMeHT Ha MO3UIMju
(1, d) marpuiie 3aucu off entemeHata Ha nosuimjama (I + 1,d), (I,d — 1) n (I +1,d — 1), 10K ce KOHAYHO pelieHhe
HaJIa3H y TOPHEM JIEBOM yITy Marpuiie, Tj. Ha nosby (0,n — 1). 300r 0BakBHX 3aBHCHOCTH MATpPHILy HE MOXKEMO
TIOIY-aBaTH HA BPCTY 110 BPCTY, HU KOJIOHY O KOJIOHY, Beh aujaronaty o aujarosaty. Ha nujaroHany MCIof raBHe
YIIICY jeMO CBe HyJIe, Ha TJIaBHY AWjaroHay CBe jeAMHHIIE, a 3aTUM IOMYHABaMO jeJHY IO jeJHYy AUjarOHaTy U3HAM
[JIaBHE, CBE JJOK He I0)eMO 10 eleMeHTa Y TOPHEM JIEBOM YIITy.

[prkaxumo Kako u3riiesia MoMyHkeHa MaTpulla Ha IpuMepy HUCKe abaccba.

abaccba
0123456

a 0]1133346
b 1|0111244
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a 2| 011224
c 3| 01222
c 4] 0111
b 5] 011
a 6| 01

KoHnauHo perierse 6 oaroeapa nmogHusy abcceba.
OBO pellierbe MMa U MEMOPHjCKY M BpeMeHCKy cokenocT O (n?).

#include <iostream>
#include <string>
#include <vectors>
#include <algorithm>

using namespace std;

int najduziPalindrom(const string& s) {
int n = s.length();
vector<vector<int>> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
dp[i].resize(n, 0);
dp[i][i] = 1;
}
for (int k = 1; k < n; k++)
for (int 1L =0; 1 + k < n; 1++) {

intd =1 + k;
if (s[1] == s[d])
dp[1][d] = dp[1+1][d-1] + 2;
else
dp[1][d] = max(dp[1+1][d], dp[l][d-1]1);
}
return dp[0][n - 1];
}
int main() {
string s;
cin >> s;
cout << najduziPalindrom(s) << endl;
return 0;

}

Mewmopujcky cioxkeHocT je moryhe peaykoBatu. [Ipumehyjemo a eleMeHTH CBake IujaroHaie 3aBUce caMo O]l efie-
MeHara IMpeTxojHe e aujaroHase. Moryhe je qa yyBamo camo JiBe AujaroHane - Tekyhy u mperxonny. Tokom
axypupama Tekyhe qujaroHaje mweHe mnocrojehie ejeMeHTe HCTOBPEMEHO MpenucyjeMo y nperxoany. Kapa cy ka-
paKkTepH jeOHaKH, TaJa y NPHUBPEMEHY NPOMEHJBUBY OeNeKUMO OroBapajyhy eJeMeHT peTXOqHe JujaroHae, Ha
IErOBO MECTO YIHCYjeMo oAroBapajyhu eireMeHT Tekyhe aujaroHaje, a OHZa Ha MECTO TOT eJleMeHTa YIIHCYjeMO
BpEIHOCT IIpUBpEeMeHe POMeHJbMBe yBehaHy 3a iBa. Kaza cy kapaktepu pa3nuuuTy oarosapajyhu enemMeHT texyhe
JjaroHaJie yIucyjeMo Ha oroBapajyhe Mecto y NpeTX0JHOj A1jaroHaIu, a Ha heTOBO MECTO YIHCY jEMO MaKCUMYyM
Te U HapeJHe BpeJHOCTU TeKyhe aujaroHare.

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

int najduziPalindrom(const string& s) {
int n = s.length();
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// elementi dve prethodne dijagonale
vector<int> dpp(n, 0);
vector<int> dp(n, 1);
for (int k = 1; k < n; k++) {
for (int 1 =0; 1 + k < n; 1++) {
int d =1 + k;
if (s[1l] == s[d]) {
int tmp = dp[1];
dp[l] = dpp[1+1] + 2;
dpp[1] = tmp;
}
else {
dpp[1] = dp[1];
dp[1l] = max(dp[l], dp[l+1]);
}
}
dpp[n-k] = dp[n-K];
}

return dp[0];
}

int main() {
string s;
cin >> s;
cout << najduziPalindrom(s) << endl;
return 0;

}

Perimo jorm u fa je perierse oBOT 3agaTka Moryhe noduTn u cBohjereM Ha mpodiem oapehuBara HajILyxer 3ajen-
HUYKOT TIOIHM3a JIB€ HICKE KOjH je OmHCcaH y 3aaaTky Hajmyxu 3ajenHuuky noguus ase Hucke. Hamme, Hajmyxu
NaJMHAPOMCKH MOJHU3 jeHAK je HajaykeM 3ajeJHUYKOM IOJJHU3Y OpPUTHMHAIHE HUCKE M HUCKE KOoja ce 100Mja mhe-
HUM 00pTareM. CIIOKEHOCT OBE PeyKIMje je UCTa KAO M CIOKEHOCT JMPEKTHOr peliewa (Bpemencku O(n?), a

npoctopHo O(n)).

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si, const string& s2) {

int n1 = s1.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2 + 1, 0);
for (int 1 = 1; 1 <= n1; i++) {
int prethodni = dp[0];
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dp[j];
if (s1[i-1] == s2[j-1]) {
dp[j] = prethodni + 1;

} else {
) dp[j] = max(dp[j-11, dp[iD);
prethodni = tekucti;
}
}
return dp[n2];

}

154



3.3. PEI'VJIAPHU U3PA3HU

int najduziPalindrom(const string& s) {
string sObratno = s;
reverse(begin(sObratno), end(sObratno));
return najduziZajednickiPodniz(s, sObratno);

}
int main() {
string s;
cin >> s;
cout << najduziPalindrom(s) << endl;
return 0;

3.3 Peryaapuu uspazu

3aparak: [latymn

V¥ Texcty ce Hanasu ogpeheH Opoj maTyma, anu Cy 3allicaHy y ABa pasnnuuta (popmata. Heku cy 3anvcanu y odamky
dd.mm.gggg. (mpu Yemy maH U Mecell MOTy OUTH U jemHOIm(peHn), a Heku y odnuky mm/dd/gggg (Ty cy naH u
Mecell yBek apouudpenn). Hammmm mporpam koju u3zBaja cBe Te JaTyMe M CBE UX MCTUCYje y TpBoM opmaTy, ca
asouudpeHnM JaHoM u MecerioM. [IpeTnoctaButy Ja cy CBU JaTyMH Y JOKYMEHTY MCTIPABHO 3aIlIMCAHH.

Vaa3: Ca crangapaHor yja3a ce yHOCH JIMHH]a I10 JIMHHUja TeKCTa, CBe 10 Kpaja yna3a. IIpeTrnocraBuTy 1a ce y CBakoj
JIMHUjY HaJIa3u HajBUILIE jeJaH JaTyM.

H3na3: Ha CTaHOAPAHM MU3J1a3 UCIIUCATU TPaKECHE JaTyMme, je)laH UCnoa Apyror.

ITpumep

Vaaz Hznaz
Nikola Tesla se rodio 10.7.1856. 10.07.1856.
Nikola Tesla was born on 07/10/1856. 10.07.1856.
Pememe

HajjenmHocTaBHMjM HaYMH Ja ce 33/laTak pPeld je Ja ce yImoTpede peryjJapHH u3pa3u. PeryrapHuM m3pasmma ce
OITUCYjy IIadJIOHM TEKCTa HAa OCHOBY KOJUX MOKEMO BPIIMTH TpeTpary 1 3amMeHy. OCHOBHA BpCTa peryJiapHor u3pasa
je Hucka. Ha mpumep, perynapHu u3pa3 je abc u jenrHa HUCKA KOja je TUM M3pa3oM IMOKpHUBEHa je ympaBo abc.
Perynapnu uzpasu ce koMOMHYjy cienehum ornepatopuma.

¢ | - oBaj oneparop ce unta “win”. Ha nmpumep, perynapHu uspa3 abc | def je madmoH y koju ce ykianajy nse
Moryhe HuCKe: TIpBa je abc, a gpyra def.

e * - OBaj olepaTop ce YMTa “HyJja WIH Bulle myTa”. Ha mpumep, peryaapau u3pas a* o3HavaBa Jia ce a jaBjba
HyJ1a WM BUILE MyTa 1 00yXBaTa Mpa3Hy HUCKY, 3aTUM 3, a3, 333 M TaKO JaJbe.

* + - 0Baj omepaTop ce uuTa “jegaH wiM Buie nyta”. Ha mpumep, peryaapHu uspas a+ o3HauaBa Jia ce a jaBiba
jelaH Wiy BUILe IyTa 1 0OyXBaTa HHCKE a, 3, 33a U TaKo Jabe.

e ? - 0Baj omepaTtop ce YMTa “HyJa WM jeqaH myT . Ha mpumep, peryiapHu u3pa3 a? OIKCYje WIN MPa3Hy
HHCKY WJIM HHCKY a.

* Kaga ce Ha n3pa3 gonuiue {n} To 03HayaBa Ja ce HUCKA OIMCAHA M3Pa30M MOHaBJba TauyHO N ImyTa. Ha npumep,
a{5} o3HauaBa HKCKY 3aaaa.

e peryjJapHH W3pa3u MOCTaB/bEHHM jedaH Mopej Ipyror HpeicraBbajy JAoOIKCHBambe HUCKM. Ha mpumep,
(ab)+(cd)? ozHauaBa jma ce ab jaBrka jeJaH WM BUINE MyTa, 32 YAM MOXe, a He Mopa ja cienu cd. Heke
HICKe KOje Cy OMHCcaHe OBMM M3pa3oM cy ab, abcd, abab, ababcd uta.

* U3pasu odnuka [a-z] cy Tako3BaHe KapakTepcKe Kjace M NPelCTaBibajy jeJaH KapakTep U3 JaTor pacloHa.
W3pa3 [a-z] onwmcyje Hucke a, b, c uta., nok uzpas [0-9] omucyje jeany uudpy.

* M3pa3 . omucyje dUJI0 KOjU KapakTep, OCUM IpeJacka y HOBU pefl.

IMocroju jour Benvku Opoj perysiapHUX orepanyja 1 HaurMHa [ja ce peryJiapHi 3pa3u KOMITAKTHHUjE 3aIuIILy, aJiid UX
Hehemo omMumaTH.

JaTymu mpBoT OOJIHMKA Ce MOTY OITHCATH peryIapHuM u3pazom [0-9][0-9]12[.]1[0-9][0-9]?[.]1[0-9]{5}, a npy-
ror odbimka u3pazom [0-9]1{2}/[0-9]{2}/[0-9]{4}.
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IMoppika 3a perynapHe u3pase y C++-y gata je Kpo3 (pyHKIHje 3ar1aBba <regexs>.

dyukuyja regex_search nposepasa ja Jin ce HEKH Jie0 JaTe HUCKE YKJIara y IadjioH ONMUCaH AaTUM perysiapHUM
u3pa3oM. Pe3ynTatu nperpare ynucyjy ce y odjekar tumna smatch. ¥V nuramy je Kojaekiuja YujuM ce Mo jeAMHaYHAM
eJIEMEeHTHMa MOXe MPUCTYIUTH KOpUIThemheM HHIEKCHOT oriepaTopa [ ].

dynkumja regex_match nposepasa fa i ce 11en1a Jata HICKa yKJiarna y M1adJIoH ONMCAH JaTHM PeryIapHUM H3pa3oM.

#include <iostream>
#include <regex>

using namespace std;

string pad(string s) {
return s.size() == 1 ? (70” + s) : s;

}

int main() {
string formatl = “([0-9][0-9]1?)[.1([0-9]1[0-9]12)[.]1([0-9][0-9][0-9][0-91)[.1";
string format2 = "([0-9]{2})/([0-9]{2})/([0-9]{4})";
regex datum(”(” + formatl + ”|” + format2 + ”)”);
smatch sm;
string linija;
while (getline(cin, linija))
if (regex_search(linija, sm, datum)) {
string prepoznat_datum = sm[0];
if (regex_match(prepoznat_datum, sm, regex(formatl)))
cout << pad(sm[1]) << ”.” << pad(sm[2]) << << sm[3] <<
else if (regex_match(prepoznat_datum, sm, regex(format2)))
cout << sm[2] << ”.” << sm[1] << << sm[3] << << endl;

FX Y] EXIEY)

<< endl;

EXIEY] EXIEY]

}

return 0;

3.4 ddopmanaHe rpamMaTukKe

3anarak: [IpeBolheme nornyHo 3arpal)eHor nzpasza y nocrpuKcH 00JUK

Harmicaty mporpam Koju ucripaBad MH(UKCHA apUTMETUYKY N3pa3 KOjU MMa 3arpaje OKO CBake IpuMeHe OMHapHOT
orepaTopa MpeBoaH Y MOCT(UKCHU OOJIMK. JeJHOCTABHOCTH pajiv IPETIIOCTABUTH Jia Cy CBH ONIepaHIH jeHOLmppe-
HU OpOjeBH U [1a Ce jaBJbajy camo Orepallje caduparma 1 MHOXEHa.

Vna3: Jenuna nuHMja cTaHAApIHOT yia3a caapKu UCTIpaBaH, OTIYHO 3arpahjeH uspas.

M3na3: Ha cranpapaHy usna3 UCIMCATH TPAXKEHU MTOCT(UKCHU OOJIHK.

IIpumep

Yaaz Hznaz
(((3*5)+(7+(2*1)))*4) 35%721*++4*
Pememe

YumeHulla 1a je u3pas NoTIyHo 3arpaheH osakiaBa u3pauyHaBame, jep Hema notpede a BOAUMO padyHa O MPUo-
PUTETY M aCOIMjaTHBHOCTHU oriepaTtopa. TakBHU U3pa3u ce OMUCY ]y HApETHOM, BeOMa jeIHOCTABHOM IrPaMaTHKOM.

<izraz> :: <cifra>
<izraz> :: '(' <izraz> <izraz> ")'
<izraz> :: '(' <izraz> '*' <izraz> '")'

+

Jenan HauvH 1@ ce MPUCTYNM peliaBamy NpodiemMa je Ja ce NIpUMEeHH MHIYKTUBHO-peKyp3uBHU npuctyn. Obpana
CTPYKTYPHPAHOT yJla3a PeKyp3UBHUM (PYHKIHMjaMa ce Ha3UBa PeKyp3uUeHi CHYCili M IETAJbHO ce U3yJaBa y KypceBuMa
npeBolera NPorpaMcKux jesuka. [JedrHuineMo peKyp3uBHY (hYHKLM]Y YHjH je 3aJaTak Aa IpeBee Ae0 HUCKE KOjU
TIpeACTaBiba UCIpaBaH MH(UKCHU n3pa3. OH Moxe OMTH WK Opoj, Kaja je mpeBolerme TPUBHjaIHO jep Ce OH CaMo
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TMIpeTuIle Ha M3J1a3 WM M3pa3 y 3arpajiaMa. Y OBOM JPYyroM CiIydajy YATaMO OTBOPEHY 3arpajy, 3aTHM PeKyp3UBHAM
MO3MBOM IPEBOAVMO IPBU OIEPaH/I, HAKOH TOra YUTaMO OIIepaTop, 3aTUM PEKYP3UBHUM MO3MBOM IIPEBOANMO JPYTH
olepaH/l, HAKOH TOra YNTaMO 3aTBOPEHY 3arpajy M UCIKCYjeMO ONepaTop KOju CMO MpOoYUTaIy (OH OMBa UCIIMCAH
HETNOCPEJHO HAKOH MPEBOJA CBOJUX OIEpaHasia).

IMpomenbuBa 1 Memwa CBOjy BpeJHOCT Kpo3 pekyp3uBHe no3uBe. Ctora hemo je mpeHocH 1o pedepeHim Tako ga
MpeACTaBba U yJla3Hy U U3Ja3Hy BeJMUMHY (yHKIMje. 3agaTak (pyHKIMje je Ja MpouyMTa U3pa3 KOju MOYMIbe Ha
MOBUIM)H 4, 1A Ta TpeBejie Y MOCTPUKCHE OOJIMK U Ja TIPOMEH/BUBY 1 MIPOMEHH TaKo Jia FheHa HOBa BPEIHOCT 7’
yKa3yje Ha O3UIM]jy HICKEe HEeMOCPEeTHO HAKOH M3pa3a KOjH je MpeBe/ieH.

#include <ilostream>
#include <string>

using namespace std;

// Prevodi deo izraza od pozicije 1 u postfiksni oblik i rezultat
// nadovezuje na nisku postfiks. Po zavrsetku rada funkcije,
// promenljiva 1 ukazuje na poziciju iza prevedenog izraza.
void prevedi(const string& izraz, int& i, string& postfiks) {
if (isdigit(izraz[i]))
postfiks += izraz[i++];
else {
// preskacemo otvorenu zagradu
1++;
// prevodimo prvi operand
prevedi(izraz, i, postfiks);
// pamtimo operator
char op = izraz[i++];
// prevodimo drugi operand
prevedi(izraz, i, postfiks);
// preskacemo zatvorenu zagradu
i++;
// ispisujemo upamceni operator
postfiks += op;

// prevodi potpuno zagradjen izraz u postfiksni oblik
string prevedi(const string& izraz) {

string postfiks = ””;

int 1 = 0

prevedi(izraz, 1, postfiks);

return postfiks;

}

int main() {
string izraz;
cin >> 1zraz;
string postfiks = prevedi(izraz);
cout << postfiks << endl;
return 0;

}

Perierbe TEXHMKOM PEKYP3MBHOL CITyCTa CE MOXe MPEepajuTH TaKo [a ce JI0Ouje HepeKyp3rBHA MMILIEMEHTAIIH]a.
Hla ducmo ce ocnodoauan pekyp3uje, IoTpedHo je aa ynorpedumo crek. KibyuHa omacka je Ja ce y CTeK OKBHPY
(yHKLIHje, Tpe peKyp3WBHOTI MO3MBA 32 MpeBolerbe ApPYror onepanaa namrty orneparop. OBo HaM cyrepuile 1a Ham
j€ 3a HepeKyp3UBHY UMIUIEMEHTAIIN]Y HEOIXOIHO Ja OJIpXkKaBaMo CTeK Ha Koju hemo cmermntatu oneparope. Kaia
Hauhemo Ha Opoj mpenucyjeMo ra Ha u3Ja3, Kaja HauheMo Ha OrepaTop CTaB/baMo ra Ha CTeK, a Kajaa Hauhemo Ha
3aTBOpPEHY 3arpajly CKMIaMo U UCITHCY jeMO OMepaTop ca Bpxa CTeKa.
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Pasmotpumo, Ha ipumep, u3pas ((3+4)*(5+2))

IMpBu KapakTep je OTBOpeHa 3arpaja Kojy npeckavemo.

Hapennu kapakTep je oTBOpeHa 3arpaja Kojy rmpeckayemo.

Hapennu kapakTtep je mudpa, Kojy UCnucyjeMo (10 caja je ucnmcato 3).
Hapennu kapaxTep je ornepaTop +, KOju octaBbamo Ha ctek. CTek je caja +.
Hapennu kapakTep je mudpa, Kojy Ucnucyjemo (JIo cajia je ucriucano 34).

Hapennu kapakTep je 3aTBOpeHa 3arpasa, 1a UCIIICY JeMO OIlepaTop ca BpXa cTeka (JIo cajia je NCTIMCAHO 34+).
Crex je cama rmpasaH.

Hapennu kapaktep je oneparop * Koju nocrasbamo Ha ctek. CTek je caga *.
Hapennu kapakTep je oTBOpeHa 3arpaja Kojy rmpeckayemo.

Hapennu kapakTep je mudpa, kojy ucnucyjemo (J1o caja je ucnucato 34+5)
Hapennu kapakTep je onepaTop + KOju nocraB/bamo Ha ctek. CTek je caga *+.
Hapennu kapakTtep je mudpa, Kojy ucnucyjemo (1o cajaa je ucnucato 34+52)

Hapennu kapakrtep je 3aTBOpeHa 3arpaja, Ia KCIIHCYjeMO OIepaTop ca Bpxa cTeka (JI0 caja je WCIUCAHO
34+52+). Crex je cama *.

Hapennu kapakrtep je 3aTBopeHa 3arpaja, Ia MCIIHCYjeMO OllepaTop ca Bpxa CTeKa (10 caja je MCIMCAHO
34+52+*). CtexK je caza npasas.

#include <iostream>
#include <string>
#include <stack>
using namespace std;

bool jeOperator(char c) {

return c ==

}

+ | c=="F

string prevedi(const string& izraz) {
string postfiks;
stack<char> operatori;
for (char c : izraz) {

}

if (isdigit(c))
postfiks += c;

else if (c == ")") {
postfiks += operatori.top();
operatori.pop();

} else if (jeOperator(c))
operatori.push(c);

return postfiks;

}

int main() {
string izraz;
cin >> izraz;
string postfiks = prevedi(izraz);
cout << postfiks << endl;
return 0;
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3anarak: M3pa3 y kome Hema 3arpaja

Hanwmimnm nporpaM Koju u3padyHaBa BpeTHOCT apUTMETUYKOT U3pa3a Y KOjeM ce jaBibajy MPUPOAHU OpOjeBU U W3-
Mely BbUX ONepaTopu +, - U *, aju He U 3arpage. Hrp. 3+4*5-7*%2.

Vaa3z: JeauHa JMHUja CTAaHIAPAHOT yJia3a CaJpXKu OMKMCAHU U3pas.

MNzaa3: CranaapaHu uznas Tpeda aa caipku caMo TpakeHy BPeJHOCT yUYUTAHOT U3pasa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
344%5-7%*2 9
Pememe

Pexyp3uBHu cnycT

KaHoHCKo pelnierse 0BOT 3aaTKa je Jia ce IPUMEHHU TeXHUKA PeKyP3UBHOT CIlycTa. I'pamaTuka KOojoM ce Mory onucaTu
OBHU U3pasu je ciaeneha

E->E+T
| E-T
| T
T->T * num
| num

OcnodahameM o1 JieBe peKyp3uje H00MjaMo TPaMaTHKY:

E->TE'

E' ->+ TE'
| - TE
| eps

T->num T'
T" -> * num T'
| eps

NmmnnemenTanyja je Ha gajbe jeqHocTaBHa. CBakOM HETEPMUHAILY Y TPaMaTULI IPUAPYXKY jeMo jeqHy dhyHkuujy. Ja
OMCMO MOCTUIVIM KOPEKTHO U3pauyHaBakhe U JIEBY aCOLMjaTUBHOCT (KOja HaM je OMTHA 300T MPUCYCTBA Oy3UMaha),
¢yHKIIMje Koje oxroBapajy cumdonmma E' u T' Kao aprymeHTe prMajy BpeIHOCT U3pasa ca CBOje JIeBe CTpaHe.

#include <iostream>
#include <string>
#include <cctype>

using namespace std;

enum token {BROJ, PLUS, MINUS, PUTA, EOI};
int _vrednost;

int _poz;

string _ulaz;

token _preduvid;

token lex() {
if (_poz >= _ulaz.length())
return EOI;

char ¢ = _ulaz[_poz++];
if (c == "+")

return PLUS;
if (c == "'-")

return MINUS;
if (c == "*")

return PUTA;
_vrednost = c - '0';

while (_poz < _ulaz.length() && 1isdigit(_ulaz[_poz]))
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_vrednost = 10 * _vrednost + _ulaz[_poz++] - '0';
return BROJ;
}

int EQ);
int EP(int);
int T(Q);
int TP(int);

int E() {
/) E -> TE'
return EP(T());
}

int EP(int x) {

if (_preduvid == PLUS) {
/) E' ->+ TE'
_preduvid = lex();
return EP(x + T());

} else if (_preduvid == MINUS) {
/) E' -> - TE'
_preduvid = lex();
return EP(x - T());

} else {

// E' -> eps
return x;
}
}

int T() {
// T ->num T'
int a = _vrednost;
_preduvid = lex();
return TP(a);

}

int TP(int x) {
if (_preduvid == PUTA) {
J/ T'" -> * pum T'
_preduvid = lex();
int a = _vrednost;
_preduvid = lex();
return TP(x * a);
} else {
// T' -> eps
return Xx;
}
}

int vrednost(const string& s) {
_ulaz = s;
_poz = 0;
_preduvid = lex();
return E();

}

int main() {
string s;
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getline(cin, s);
cout << vrednost(s) << endl;
return 0;

}

INomto je pekyp3uja y CBUM CllydajeBUMa perHa, Moryhe je MoTHyHO je YKJIOHUTH.

#include <iostream>
#include <string>
#include <cctype>

using namespace std;

enum token {BROJ, PLUS, MINUS, PUTA, EOI};
int _vrednost;

int _poz;

string _ulaz;

token _preduvid;

token lex() {
if (_poz >= _ulaz.length())
return EOI;
char ¢ = _ulaz[_poz++];
if (c == '+")
return PLUS;
if (c == "-")
return MINUS;
if (c == '*")
return PUTA;
_vrednost = c - '0';
while (_poz < _ulaz.length() && 1isdigit(_ulaz[_poz]))
_vrednost = 10 * _vrednost + _ulaz[_poz++] - '0';
return BROJ;
}

int T() {
int x = _vrednost;
_preduvid = lex();
while (_preduvid == PUTA) {
_preduvid = lex();
X *= _vrednost;
_preduvid = lex();

}
return x;
}
int E() {
int x = T();
while (_preduvid == PLUS || _preduvid == MINUS) {
if (_preduvid == PLUS) {
_preduvid = lex();
x += T();
} else { // if (preduvid == MINUS)
_preduvid = lex();
x -=T();
}
}
return x;
}
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int vrednost(const string& s) {
_ulaz = s;
_poz = 0;
_preduvid = lex();
return E();

int main() {
string s;
getline(cin, s);
cout << vrednost(s) << endl;
return 0;

Pauyname Bpeanoctu texkyher cadupka

Mo3xkeMo a naMTHUMO BpeIHOCT U3pasza 0e3 Mnocjeamker cabrupka U ocedHo BpeIHOCT NoceAmwer (Tekyher) cadbupka.
BpenHocT nocneamer cadupka MHANMjAIN3YjeMo Ha 1, uuTtamo Opoj M omepaTop m3a mera, BpeAHOCT MOCIeIber
cadMpKa MHOXHMO ca dpojeM H aKo je IPOYUTAHU OIIepaTop + WM - WIM aKO CMO CTHIJIM O Kpaja HUCKE, 3aBPIIFIIA
CMO yIIPaBO Ca U3pauyHaBambeM TOT CadUpKa, U IeroBy J10/1ajeMO WM OJy3MMaMo OJ] pe3yJITaTa y 3aBUCHOCTH OJ] Tora
KOjU je OMO NMPEeTXOJHU aJUTHBHU ONepaTop. AKO CMO IIPOYUTAIU ONEepaTop + WIH -, TaMTUMO ra. BpeaHoct npBor
cadupka MOXeMO U3padyHaTy 3aceOHO 1 pe3y/ITaT MHUIIMjaJIM30BaTH Ha Hhera, 8 MOJKEMO Ha OYETKY PETHOCTABUTH
Ja je MPeTXOJHN aAUTUBHY OllepaTop OKO + (MaKko OH He MUIIE UCTIPE 13pa3a) 1 MPBHU cadrpak 0OpajnTH Kao U CBE
ocTase.

[Ipukaxxumo paj OBOT aJlrOpUTMa Ha U3pazy 8+4*5%2-7%2.

VY crapTy BpeIHOCT U3pa3a MOCTaBbaMO Ha HYITy, BPEAHOCT MIPETXOJHOT cadUpKa Ha jeflaH, a PETXOAHH OIepaTop
Ha + (EKBUBAJIEHTHO, MOXEMO YBECTH [TPOMEHJBUBY Y KOjOj TAMTUMO 3HAK CAOMpKa U MOXKEMO je MHUIIMjaTN30BaTh
Ha 1). Hakon umnrtama Opoja 8, MHOKMMO TIPETXOAHH CadMpaK KOju MMa HHUIMjAIHY BpeJHOCT 1 ca BUM, T00HjaMo
8 ¥ MOIITO CMO HAWIIUTK Ha +, 3aBPIIMIM CMO ca 0OpajJoM jeor cadupka U BpeAHOCT TeKyher pesynarara koja je 0
yBehaBamMo 3a Mpou3Boj1 BpeTHOCTH 8 (TO je BpeAHOCT ynpaBo odpaheHor cabupka) u 1 (To je BpeJHOCT 3HaKa).

BpenHocT 3HaKa oreT moctaB/baMo Ha 1 (jep CMO HaullIM Ha + M Y HapeJAHOM Kopaky he omeT OuTh moTpedHO
yBehamwe BpeIHOCTH), a BpeAHOCT TeKkyher cadupka MoHoBO BpahaMo Ha MHMLMjaJIHY BpegHocT 1. Yuramo 3atum 4
Y MHOXMMO TeKyhu cadupak ca 4 (JodujamMo BpeJHOCT 4), 3aTUM YMTaMO 5 ¥ MHOXKHUMO ra ca 5 (1001jaMo BpeiHOCT
20) ¥ 3aTUM YUTAMO 2 ¥ MHOKHMO Ta ca 2 (uume nodujamo 40). Tlomro je cienehu orepaTop -, 3aBPIIAINA CMO ca
00pazo jomr jegHor cadupka M pel3yaTaT yBehaBamo 3a BpeIHOCT TeKyher cadrpka IIOMHOXEHY BpeqHOIINy 3HaKa
(modujamo BpemHOCT 48).

3Hak noctap/baMo Ha -1 (jep he ce HapeaHu cadupak oIy3UMaT) U BpeaHocT Tekyher cadipka moHoBo Bpahamo Ha
WHUIMjaHY BpeaHocT 1. HakoH Tora yntamo 7 1 ibUMe MHOXHUMO BpeIHOCT Tekyher cadupka (1o0ujamo BpegHOCT
7), 3aTUM YMTaMO 2 U ’bOME MHOXXUMO BpeHOCT Tekyher cabupka (100ujamo BpeaHOCT 14) U MOIITO CMO CTUTJIH /IO
Kpaja, pe3yirar yehaBaMo 3a MPOMU3BOJ 3HAKa U BpeIHOCTH Tekyher cadupka (Tj. Ha 30uMp AonmajeMo -14), uume
J00MjaMO KOHauYHYy BPeIHOCT 34.

#include <ilostreams>
#include <string>

using namespace std;

int vrednost(const string& s) {
int rezultat = 0;
int znakTekucegSabirka = 1;
int tekuciSabirak = 1;
int tekuciBroj = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= s.length(); i++)
if (1 < s.length() && isdigit(s[i]))
// procitali smo cifru
// dodajemo je kao poslednju cifru tekuceg broja
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tekuciBroj = 10 * tekuciBroj + s[i] - '0';
else {
// dosli smo do nekog operatora ili kraja broja

// tekuci broj je faktor tekuceg sabirka

tekuciSabirak *= tekuciBroj;

// zavrsili smo sa obradom tekuceg broja i priremamo se za
// citanje narednog

tekuciBroj = 0;

// ako smo stigli do kraja ili procitali aditivni operator
// zavrsili smo obradu tekuceg sabirka
if (1 == s.length() || s[i] == "+' || s[1] == '-") {
// rezultat uvecavamo 1li umanjujemo za tekuci sabirak u
// zavisnosti od ranije odredjenog znaka
rezultat += znakTekucegSabirka * tekuciSabirak;
if (1 < s.length()) {
// priremamo se za obradu narednog sabirka
tekuciSabirak = 1;
// njegov znak postavljamo u zavisnosti od operatora na koji
// smo naisli
znakTekucegSabirka = s[i1] == '+' 2 1 : -1;
}
}
}

return rezultat;

}

int main() {
string s;
getline(cin, s);
cout << vrednost(s) << endl;
return 0;

CrnekyIaTnBHO N3padyyHABame

MHTepecaHTHA TEXHUKA KOjY MOXEMO MPUMEHHUTH Y OBOM 3aJIaTKy je U3pauyHaBatbe PeJOM jeIHOT 10 jeHOT MOIu-
3pasa.

PazmoTpumo uzpas 3+4-2+5*7. M3pauyHaBaMo BpeJHOCT U3pasa 3, 3aTuM 3+4, 3aTuM 3+4-2, 3aTuM 3+4-2+5 1 Ha
Kpajy 3+4-2+5%7. BpenHocT NpeTX0HO U3pauyHATOr U3pa3a MOMaxe Ja ce u3pauyHa BpeIHOCT HapeIHOr U3pasa.
Ha nprmep, ako 3HaMo BpeqHOCT M3pasa 3, Taja BpeJHOCT u3pasa 3+4 1oOHjaMo TaKo IITO Ha Ty BPEJHOCT A0JIajeMO
BpeIHOCT Opoja 4.

V ommreM ciyvajy, ako 3HAMO BPeJHOCT M3pas3a €, Tajia BpeAHOCT U3pas3a e+x JOOHjaMO TaKo MITO Ha Ty BPEAHOCT
J01aMo BpeHocT opoja x. CIUYHO, ako 3HaMO BPEJHOCT U3pas3a e, Tajla BPeJHOCT U3pasa e-X J00HMjaMo TakKo HITO
0]1 Te BPEeTHOCTH OJy3MeMO BPEAHOCT Opoja X.

Ciyyaj MHOXeHa je Majlo KOMIUTMKOBAHU)H.

AKO 3HaMO BpPeIOHOCT U3pasa 3+4-2+5, BpeIHOCT u3pas3a 3+4-2+5%7 He MOkeMO U3padyHATH jeTHOCTAaBHUM MHOXe-
weM ca 7. Hamme, y n3pa3zy 3+4-2+5 Opoj 5 npencrasipa ogpeleHn BUIIAK U OH je JoJaT Ha TeKyhy cymy cIieKyia-
TUBHO (TIO/] MPETIIOCTABKOM JIa Ce U3a hera Hehe Hahiu orepatop MHOXEHa). AKO Ce Taj orepaTop UIak MojaBu, OHAA
Ty BpeHoCT 5 Tpeda omy3eTu o1l Tekyher 30upa (Tako 1a ce 100uje BpeAHOCT u3pasa 3+4-2), 3aTUM je IOMHOXUTH
ca 7 ¥ Ha Kpajy Taj IPOM3BOJ JIOAATH Ha BPEAHOCT U3pas3a.

VY ommtem ciydajy, ako UMaMo U3pa3 OOJIMKa e+e'*X, U 3HaMO BPEJHOCT u3pas3a e+e', BpeJAHOCT HOBOT U3pa3a
J00MjaMO TaKo WITO OJ BPEAHOCTH U3pa3a e+e' OJy3MeMO BpEIHOCT €' a 3aTUM J0jaMo BpedHocT e'*x. [la du
0BO dom1o Moryhe y3 BpeIHOCT cBakor Tekyher n3pasa Koju MaJjio [0 MaJio IPOIIAPY jeMO, YBeK TAMTHMO M BPEIHOCT
TIOCIEIEHET CadUpKa KO Y leMy yUecTBy je (Taj cadupak Moxke OUTH M HeraTBaH, ako je HCIpe]] Fbera 3HAK MUHYC).
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ITABA 3. AJITOPUTMHU TERCTA

[Ipukaxxumo paj OBOTr aJITOPUTMa Ha U3pasy 8+4*5%2-7%2.

VY crapry BpeAHOCT U3pa3a OCTaB/baMO Ha HyJIy, Kao M BpeJHOCT Nociemer cadupka. HakoH Tora Hamnasumo Ha
BpesHoCT 8, yBehaBaMo BpeTHOCT M3pasa Ha 8, IITO je yjeJHO M BPEeAHOCT MOCIeber cadupKa.

Hakon Tora Hauasumo Ha cadupare ca BpeHouihy 4, ygehaBamo BpeiHOCT U3pa3a Ha 12, a BpeHOCT MOCTIe/IEber
cadupka mocraBbamo Ha 4.

[ToiTo HaKOH TOra HAaMJIA3MMO Ha MHOXEHe OpojeM 5, o1 BpeqHOCTH 12 0/1y3MMaMo BpeIHOCT 4 (KOja je TOrperiHo
JI0[aHa) U gojajemMo 4*5, yume g0o0ujamo 28, TOK BPeAHOCT MOC/eAner cadupKa rnocraBbamo Ha 20.

[MomTo HaMMa3MMO Ha jOII jeJJHO MHOXEH-€ OIMET Of BPEIHOCTH 28 Oy3MMaMO BpeAHOCT 20 (Koja je MOrperiHo
JI0IaHa), a 3aTUM JojajeMo 20*2 yume J00HjaMo BpeIHOCT 48, TOK BPEAHOCT MOCIEAmher cadupKa MocTaB/baMo Ha
40.

HaxkoH Tora nosasumo 10 ofy3uMara BPeTHOCTH 7 TakKo Ja BpeAHOCT M3pasa Moctaje 41, a mocjaeqmu cadupak
NOCTaB/baMoO Ha - 7.

Ha xpajy, on 30upa ogy3umamo THX -7 (KOju Cy HOTpelrHo JoAaH) u yBehaBamo ra 3a - 7*2 yume godujamo 34, a
noceamby cabupak MocTaBbaMo Ha -14.

KonauHa BpegHOCT u3paza je 34.

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

int vrednost(const string& s) {
int rezultat = 0;
char op = '+';
int tekuciBroj = 0;

int poslednjiSabirak = 0;

for (int 1 = 0; 1 <= s.length(); i++)
if (1 < s.length() && isdigit(s[i]))
// procitali smo cifru
// dodajemo je kao poslednju cifru tekuceg broja
tekuciBroj = 10 * tekuciBroj + s[i] - '0';
else {
switch (op) {
case '+':
// rezultat uvecavamo za tekuci broj (nadajuci se da iza njega
// ne ide *)
rezultat += tekuciBroj;
poslednjiSabirak = tekuciBroj;
break;
case '-':
// rezultat umanjujemo za tekuci broj (nadajuci se da iza
// njega ne ide *)

rezultat -= tekuciBroj;
poslednjiSabirak = -tekuciBroj;
break;
case '*';
// rezultat je u prethodnom koraku greskom uvecan za poslednji sabirak
rezultat -= poslednjiSabirak;

// poslednji sabirak treba da ukljuci 1 tekuci broj kao faktor
poslednjiSabirak = poslednjiSabirak * tekuciBroj;

// uvecavamo rezultat za azuirarani poslednji sabirak,

// nadajuci se da se iza njega nece vise javljati znak *
rezultat += poslednjiSabirak;

break;
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3.4. POPMAJIHE TIPAMATHUKE

}

// zavrsili smo sa obradom tekuceg broja i priremamo se za

// citanje narednog

tekuciBroj = 0;

if (1 < s.length())
// pamtimo operator pre citanja narednog broja, jer nam on
// govori kako naredni broj koji budemo procitali treba
// ukljuciti u rezultat
op = s[i];

}

return rezultat;

}

int main() {
string s;
getline(cin, s);
cout << vrednost(s) << endl;
return 0;

Bagarak: Bpegnocr uspasa

Hanucatu nporpam KojuM ce u3pauyHaBajy U IpUKa3yjy BPeAHOCTH JaTHX apUTMETHUKUX u3pa3a. CBaku uspas je
WCIIPaBHO 3aJaT, CACTOjH Ce Off MPUPOTHHUX OpojeBa U orepanmja +, -, * u / (11e100pojHo nebewe). Kopumhemem
npomupere bexycore Hotaumje (EBNF), ciHTaKkcy m3pa3za MOXeMO onumcaTH Ha criefiehn HaunH:

<izraz> ::= <term> {<operacijal> <term>}
<term> ::= <faktor> {<operacija2> <faktor>}
<faktor> ::= <broj> | '(' <izraz> ')'

<broj> ::= <cifra> {<cifra>}

<cifra> ::= '0" | '1'" | ... ] '9'
<operacijal> ::= '+' | '-'

<operacija2> ::= '*¥' | '/'

Vaa3z: ¥V cBakoj JIMHMjU CTaHAAPHOT yJa3a Hajla3y ce UCIpaBaH u3pas (M3pa3 He Cafipiku pa3Make).

M3aa3: Cpaka JMHMja CTAHOAPAHOT M371a3a CapXKHU PEIOM BPeJHOCTH U3pa3a JaTHX Ha CTAaHAAPAHOM YJIa3y, CBaka
BPEIHOCT y MoceOHOj IMHUjU. AKO U3pa3 Huje nedpuHucaH, 300r aebera 0, mpukaszatu nopyky deljenje nulom.

ITpumep

Vaaz Hznaz

1+2*3-4 3
2*3-5%(100-8*12) -14
123-43*(12-3*5)/(17-35/2) deljenje nulom
12/5+2 4

Pememe

BpenHocT m3pa3a pauyHaAMO TEXHHUKOM peKyp3WBHOr criycra. CBakM HEeTEpMUHAJ rpamMaThke hemo mpencTaBUTH
nocedHOM (PYHKIMJOM KOja YMTa [0 U3pa3a KOjU ce N3BO3U U3 TOT HeTepMHUHaa U Bpaha BpeTHOCT TOr Jieia u3pasa.
dyHKIM U ce o pedpepeHIIr TPEHOCH MHIEKC 1 KOjH 03HavaBa IMOYETaK JeJia HUCKe S KOju ce aHamm3upa. Ha kpajy
pana (yHKIIMje oBaj UHAEKC ce MpeMellTa 1u3a MpOoYnTaHor Aejia Hucke. [IpomeHsbuBa ok koja ce Takofje mpeHocu
1o pedpepeHIr je MHIUKATOP Jia JIM je JOIIUIO JIO TPEllKe Je/bekba HYJIOM TOKOM M3payyHaBarba BPeJHOCTH U3pasa.

#include <iostream>
#include<string>

using namespace std;
int term(string, size_t&, bool&);

int faktor(string, size_t&, bool&);
int broj(string, size_t&);
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ITABA 3. AJITOPUTMHU TERCTA

int 1zraz(string s, size_t &1, bool &ok) {
int a = term(s, i, ok);

while (ok &% 1 < s.length() && (s[i] == '+' || s[i1] == '"-")) {
if (s[i] == "+') {
1++;
a += term(s, 1, ok);
} else if (s[1] == '-') {
1++;
a -= term(s,i,0k);
}
}
return a;

}

int term(string s, size_t &i, bool &ok) {
int a = faktor(s,i,0k);
while (ok && i1 < s.length() && (s[i] == '"*' || s[i1] == '/")) {
1++;
if (s[i1 - 1] == '*")
a *= faktor(s,1,0k);

else {
int b = faktor(s,i,0k);
if (b == 0)
ok = false;
else
a /= b;
}
}
return a;

}

int faktor(string s, size_t&i, bool &ok) {
if (isdigit(s[i]))
return broj(s, i);

else {
1++;
int a = izraz(s, i, ok);
1+4;
return a;
}

}

int broj(string s, size_t &i) {
int x = 0;
while (1 < s.length() && isdigit(s[i])) {
X = x*¥10 + s[1]-'0";
1++;
}
return x;

}

int main() {
string s;
size_t 1;
int rez;
bool ok;
while (cin >> s) {
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3.4. POPMAJIHE TIPAMATHUKE

i=0;
ok = true;
rez = izraz(s, i, ok);
if (ok)
cout << rez << endl;
else
cout << ”deljenje nulom” << endl;
}
return 0;

}

W3pauyHaBare BpeJHOCTH M3pa3a je oneT KOMOMHaIMja IpeBoljera Y MOCT(UKCHU OOJIMK M M3pavyyHaBama Bpej-
HOCTHY TIOCT(PUKCHOT M3pa3a.

ITpodnem ce pemasa cIMYHO Kao KO MOTIYHO 3arpaleHux U3pasa, anu oBaj IyT ce Mopa odpahaTy naxmwa Ha MpHU-
OpHTET M acOLMjATUBHOCT onepaTtopa. Peleme ce Moxe HalpaBUTH PEKYP3UBHUM CITyCTOM, aji ce TuMe Hehemo
daBuTH y oBOM Kypcy. KibyuHa qusiema je mra paguTi y CUTyalMju KaJa ce pounTa op2 y u3pasy odosmka i1 opl
12 op2 i3 rme cy i1, 12 u 13 Tpu u3paza (dusto Opoja duso m3pasza y 3arpagama), a opl u op2 asa oneparopa. Y
TOM TPEHYyTKY Ha u3na3y he ce HajazuTu u3pas 11 npesBeleH y NocT(UKCHU OOJIUK U U3a Hera u3pas i2 mpeseleH
y HOCcTHUKCHU ODJIMK, 0K he ce onepatop opl Hala3UTH Ha BPXy CTeKa oneparopa. YKoiuko opl nma Behu npuo-
pUTET Off ollepaTopa Op2 WM YKOJIMKO UM je IPUOPUTET UCTH, aJIU je aCOLUjaTUBHOCT JIeBa, Taja je MOTPedHO MPBO
n3pavyHaBaTy U3pa3 i1 opl 12 Tmme mTo ce oneparop opl ca Bpxa cTeKka npedary Ha u3na3. Y CylpoTHOM (ako
op2 uMa Behu MpHOpHUTET WM aKo je MPUOPUTET UCTH, a aCOLMjaTUBHOCT JIECHA) OrepaTop opl ocTaje Ha CTeKy |
W3HAJ Hera ce MOoCTaBjba orepaTop op2.

OBo je jenan o MHOTHX ajropuTama Koje je usBeo Excrep JlejkcTpa v Ha3uBa ce Ha eHIJIECKOM je3uky Shunting yard
algortihm, mTo du ce MOIJIO CIIOOOAHO MPEBECTH KA0 AJITOPUTAM COPTHPAba JKEJIe3HNUKHUX BaroHa. 3aMUCIMMO Ja
n3pa3 Tpeda na npehe ca jemHOr Ha Opyrd Kpaj mpyre. Ha mpysu ce Hanasu criopeqHH KOJIOceK (Mpyra je y odmKy
cnoBa T ¥ clope/IHY KOJIOCEK je ycripaBHa npTa). eoBu n3pasa rpesase ca JeCHOT Ha JICBH Kpaj (3aMHUCIAMO Ja ULy
1o ropw0j uBHIM ciioBa T). BpojeBu yBek npenase aupekTHo. OnepaTopu ce yBeK 3aIpKaBajy Ha CIIOPeTHOM KOJIO-
CeKy, aJl TaKO Ja ce Mpe Hero LITOo orepaTop yhe Ha CopeH! KOJIOCEK ca Hhera Ha U3J1a3 Impedallyjy CBU onepaTtopu
KOjH Cy BUIIET IPUOPUTETA Y OTHOCY Ha TeKyhU WM UMajy UCTH IPHOPUTET Kao TeKyhu a JIeBo cy aconujaTuBHu. U
OTBOpEHE 3arpajie ce MOCTaB/bajy Ha CIOpeIHH KOJIOCeK, a Kaja Hanfe 3aTBOpEeHa 3arpaja ca CIiopeHOT KoJIoceKa
ce yKJIamkajy CBU OIepaTopy O OTBOpeHe 3arpaje. Kama ce ucipnu 11eo n3pas Ha JeCHO]j CTpaHH, CBH OIIEpaToOpH ca
CIIOpeIHOT KoJloceKa ce mpedairyjy Ha JIeBy cTpaHy. JacHO je Ja CIopeIHH KOJIOCEK MMa MOHAIIamke CTeKa, Tako Ja
HMIUIEMEHTAIM]y MOXEMO HallpaBUTH KOpUIINemeM cTeka Ha Koju heMo cTaBjbaTH onepaTope.

Nnyctpyjmo OBy KeJe3HUUKY aHAJIOTH]y jEAHUM IIPUMEPOM.

----- (2+3)*542*5 ----- 243)*542%5 2 ----- +3)*5+2%5
I I I
I ( (
2 ----- 3)*5+2%5 23 ----- )*542*%5 23+ ----- *542%5

+ I

( ( I
23+ ----- 5+2*5 2345 ----- +2*5 2345% ----- 2*5
I I I
* * +
2345%2 ----- *5 23+5%2 ----- 5 23+5%25 -----
| * *
+ + +
23+5%25%+ -----
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#include <iostream>
#include <string>
#include <stack>

using namespace std;

// provera da li je karakter aritmeticki operator

bool jeOperator(char c) {
return c == '+

}

// prioritet datog operatora
int prioritet(char c) {
if (c == "+'" || c=="'-")
return 1;
else if (c == "*' || c=="/")
return 2;
// greska
return 0;

}

[l c=="-"1]] c=="%

[l c=="/";

// primenjuje datu operaciju na dve vrednosti na vrhu steka,
// zamenjujuéi ih sa rezultatom primene te operacije
// vracamo informaciju o tome da li operator uspesno primenjen ili je

// doslo do deljenja nulom

bool primeni(stack<char>& operatori, stack<int>& vrednosti) {
// operator se nalazi na vrhu steka operatora
char op = operatori.top(); operatori.pop();
// operandi se nalaze na vrhu steka operatora
int op2 = vrednosti.top(); vrednosti.pop();
int opl = vrednosti.top(); vrednosti.pop();

// izracunavamo vrednost izraza

int v = 0;

if (op == '+') v = opl + op2;

else if (op == '-') v = opl - op2;
else if (op == '*') v = opl * op2;

else if (op == '/') {

// deljenje nulom

if (op2 == 0)

return false;

v = opl / op2;
}
// postavljamo ga na stek operatora
vrednosti.push(v);
// operator je uspesno primenjen
return true;

// izracunavamo vrednost izraza

// vracamo informaciju o tome da li je vrednost uspesno izracunata ili

// Jje doslo do deljenja nulom

bool vrednost(const string& izraz, int& v) {

stack<int> vrednosti;
stack<char> operatori;

// analiziramo sve karaktere u ulaznom izrazu
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int 1 = 0;
while (i1 < izraz.length()) {
if (isdigit(izraz[i])) {
// brojevne konstante postavljamo na stek

v = izraz[i] - '0';

1++;

while (i < izraz.length() && isdigit(izraz[i]))
v =10 * v + (izraz[i++] - '0');

vrednosti.push(v);
} else if (izraz[i] == "(") {
// otvorene zagrade postavljamo na stek
operatori.push('(');
1++;
} else if (izraz[i] == ")"') {
// izracunavamo vrednost izraza u zagradi
while (operatori.top() !'= '(")
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;
// uklanjamo otvorenu zagradu
operatori.pop();
1++;
} else if (jeOperator(izraz[i])) {
// obradujemo sve prethodne operatore viseg prioriteta
while (!operatori.empty() && jeOperator(operatori.top()) &&
prioritet(operatori.top()) >= prioritet(izraz[i]))
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;
// stavljamo operator na stek
operatori.push(izraz[i]);
1++;
}
}

// izracunavamo sve preostale operacije
while (!operatori.empty())
if (!primeni(operatori, vrednosti))
return false;

// vrednost izraza se nalazi na vrhu steka
v = vrednosti.top();
return true;

}

int main() {
// citamo linije do kraja ulaza
string s;
while (cin >> s) {
// pokusavamo da izracunamo vrednost izraza
int rez;
if (vrednost(s, rez))
cout << rez << endl;
else
cout << “deljenje nulom” << endl;
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I'naBa 4

I'eoMeTpHjCKHN aJIropuTMHu

4.1 CkajapH¥ U BEeKTOPCKH MPOU3BO]]

3aparak: KosmHeapHOCT 4 HOPMAJIHOCT BEKTOpa

Hanmim niporpam koju oapeljyje oa i cy Ba TPOOMMEH3HOHAIHA BEKTOpa MeljycoOHO KoJMHeapHa U 1a JiM Cy
MelycodHO HOpMaJTHa.

Vana3: [pBa nuHUja cTaHgapAHOT yhas3a caapxu Tpu Lena dpoja uzmehy -100 u 100 paznBojeHa ca mo jeqHUM
pa3sMakoM, Koje Ipe/cTaB/bajy KOOpAUHaTe MpBor BekTopa. Jlpyra JMHUja CTaHIApAOHOr yJas3a cagpxky TpH Lea
opoja mzmehy -100 u 100 pa3zaBojeHa ca 1o jeAHUM pa3MaKoOM, KOje MPeICTaBbajy KOOpAUHATE IPYTror BEKTOpa.

N3na3: Ha cranpapaau nsna3 ucnucatu TekeT kolinearni ako cy Bektopu KoimHeapHH, normalni ako cy Hopmai-
HU WK - aKO HUCY HU jeIHO HU JIPYTO.

ITpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz
325 normalni 325 kolinearni
1-41 6 410

Pememe

JIBa BEKTOpa Cy KOJIMHEeapHa aKO U CAMO aKO MM j& BEKTOPCKH ITPOU3BOJL jeIHAK HYJIM, 2 HOPMaJIHa aKO U CAMO aKO UM
j€ CKaapHH IPOU3BO[ jeiHAK HyJ M. BeKTopcKu Ipou3BoA BeKTopa (21, Y1, 21) U (T2, Y2, 22) CE MOXE U3paTyHATH
roMohy leTepMUHAHTe

) ik
1 Y1 <
T2 Y2 22

M jelHaK je BeKTOpy (Y122 — 21Y2, 21L2 — X122, T1Y2 — Y122). HDUXOB CKaJapHW HNPOM3BOA jefHAK je T1T2 +
Y1Yy2 + 2122.

#include <iostream>
using namespace std;

int skalarni_proizvod(int x1, int y1, int zi1,
int x2, int y2, int z2) {
return x1*x2 + yl*y2 + z1%*z2;

}

vold vektorski_proizvod(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2,
int& x, int& y, int& z) {
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// T J ok
// x1 yl1 z1
// x2 y2 z2

X = yl*z2 - y2*z1;

y = z1*x2 - x1*z2;

z = x1*y2 - x2*yl;
}

int main() {
int x1, y1, z1;
cin >> x1 >> y1 >> z1;
int x2, y2, z2;
cin >> x2 >> y2 >> z2;

bool specijalni = false;

if (skalarni_proizvod(x1, y1, z1, x2, y2, z2) == 0) {
cout << ”normalni” << endl;
specijalni = true;

}

int x, vy, z;
vektorski_proizvod(x1, y1, z1, x2, y2, z2, X, Yy, z);
if (x == 0 && y == 0 & z == 0) {

cout << “kolinearni” << endl;

specijalni = true;

}
if (!specijalni)

cout << ”-” << endl;
return 0;

}

3anarak: Koauneapne tauke

Harmmmmm nporpam ko ju ofgpelyje KOMMKO Tadaka U3 IaTOT CKyIla Tayaka MpUIaja AaToj Mpasoj.

Vaa3z: Ca craagapAHOr yja3a ce yunTaBajy KOOpAMHATE [IBE pa3ndnTe TauKe KojuMa je ofpehena mpasa (y HIpBoOj
JIMHUWjU Ce HaJsla3e JiBa 1iela Opoja pa3aBojeHa pa3MakoM Koje MpeicTaB/bajy KOOpAUHATE MpBE Tauke, a y APYroj
JBa 11eJ1a Opoja pa3aBojeHa pa3MaKkoM Koje MpelcTaBibajy KoopauHaTe Apyre Tauke). HakoH Tora ce yuuraBa Opoj
tayaka n (1 < n < 100), a 3aTUM U3 HapeIHUX 7 JIMHMja KOOpAMHATE TUX Tayaka (CBaka JMHHUja CaapkKu JBa liesia
Opoja pa3mBojeHa pa3sMaKoM).

M3na3: Ha crangapaay n3ias UCIMCATH TPaKeHH Opoj Tadaka Koje MpUIaaajy mpasoj.

IIpumep

Vaaz Uznasz
12 3
34

5

-8 -7

-8 -9

12

23

00

Pememe

Tauke A = (x1,y1), B = (22,y2) u C = (x3,y3) Cy KOJIMHEapHE aKO U CAMO aKO Cy BEKTOPH AB = (xo—x1,y2 —
1,0)u AC = (x3 —x1,y3 — Y1, 0) KoJMHEAPHH, Tj. aKO UM je BeKTopcku mpou3Boy 0. JIo OBOT 3aK/byUKa CE MOXE
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Johu 1 aKko ce MpUMeTH Jla Cy Tauke KOOJHMHEapHe ako M caMo aKko je MOBPIIMHA TPOyIyia KOju 0odpasyjy jenHaka
HyJ¥ (a TIOBPILIMHA TPOYIVIA jeJHaKa je MOJOBUHU MHTEH3UTETa BEKTOPCKOT ITPOU3BO.A).

#include <iostream>
using namespace std;

void vektorski_proizvod(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2,
int& x, int& y, int& z) {
// izracunavamo determinantu:

// Tt J ok
// x1 yl1 z1
// x2 y2 z2
X = yl%*z2 - y2*z1;

y = z1*x2 - x1*z2;
z = x1*y2 - x2*yl;
}

bool kolinearni_vektori(int x1, int y1, int z1,
int x2, int y2, int z2) {
int x, vy, z;
vektorski_proizvod(x1, y1, z1,
X2, y2, z2,
X, ¥, Z);
return x == 0 && y == 0 && z == 0;
}

bool kolinearne_tacke(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {
return kolinearni_vektori(x1l - x2, y1 - y2, 0,
x1 - x3, y1 - y3, 0);
}

int main() {
int x1, yi;
cin >> x1 >> y1;
int x2, y2;
cin >> x2 >> y2;
int n;
cin >> n;
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x, vy;
cin >> x >> y;
if (kolinearne_tacke(x1, y1, x2, y2, X, Vy))
broj++;
}
cout << broj << endl;
return 0;

}

TTowITo IPETIoCTaBbamo Aa Bektopn AB u AC npunazajy pasau 20y, BEXOB BEKTOPCKH IPOM3BOJ j& OPTOIOHAIAH
Ha Ty paBaH. 3aucTa, ierobe koopauHate ¢y ((ze — 1) (ys — y1) — (y2 — y1) (23 — x1),0,0) 1 OH je jenHak HyIn
aKo M camo ako je (x2 — 1)(ys —y1) = (y2 — y1) (@3 — x1).

#include <ilostream>
using namespace std;

bool kolinearne_tacke(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {
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return (x1-x2)*(y1-y3) == (y1-y2)*(x1-x3);
}

int main() {

int x1, yi;

cin >> x1 >> yi;

int x2, y2;

cin >> x2 >> y2;

int n;

cin >> n;

int broj = 0;

for (int 1 =
int x, vy;
cin >> x >> y;
if (kolinearne_tacke(x1, y1, x2, y2, X, Vy))

broj++;

0; 1 <n; 44) {

}

cout << broj << endl;
return 0;

}

3anarak: Ca ucre crpane

Harnumm nporpam koju yTBphyje KOIMKO ce JaTHX Tayaka Hajla3M ca MCTe CTpaHe IpaBe Kao U je[jHa 3aJaTaKka Tauka.

Vaa3z: Ca crangapAHOr yiasa ce YHOCe JiBe pasinunte Tauke A U B xoje oapeljyjy npaBy, 3atum Tauka 7', HAKOH
tora Opoj tayaka n (10 < n < 100), n HakoH Tora n Tayaka. CBaka Tayka je 3ajata y moceOHOM peny, momohy
CBOje [IBe eJI0OpOjHEe KOOPAWHATE pa3/iBOjeHe jeTHUM Pa3MaKOM.

WM3aa3: Onuc u3na3Hux mmojaTaka.
IIpumep

Vaaz Uznasz
1 3

2

1

4
5
6
-1 -5
-5 -2

Odjamrserve

N NWwWuUuoNE.

Tauke (3,4), (2,6) u (—5, —2) ce Hanase ca ucTe cTpaHe pase ojpehere Taukama (1, 1) u (2, 2) kao 1 Tauka (0, 1).
Pememe

Tauka T u 5 cy ca ucte cTpaHe npaBe AB ako u camo ako je opujentaruja tpojku ABT) u ABT; jennaka. Opu-
jenranuja Tpojke ABT ce Moxe oJpeJuT Ha OCHOBY 3HaKa BEKTOPCKOT mpou3Boja Bektopa AT u BT.

#include <ilostream>
using namespace std;

// moguce orijentacije trojke tacaka
enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA};

Orijentacija orijentacija(int xa, int ya, int xb, int yb, int xc, int yc) {

int d = (xb-xa)*(yc-ya) - (xc-xa)*(yb-ya);
if (d > 0)
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return POZITIVNA;
else if (d < 0)

return NEGATIVNA;
else

return KOLINEARNE;

}

bool salsteStrane(int xa, int ya, int xb, int yb,
int x1, int y1, int x2, int y2) {
return orijentacija(xa, ya, xb, yb, x1, y1) ==
orijentacija(xa, ya, xb, yb, x2, y2);

}

int main() {
int xa, ya;
cin >> xa >> ya;
int xb, yb;
cin >> xb >> yb;
int x1, yi;
cin >> x1 >> y1;
int n;
cin >> n;
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x2, y2;
cin >> x2 >> y2;
if (salsteStrane(xa, ya, xb, yb, x1, y1, x2, y2))
broj++;
}
cout << broj << endl;
return 0;

}
3aparak: Tauka y Tpoyriy
Hanwinm nporpam Koju npoBepasa J1a JId ce Tauka Hajla3u Y YHYTPAIbOCTH TPOYIJIa.

Vaa3: Ca crangapaHor yasa ce yHocu 8 peantux dpojesa us unrepsaia [—10, 10], 3a0kpyxeHux Ha 1B JelEMAae.
YV npBOM peay ce yHOCe X M y KOOpJHMHATa Tauke KOja ce aHAIM3KpPa, a y HapeJHa TPH pefia X U y KOOpAWHATe TeMeHa
Tpoyria. Melhy 4 yHeTe Tauke HeMa KOJMHEAPHHX.

WN3aa3: Ha CTaHAapAHU U3J1a3 UCIIUCATH da ako Tauka Ipunaga Tpoyriy Wid ne ako HE IpuIiajaa.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Uznaz Vaaz Uznaz
0.00 2.00 da -3.50 3.50 ne
-3.00 -3.00 -3.00 -3.00

-1.00 4.00 -1.00 4.00

3.00 2.00 3.00 2.00

Pememe

Tauka 1" je yHyTap Tpoyria ABC ako 1 camo ako je noepumHa Tpoyria ABC' jeqHaka 30Mpy NOBPIIKMHA TPOYIJIOBA
ABT, ATCuTBC.

#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;

// tolerancija
const double EPS = le-6;
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// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka {
double x, y;
Tacka(double x_, double y_) {
X=Xy =Y
}
1

double povrsinaTrougla(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
// pertle (cik-cak)
return abs(+ A.x*B.y + B.x*C.y + C.x*A.y
- A.x*C.y - C.x*B.y - B.x*A.y) / 2.0;
}

bool tackaUTrouglu(const Tacka& T,
const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
// racunamo povrsinu trougla ABC
double P = povrsinaTrougla(A, B, C);
// racunamo povrsine trouglova TBC, TAC 1 TAB
double P1 = povrsinaTrougla(T, B, C);
double P2 = povrsinaTrougla(A, T, C);
double P3 = povrsinaTrougla(A, B, T);
// proveravamo da li one u zbiru daju povrsinu trougla ABC
// poredimo dve realne vrednosti na jednakost
return abs(P - (P1 + P2 + P3)) < EPS;

int main() {

double x, y;

cin >> x >> y;

Tacka P(x, y);

cin >> x >> y;

Tacka A(x, y);

cin >> x >> y;

Tacka B(x, y);

cin >> x >> y;

Tacka C(x, vy);

if (tackaUTrouglu(P, A, B, Q))
cout << ”da” << endl;

else
cout << ”ne” << endl;

return 0;

}

Tauka T je ynyrap tpoyria ABC ako u camo ako je Tauka 7' ca ucrte crpane npaBe AB kao u tauka C, ca ucre
crpane nipaBe BC kao u Tauka A u ca ucre crpane tauke AC kao u Tauka B Tj. ako cu tpoyrioen ABT, BCT n
C AT wmajy UCTy OpHUjeHTALH]Y.

#include <ilostream>
#include <cmath>

using namespace std;

// tolerancija
const double EPS = 1le-6;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
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struct Tacka {
double x, y;
Tacka(double x_, double y_ ) {
X=X_5Y =Y_;
}
b

// moguce orijentacije trojke tacaka
enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA};

Orijentacija orijentacija(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
double d = (B.x-A.x)*(C.y-A.y) - (C.x-A.x)*(B.y-A.y);
if (abs(d) < EPS)
return KOLINEARNE;
else if (d > EPS)
return POZITIVNA;
else
return NEGATIVNA;
}

bool tackaUTrouglu(const Tacka& T,
const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
Orijentacija ol = orijentacija(A, B, T);
Orijentacija o2 = orijentacija(B, C, T);
Orijentacija o3 = orijentacija(C, A, T);
return ol == 02 && 02 == 03;

int main() {

double x, vy;

cin >> x >> y;

Tacka P(x, y);

cin >> x >> y;

Tacka A(x, y);

cin >> x >> y;

Tacka B(x, y);

cin >> x >> y;

Tacka C(x, y);

if (tackaUTrouglu(P, A, B, Q))
cout << “da” << endl;

else
cout << ”ne” << endl;

return 0;

3anarak: IIpecek nyxu

Harmmmmm nporpam xoju onpeljyje fa jim ce ABe TyXKU CeKy M aKO Ce CeKY y jeIHOj TauKH, KOOpIMHATE Te TauKe.

Vana3: Yetupu uHMje cTaHAAPIHOT yia3a caipke KOOpAUHATE YeTUPU pa3IMuuTe Tauke (y CBaKOj TMHUjU HaBeleHa
cy aBa nena opoja usmely -10 u 10, pazaBojeHa pazMakom).

M3na3: VY npBoj IMHUjM CTaHAAPAHOT M37a3a McnucaTy da ako ce AyXkHd CeKy Tj. Ne y CyHpOTHOM. AKO ce JyXHu
CeKy TauHO y je[lHOj Tauku, y APYroj JIMHHUjU HCITHCATH HheHe KOOpANHaTe (JiBa peajiHa Opoja 3a0KpykeHa Ha MeT
JelMa’a, pa3iBojeHe pa3sMaKoM).
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IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz Uznasz Vaaz Hznasz Vaaz HUznasz
00 da 00 da 02 ne
11 0.50000 0.50000 50 3.00000 0.00000 20

01 30 -2 -2

10 35 00

Pememe

Jenan HauvH Jla ce 3ajaTak pelly je Ja ce NpoBepH Ja jm cy Tauke A; u Ao ca pasHe crpaHe npase ojpeheHe
tTaukama B u By kao u Ja jm cy tauke By u Bs ca pa3Hux crpata npase oapeheHe taukama A; u As. Ako jecy,
Taja MoCTOjU jeAMHCTBEH npecek. [1oTpedHo je nogaTHo odpaTuTH Naxky HAa MHOIITBO JIeTeHEpUCAHUX CllyyajeBa
KOjH1 MOT'Y HaCTYIUTH (OHH Ce MACHTU(UKYjy UCIIMTUBAbEM KOJIMHEapHOCTH Tayaka A1, Ao, By 1 Ba).

#include <iostream>
#include <iomanip>

using namespace std;

// moguce orijentacije trojke tacaka
enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA};

Orijentacija orijentacija(int xa, int ya, int xb, int yb, int xc, int yc) {
int d = (xb-xa)*(yc-ya) - (xc-xa)*(yb-ya);
if (d > 0)
return POZITIVNA;
else if (d < 0)
return NEGATIVNA;
else
return KOLINEARNE;

}

bool kolinearne(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {
return orijentacija(x1, y1, x2, y2, x3, y3) == KOLINEARNE;
}

// za tri kolinearne tacke proverava da li tacka (x, y) pripada duzi
// (Xl: yl) o (XZ, y2)
bool pripadaDuzi(int x1, int y1, int x2, int y2, int x, int y) {
return min(x1l, x2) <= x && x <= max(x1l, x2) &&
min(yl, y2) <=y && y <= max(yl, y2);
}

bool saRaznihStrana(int xa, int ya, int xb, int yb,
int x1, int y1, int x2, int y2) {
return orijentacija(xa, ya, xb, yb, x1, y1) !=
orijentacija(xa, ya, xb, yb, x2, y2);

}

int main() {
int xal, yal, xa2, yaz2;
cin >> xal >> yal >> xa2 >> ya2;
int xb1, yb1, xb2, yb2;
cin >> xbl >> ybl >> xb2 >> yb2;

bool sekuSe;
bool jedinstvenPresek;

double x, y;

if (kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xbl, yb1l) &&
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kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2)) {
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbi, yb1l)) {
sekuSe = true;
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2))
jedinstvenPresek = false;
else {
if ((xbl == xal && ybl == yal) || (xbl == xa2 && ybl == ya2)) {
jedinstvenPresek = true;
x = xbl; y = ybi;
} else {
jedinstvenPresek = false;
}
}
}
else if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2)) {
sekuSe = true;
if ((xb2 == xal && yb2 == yal) || (xb2 == xa2 && yb2 == ya2)) {
jedinstvenPresek = true;
X = xb2; y = yb2;
} else {
jedinstvenPresek = false;
}
} else
sekuSe = false;
} else if (kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xbil, yb1)) {
if (pripadaDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbi, yb1)) {
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
x = xbl; y = yb1;
} else
sekuSe = false;
} else if (kolinearne(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2)) {
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2)) {
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
x = xb2; y = yb2;
} else
sekuSe = false;
} else {
if (saRaznihStrana(xal, yal, xa2, ya2, xbil, yb1l, xb2, yb2) &&
saRaznihStrana(xb1, yb1, xb2, yb2, xal, yal, xa2, ya2)) {
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
int imenilac = (xal-xa2)*(yb1l-yb2)-(yal-ya2)*(xb1-xb2);
int brojilacX = (xal*ya2-yal*xa2)*(xb1l-xb2)-(xal-xa2)*(xbl*yb2-yb1*xb2);
int brojilacY = (xal*ya2-yal*xa2)*(ybl-yb2)-(yal-ya2)*(xbl*yb2-yb1*xb2);
x = (double)brojilacX / (double)imenilac;
y = (double)brojilacY / (double)imenilac;
} else
sekuSe = false;
}
if (sekuSe) {
cout << ”da” << endl;
if (jedinstvenPresek)
cout << fixed << showpoint << setprecision(5)
<< X << 7 7 <<y << endl;
} else {
cout << “ne” << endl;
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}

return 0;

}

3ajaTak MOKEMO PELIUTH U IIPUMEHOM MapaMeTapcke jeaHaunte ayxu. yx A; Ao MMa mapamMeTapcky jeHaurHy
Ay +t,A1A5,3a0 < t, <1, nok nyx B; By uma mapamertapcky jennauuny By + t, By Bo,3a 0 < ¢, < 1. OnaBpue
ce Joduja cucTeM jeJHAYMHA

(mAz —ZA )ta + (‘TB1 - sz)tQ = IB, —TA,
(yA2 - yAl)ta + (yB1 - sz)tQ

Y, —Ya,

AKO je IeTepMHHAHTa CHCTeMa pas3jIiuuTa OJl HyJe, Taja CUCTeM MMa jeIMHCTBEHO pelliemhe U OHO ofpehyje Tau-
Ky npeceka e npase. [la Ou ce mpoBepuso a je To yjeJHO MpeceK AYKH, MOTPedHO je MPOBEpUTH Ja JIM 0da
U3pavyHaTa napameTpa npuranajy uarepsaiy [0, 1].

AKo je JeTepMHHaHTa cUCTeMa jelHaKa HyJIM, OH/A Cy IIpaBe MapaJiesiHe, I1a IpoBepaBaMo AereHeprcaHe CllydajeBe
(moryhe je ma cy mpase OWIIO HapajesHe, OO [a Ce MOKJIAmnajy).

#include <iostream>
#include <iomanip>

using namespace std;
enum BrojResenja {NEMA_RESENJA, JEDINSTVENO RESENJE, BESKONACNO_RESENJA};

BrojResenja resiSistem(int al1, int al12, int a21, int a22, int b1, int b2,
double& x1, double& x2) {
int D = all*a22 - al2*a2l;
int D1 = b1*a22 - al2*b2;
int D2 = al1*b2 - a21*bi;
if (D == 0) {
if (D1 == 0 && D2 == 0)
return BESKONACNO_RESENJA;
else
return NEMA_RESENJA;

}

x1 = (double)D1/(double)D;
x2 = (double)D2/(double)D;
return JEDINSTVENO_RESENJE;

}

// za tri kolinearne tacke proverava da li tacka (x, y) pripada duzi
// (x1, y1) -- (x2, y2)
bool pripadaDuzi(int x1, int y1, int x2, int y2, int x, int y) {
return min(x1, x2) <= x && x <= max(x1l, x2) &&
min(yl, y2) <=y && y <= max(yl, y2);
}

int main() {
int xal, yal, xa2, yaz2;
cin >> xal >> yal >> xa2 >> ya2;
int xb1, yb1l, xb2, yb2;
cin >> xbl >> ybl >> xb2 >> yb2;

bool sekuSe;

bool jedinstvenPresek;
double x, y;
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int all = xa2-xal, al2
int a21 = ya2-yal, a22
double t1, t2;
BrojResenja broj = resiSistem(al1, al2, a21, a22, b1, b2, t1, t2);
if (broj == JEDINSTVENO_RESENJE) {
if (0 <= t1 && t1 <=1 && 0 <= t2 && t2 <= 1) {
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = true;
X = xal + t1*(xa2-xal);
y = yal + t1*(ya2-yal);
} else {
sekuSe = false;

xb1-xb2, b1
yb1-yb2, b2

xb1-xal;
ybil-yail;

}
} else if (broj == NEMA_RESENJA) {
sekuSe = false;
} else {
if (pripadabDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbil, ybl) &&
pripadaDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2)) {
sekuSe = true;
jedinstvenPresek = false;
} else if (pripadaDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xbil, yb1)) {
sekuSe = true;
if (xbl == xal || xbl == xa2) {
jedinstvenPresek = true;
x = xbl; y = ybi;
} else {
jedinstvenPresek = false;
}
} else if (pripadaDuzi(xal, yal, xa2, ya2, xb2, yb2)) {
sekuSe = true;
if (xb2 == xal || xb2 == xa2) {
jedinstvenPresek = true;
x = xb2; y = yb2;
} else {
jedinstvenPresek = false;
}
} else {
sekuSe = false;
}
}

if (sekuSe) {
cout << ”da” << endl;
if (jedinstvenPresek)
cout << fixed << showpoint << setprecision(5)

<< X << 7 7 <<y << endl;
} else {
cout << ”ne” << endl;
return 0;
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4.2 MHOroyriioBu

3anarak: KoHncrpykumja npocTor MHOroyrJa

ITpoct MHOrOYrao je MHOroyrao y KOM ce HUKOj€ [JBe CTPaHUIIe He CEKy (OCHM HITO ce CyCeHe CTpaHHULe JOAUpYjY
y 3ajeIHNYKOM TeMeHy). Hanuiiu nmporpam Koju 3a JaTy CKyIl Tayaka (y KOM HUCY CBE Tauke KoJIMHeapHe) ogpelyje
HEKH IPOCT MHOTOYTa0 KOM je CKYII TEMeHa jeJHaK TOM CKYITy TaJaka.

Vaa3: Ca crangpagsor ynasza ce yuntasa opoj n (3 < n < 50000), a 3atuM 1 n Tavyaka (cBaka Tayka je Ommuca-
Ha y mocedHOM pelly ToMohy cBoje /iBe IeJI0OpojHe KOOpAuHATe pa3daBojeHe pazMakoM). CBe yuuTaHe Tauke Cy
pasiaMyKTe M HUCY CBE KOJIMHEAapHE.

M3na3: Ha crangapasu m3iia3 MCnycaTy MepMyTalljy YYUTaHOT HM3a Tavyaka Koja MpejCTaBba pefociesl TeMeHa
KOHCTPYHCAHOT ITPOCTOI MHOTOYIVIA (Tauke Tpeda /ia Oyqy onucaHe Ha MCTH HAYMH Kao 1 Ha yasy).

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 51
31 52
04 23
51 04
23 31
52

Pememe

Hekapna je 3a JaTu CKyIl Tayaka y paBHU Moryhe KOHCTpyUCATH BHILE PAa3IMUUTHX IIPOCTUX MHOTOYIJIOBA, OZHOCHO
periere HUje jerHo3HavHo oapeheno (cmmka 4.1).

D D

Cruka 4.1: Tauke A, B, C'u D u [Ba pa3iuyuTa MpocTa MHOrOyIria Koja oHe oapelyjy.

Heka je C Heku Kpyr, 4rja yHYTPAIIHOCT CaAPKU CBE Tauke. 3a HalaXemhe TaKBOI Kpyra JOBOJBHO je M3padyHaTh
HajBehe Melly pacTojamiMa IpOM3BOJbHE TaUKe PaBHU (LIEHTpa Kpyra) 0 CBUX OCTaJIMX TayaKa — CJIOXKEHOCT OBOT
kopaka je O(n). HoBpumna C' mMosxe ce “npedpucatn” (IperenaTu) poTupajyhoM HoynpaBoM KOjoj je mouerak
nentap C' (ciuka 4.2). IlpernocTaBUMO 3a TPeHYTaK Jia porupajyha mpaBa y CBAKOM TPEHYTKY Ca[pXH HajBHIIE
jenny tauky. Ouekyjemo aa hemo crajambeM Tayaka OHUM peJIoM KOjUM TOJTyIpaBa Hauja3u Ha BUX JOOUTHU MPOCT
MHoroyrao. Jokaxumo To. O3HauMMO Tauke, ypeheHe y ckialy ca peJocieioM Haulacka IOJylpaBe Ha BHX, ca
P, P, ..., P, (npBa Tauka Oupa ce nmpousBosbHO). 3a cBako ¢, 1 < ¢ < n, ctpanuua P; P;_1 (onHocHO P P, 3a
i = 1) cagpxaHa je y HOBOM (VICjYHKTHOM) UCEUKY KpyTa, T1a ce He cede HU Ca jeJHOM JIPYTOM CTPaHUIIOM. AKO On
0Bo TBphere OMIIo TavHO, JOOMjeHn MHOToyrao o1 Mopao 1a Oyzae npoct. Melhytum, yrao usmelly nosymnpasux Kpo3
HeKe JIBe y3acTomnHe Tauke P; u P; 1 Moxe aa dyne Behu o 7. Taga micedak Koju caapsxku Kyx P; P; 1 Caap:Xul BUIIe
0J1 ToJ1a KpyTra U HUje KOHBEKCHa (purypa, a ayx F; P, 1 Tpoja3u Kpo3 Apyre ucedke Kpyra, ra Moxe jJa ceye Jpyre
cTpaHunie MHoroyra. [la OucMmo ce yBepwiu a je To Moryhe, JOBOJBHO je Jla YMECTO HAaLPTaHOT 3aMHCIUMO Kpyr
ca LIEHTpOM BaH Kpyra ca ciuke 4.2. OBo je mpumep CHeLujaHuX CllydajeBa Ha KOje ce HaWIasH IpH pellaBamby
TeOMETPHjCKUX IpodIema.

JHa &u ce permo yodeHu npodiem, Mory ce, Ha IpuMep, (PUKCUpaTH IPOM3BOJbHE TPU HEKOJIMHEApHE TauKe U3 CKy-
ma, a 3a [IeHTap Kpyra n3adpatu HeKa Tauyka yHyTap Bbuma ojpeheHor Tpoyria (Ha mpuMep TeXKHUIITe, KOje ce JIaKo
Hanaszu). OBakaB U300p rapaHTtyje Ja HU jeJaH of T0OMjeHUX ceKropa Kpyra Hehe umaru yrao Behu on w. 3aTum
COPTHPAMO TavKe MpeMa MOJI0Kajy Yy KpPyry ca IeHTpoM z. IIpelm3Huje, COpTUpajy ce yIiioBH usmelly x-oce u mo-
JIYIIPaBUX Off z K& OCTAIMM TayKama. AKO JBe WM BHIIE Tayaka 3aKjarnajy MCTH Yrao ca I-O0COM, OHe Ce Jajbe
coptupajy pactyhe mpema pactojamy o Tauke z. Ha Kpajy, Tauke moBe3yjeMo y ckiaLy ca JoOujeHuM ypehemeM,
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Cnuka 4.2: TIpomnazak Tauaka y Kpyry poTupajyhoM noiaynpaBoM.

no Jse y3aronse. Ilomro cBe Tauke Jieke J1€BO OJ Tauke z, JO JEreHEPUCAHOT CiIydaja O KOMe je OMJIO pedd He
Mozxe gohu. ITpoct MHOroyrao 10d1jeH 0BMM MOCTYIIKOM 3a Tauke ca ciuke 4.2 npukasaH je Ha ey 4.3. OCHOB-

Ha KOMIIOHEHTA BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH OBOT AJITOPUTMA [OTHYE Off COpTHpama. CIOKEHOCT alropuTMa je JaKie
O(nlogn).

Crnuka 4.3: KoHCTpyKIIfja IpoCTOr MHOTOYTJIA.

Vrao ¢ koju npaBa y = mx + b 3akiamna ca x 0coM Joduja ce KopuihemeM Be3e 1m = tan ¢, OMHOCHO U3 je/IHa-
ynHe @ = arctanm. MeljyTuMm, yIIoBH ce He MOpajy eKCIUTMIMTHO U3padyHaBaTH. YTJIOBU Ce KOPHCTE camMo 3a
HaJIaXee pejlociie[a KOjuM Tpeda MoBe3aTH Tauke U UCTH pelocie noduja ce ypehemem Haruda oaroapajyhux
MOJIYNPaBUX; TO YAHU HEMOTPEOHUM U3pavyHaBarbhe apKycTaHreHca. V3 mcTor pasiora HEMoTpeOHO je M3pauyHa-
Balbe pacTojara Kaj JIBe TauKe MMajy MCTH Harud — JOBOJHHO je M3pauyyHaTd KBajaparte pactojama. Ilakie, Hema
noTpede 3a 3pauyHaBabEM KBaJpaTHUX KOPEHOBA.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <numeric>
#include <cmath>

using namespace std;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka {
int x, y;
Tacka(int x_ = 0, int y_ = 0) {
X=X_;Yy=Yy;
}
};

bool kolinearne(const Tacka& t1, const Tacka& t2, const Tacka& t3) {
return (t1.x-t2.x)*(tl.y-t3.y) == (tl.y-t2.y)*(t1.x-t3.x);
}

double kvadratRastojanja(double x1, double yi1, double x2, double y2) {
double dx = x1 - x2, dy = y1 - y2;
return dx*dx + dy*dy;

}
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vold prostMnogougao(vector<Tacka>& tacke) {

int 1 = 23
while (kolinearne(tacke[0], tacke[1], tacke[1]))
14+
double x0 = (tacke[0].x + tacke[1].x + tacke[i].x 3

)y / 3.0
double y0@ = (tacke[0].y + tacke[1].y + tacke[i].y) / 3.0;
sort(begin(tacke), end(tacke),
[x0, y0](const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
double x1 = t1.x - x0, y1 = tl.y - y0;
double x2 = t2.x - x0, y2 = t2.y - y0;
double ugaol = atan2(y1, x1);
double ugao2 = atan2(y2, x2);
const double EPS = 1e-12;
if (ugaol < ugao2 - EPS) {
return true;
}
if (ugao2 < ugaol - EPS) {
return false;
}
return kvadratRastojanja(x0, y0, x1, y1) <
kvadratRastojanja(x0, y0, x2, y2);
b

int main() {

}

int n;

cin >> n;

vector<Tacka> tacke(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
tacke[1] = Tacka(x, y);

}

prostMnogougao(tacke);

for (const Tacka& t : tacke)
cout << t.x << ” ¥ << t.y << endl;

return 0;

VYmMmecTo TexwuiITa Tpoyriia ogpeheHor ca Heke TpY HEKOJIMHeapHe Tauke U3 CKYIIa, 3a LIEHTap Kpyra MOXe Ce Y3eTH U
jeAHa off Tauaka M3 CKyIa — Taydka 2z ca HajsehoM z-KoOpauHATOM (M ca HajMamkOM y-KOOPANHATOM, aKO UMa BHUIIE
Tayaka ca Hajeehom z-koopauHatoM). OBakBy Tauky heMO 4eCcTo KOPUCTHTH NMPHIMKOM peraBamba NeOMETPH]jCKUX
npodiiema u 3BahemMo je excitipemna iiauxa. OBako ofadpaHy Tauky MOBE3YjeMO ca CBUM OCTAJIUM TauKama U Tauke
copripamo pactyhe y oHOCY Ha yrao KOju TOJIyIpaBa O Tauke z 3aKJjana ca £-0COM. AKO JIB€ WM BHIIE Tayaka
3aKJIanajy WCTH yrao ca X-OCOM, OHE Ce Jajbe COpPTHpajy IpeMa pacTojamy Of TaukKe z W TO Ha ciaeaehn HaumH:
YKOJIMKO TPBUX HEKOJIMKO Ta4aKa 3aKJIanajy UCTH yrao, BbUX COPTHpaMo y pactyhem pegocieny pacTojama of TauKe
Z, YKOJIMKO je TIOCJIeIlbMX HEKOJIMKO Tayaka KOJIMHEApHO ca TauKOM z HHX COpTHpaMo y omnaaajyhem penociemy
pacrojama of TauKe 2, JOK je 3a OCTaJle TauKe Koje Cy KOJIMHeapHe ca TAUKOM Z CBE je/IHO Aa Jiu heMo ux copTuparu
pacryhe unu onagajyhe.

#include <ilostream>
#include <algorithm>
#include <vectors>

using namespace std;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka {
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int x, y;
Tacka(int x_ =0, int y_ = 0) {
X=Xy =Y
}
b

enum Orijentacija { POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE };

Orijentacija orijentacija(const Tacka& t0, const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
int d = (t1.x-t0.x)*(t2.y-t0.y) - (t2.x-t0.x)*(tl.y-t0.y);
if (d > 0)
return POZITIVNA;
else if (d < 0)
return NEGATIVNA;
else
return KOLINEARNE;

}

int kvadratRastojanja(const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
int dx = t1.x - t2.x, dy = tl.y - t2.y;
return dx*dx + dy*dy;

}

void prostMnogougao(vector<Tacka>& tacke) {
// trazimo tacku sa maksimalnom x koordinatom,
// u slucaju da ima vise tacaka sa maksimalnom x koordinatom
// biramo onu sa najmanjom y koordinatom
auto max = max_element(begin(tacke), end(tacke),
[J(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return t1.x < t2.x ||
(t1.x == t2.x && tl1.y > t2.y);
b
// dovodimo je na pocetak niza - ona predstavlja centar kruga
swap(*begin(tacke), *max);
const Tacka& tO = tacke[0];

// sortiramo ostatak niza (tacke sortiramo na osnovu ugla koji
// zaklapaju u odnosu vertikalnu polupravu koja polazi navise iz
// centra kruga), a kolinearne na osnovu rastojanja od centra kruga
sort(next(begin(tacke)), end(tacke),
[tO](const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
Orijentacija o = orijentacija(to, ti1, t2);
if (o == KOLINEARNE)
return kvadratRastojanja(t@, t1) <= kvadratRastojanja(to, t2);
return o == POZITIVNA;
s

// obrcemo redosled tacaka na poslednjoj pravoj

auto it = prev(end(tacke));

while (orijentacija(*prev(it), *it, t0) == KOLINEARNE)
it = prev(it);

reverse(it, end(tacke));

int main() {
int n;
cin >> n;
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vector<Tacka> tacke(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
tacke[i1] = Tacka(x, y);
}
prostMnogougao(tacke);
for (const Tacka& t : tacke)
cout << t.x << ” ¥ << t.y << endl;
return 0;

3anarak: [IpunagHocT Tauke KOHBEKCHOM MHOTOYIJIY

Hanumm nporpam koju yTBphyje Aa JM Tayka MpuUraja KOHBEKCHOM MHOrOyriay (MBHIIE MHOTOYIVIA CMaTpajy ce
BETOBUM JIEJIOM).

Vna3: Ca cranmapHor yiasza ce yurrtaBa Opoj TeMeHa KoHBeKCHOT MHoroymia n (3 < n < 50000), a 3aTvM peioM
TEMEHa y peJociefy CyIpoTHOM Of Ka3zabke Ha caTy. CBako TeMme ce 3ajaje y nmoceOHOM pefdy, IOMohy /Ba Lea
Opoja pa3aBojeHa jenHuM pasMakoM. HakoH Tora ce 3agaje 0poj m (1 < m < 50000) Tayaka uujy IpUNagHOCT
MHOTOYIJTy Tpeda UCIIUTATH, a 3aTHUM y HapeJHUX 1M peJoBa KOOpAMHATE THX Tadaka (KOOpIAMHATe Cy LEeJoOpojHe,
pa3zBojeHe jeTHUM Pa3MaKoM).

M3na3: 3a cBaky o m Tavyaka Ha CTaHAAPAHM M3J1a3 y TOcedHOM pely ucnucati da ako Tauka IpuIaja MHOTOYIITY
Tj. N Y CyIPOTHOM.

ITpumep
Vaaz Hznaz
6 da
40 da
22 ne
-2 2 ne
-4 0 da
-2 -2

2 -2

5

-2 2

-31

-51

3 -2

00
Pememe

CBaku KOHBEKCHM MHOTOYrao ce MO MOJEIUTH Ha TPOyIIOBE Tako IUTO ce IOBYKY CBE JUjaroHajie U3 HeroBOr
MIPOU3BOJBHOT TeMeHa. Tauka IpHIiaga MHOTOYIVTY aKO M caMo aKo IpHIlaja HEKOM of TUX Tpoyriosa. [IpunagHocTt
Tavyke Tpoyrty Behi CMO aHaNM3MpasM y 3a1atky Tauka y Tpoyriy. Harmacumo ga je mpoBepy MoTpedHO Maso HpH-
JIaTOZIUTH J1a OU ce y 003U y3€eJI0 TO Ja ce MBUIIE MHOTOYIVIA CMaTpajy HEeroBUM JeloM. AKO jeHa Tauka JIeKH Ha
JaToj myku oHa he ce cMaTpaTy Ja je ca UCTe CTpaHe Te AyKH Kao 1 OMJIO Koja gpyra Tauka. Takohe, momro cy Bpen-
HOCTU KOOpJMHATa y OBOM 33/IaTKy PeJIATUBHO BEJMKM OpOjeBH, IOTPEOHO je MPUIIMKOM U3payyHaBama BEKTOPCKOT
MPOU3BO/ia OOPATUTH MKy Ha MOTYHHOCT HacTaHKa ITpeKopaveHha.

TMonrro ce mpunagHOCT TPOyNTy Moke ucrurary y Bpemeny O(1), a mocMartpamo n — 2 TpOyIIIa, CIOKEHOCT UCIH-
THBaKa MPHUNAHOCTH jeaHe Tauke je O(n), 0K je CIoKeHOCT IpoBepe 3a cBux m tadaka O(mn).

#include <ilostream>
#include <vectors>
#include <utility>

using namespace std;

typedef pair<int, int> Tacka;
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enum Orijentacija {POZITIVNA, NEGATIVNA,

Orijentacija orijentacija(Tacka a, Tacka

int xa = a.first, ya
int xb = b.first, yb
int xc = c.first, yc

long long d = (long long)(xb-xa)*(long
(long long)(xc-xa)*(long

if (d > 0)

return POZITIVNA;
else if (d < 0)

return NEGATIVNA;
else

return KOLINEARNE;

}

bool salsteStrane(const Tacka& T1, const
const Tacka& A1, const

Orijentacija ol = orijentacija(T1, T2,
Orijentacija 02 = orijentacija(T1, T2,

a.second;
b.second;
c.second;

KOLINEARNE};

b, Tacka c) {

long)(yc-ya) -
long)(yb-ya);

Tacka& T2,
Tacka& A2) {
Al);

A2);

if (01 == KOLINEARNE || 02 == KOLINEARNE)

return true;
return ol == 02;

}

bool tackaUTrouglu(const Tacka& T1, const Tacka& T2, const Tacka& T3,

const Tacka& A) {
return salsteStrane(T1, T2, T3, A) &&
salsteStrane(T1, T3, T2, A) &%
salsteStrane(T2, T3, T1, A);

}

bool sadrzi(const vector<Tacka>& poligon, const Tacka& A) {

int n = poligon.size();

for (int 1 = 1; 1 < n-1; i++)
if (tackaUTrouglu(poligon[0], poligon[i], poligon[i+1], A))

return true;
return false;

}

int main() {

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

int n;
cin >> n;

vector<Tacka> poligon(n);
for (int 1 =0; 1 < n; 1++) {
cin >> poligon[i].first >> poligon[i].second;

}

int m;
cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {

Tacka A;

cin >> A.first >> A.second;
if (sadrzi(poligon, A))
cout << ”da” << '\n';
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else
cout << “ne” << '\n';

return 0;

}

3agatak MOXeMo eHKacHHje pelrTH OuHapHOM mperparoM. CBaka JAWjaroHaja MHOTOYrao JejM Ha [Ba Marmba
MHOToyrao. AKO ce YCTAHOBH Jia je TauKa ca jeJJHe CTpaHe JAujaroHaje, 3HaMo Ja OHa He MOKe Jia MPUIaga OHOM Off
Ta JIBa MHOTOYTJIa KO jU JISKU ca CYIIPOTHE CTpaHe Te AMjaroHalie ¥ IOTPeOHO je MCIMUTATH CaMo JIa JIA TauKa MpUIaga
OHOM JIpyTOM MHOTOYTITy. AKO ce JHjaroHayia YBeK Oupa Tako Jia Ta JBa MHOTOYIJIA IMajy MPUOIMKHO WCTH OpOj
TeMmeHa, podsieM he ce cBoanTH Ha MpodJIeM MCTOT ODJINKA, aJK ABOCTPYKO Mare IUMEH3Hje, IITO Aaje edprukacan
anroputam. [loJoBbeme IpEeKnuAaMO Kajia OCTaHe TPOYrao U Taga MpoBepy MPUIIATHOCTH TPOYIITy BPLIIMMO CIUYHO
Kao y 3aatky Tauka y Tpoymiy (PUJIAroAMBIIK MOCTYIAK TOME JIa Ce MBUIIE TPOYIJIA CMATPAjy HETOBUM JICJIOM, Kao
¥ MOTYhHOCTH HacTaHKa MpeKopaveha MPUIMKOM H3pavyyHaBamkha BEKTOPCKOT MPOM3BO/Ia, 300T PeJIATUBHO BEIUKUX
KOOp/MHATA).

TTormTo ce y CBAKOM KOPaKy JUMEH3Hja mpodlieMa MOJOBH, CIOKEHOCT npuiagHocty jeare taduke je O(logn), mok
je cnoskeHocT npoBepe 3a cBux m tadaka O(m logn).

#include <ilostream>
#include <vectors>
#include <utility>

using namespace std;
typedef pair<int, int> Tacka;
enum Orijentacija {POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE};

Orijentacija orijentacija(Tacka a, Tacka b, Tacka c) {
int xa = a.first, ya = a.second;
int xb = b.first, yb = b.second;
int xc = c.first, yc = c.second;
long long d = (long long)(xb-xa)*(long long)(yc-ya) -
(long long)(xc-xa)*(long long)(yb-ya);
if (d > 0)
return POZITIVNA;
else if (d < 0)
return NEGATIVNA;
else
return KOLINEARNE;

}

bool salsteStrane(const Tacka& T1, const Tacka& T2,
const Tacka& A1, const Tacka& A2) {
Orijentacija ol = orijentacija(T1, T2, Al);
Orijentacija 02 = orijentacija(T1, T2, A2);
if (o1l == KOLINEARNE || 02 == KOLINEARNE)
return true;
return ol == 02;

}

bool tackaUTrouglu(const Tacka& T1, const Tacka& T2, const Tacka& T3,
const Tacka& A) {
return salsteStrane(T1, T2, T3, A) &&
salsteStrane(T1, T3, T2, A) &&
salsteStrane(T2, T3, T1, A);
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bool sadrzi(const vector<Tacka>& poligon, const Tacka& A, int 1, int d) {
if (d - 1==1)
return tackaUTrouglu(poligon[0], poligon[l], poligon[d], A);
ints=1+(d-1)/ 2;
if (orijentacija(poligon[0], poligon[s], A) == POZITIVNA)
return sadrzi(poligon, A, s, d);
else
return sadrzi(poligon, A, 1, s);

}

bool sadrzi(const vector<Tacka>& poligon, const Tacka& A) {
int n = poligon.size();
return sadrzi(poligon, A, 1, n-1);

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

int n;
cin >> n;
vector<Tacka> poligon(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
cin >> poligon[i].first >> poligon[i].second;

}

int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
Tacka A;
cin >> A.first >> A.second;
if (sadrzi(poligon, A))
cout << ”da” << '\n';
else
cout << “ne” << '\n';

return 0;

3anarak: KouBekcHu omorau

INoTpedHo je orpamuty Bohmak Tako mTo he ce Be3aTH Tpaka 3a HeKa CTadia, TaKo Ja ce HaKOH IITO Tpaka odoube
IIyH Kpyr cBa cTadna Hahu yHyTap Tpake. Hanummm nporpam koju oxpeljyje 3a koja cradia he Tpaka dutu 3aBe3aHa.

VYaa3z: Ca cranpapaHor yiasa ce yaocu 0poj cradbanan (1 < n < 50000), a 3aTUM y HapeIHUX 7 peJoBa KOOpAUHATE
n crabana (aBa nena 6poja usmehy —10° u 10°, paznsojena pazmakom).

N3aa3: Ha cranpapanum usnas ucnvcat Opoj ctadbana 3a koje he dutu BezaHa Tpaka, a 3aTUM, PeoM KOOpAWHATE
cradaJsia 3a Koje ce Tpaka Besyje (ako cy Heka cTadyia KoJIMHeapHa, TPaKy je MOTpedHO Be3aTH caMo 32 OHA Kpajibha
Ol BbUX).

IIpumep
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Yaaz Hznaz
12 6

-2 0 20
-12 12
-10 -12
12 -2 0
20 -1 -2
0 -2 1-2
1 -2

-1 -2

10

0 -1

01

02

Objawmrberve

IMonoxaj cradana je mpukasaH Ha civiy. Tpaka ce Be3yje 3a cTadsa Koja cy mocedHO O3HavyeHa.

Cnuka 4.4: KonBekcHr oMoTad

Pememe

3agaTak MOXEMO PEeLINTH “aJrOpUTMOM YBHjama NOKJIOHA” (OH ce HeKaaa Ha3uba U Llapsucos mapi). Uaeja je na
U3rpajby KOHBEKCHOT OMOTaua 3all0YHEMO O HEKOT' eKCTPEMHOT TeMeHa (Ha IIpUMep, JIEBOT, IOWEr) U 1a y CBAKOM
KOpaKy y OMOTa4 JIOflaMO HapejiHy [y Koja je €0 KOHAuHOI KOHBeKCHOr oMoTada. OppehuBame HapenHe oyxu
BpHIMMO rpydom cuiioMm. Hbeno jenHo Teme je mocieama Tayuka 1o cajia ojxpeleHor nena KoHBeKCHor omoTava. Jla
drcMo ozipeanN Ipyro TemMe, aHAIM3UPaMo CBE TaduKe U TPAKMMO OHY KOja Jaje AyX Koja ca MPETXOAHOM JyXKHU
rpagy mro Behu yrao (y MOJa3HOM CIydYajy HeMa MpeTXOJHe AyKH, Ma TPaXHMO TauKy Koja Jaje Hajsehm yrao
ca HEraTUBHUM JIeJIoM oce y). Permmo u Ja Hema nmoTpede 3a eKCIUIMLIMTHUM padyHameM yriosa. Hamme, ako je
HpeTxofHo TeMe A, Taja Tauka A; 3axuiana Behu yrao og tTauke A; ako 1 caMo aKo je opujeHTanuja Tpojke A; A; A
no3utuBHa. [ToTpedHO je join odpaTuTH Maxmky Ha Cilydyaj KoJIMHeapHUX Tayaka. Hanme, ako nocToju Buille Tayaka
Koje oapelyjy MakcMMatHU yrao, Tajia ce Ha TOj MOJIyMpaBoj y3uMa OHa Koja je Hajiaba Of MPEeTXOHOT TeMeHa A.
Iocrymak ce 3aBpIaBa Kajga ce yCTaHOBH Ja je Tauka Koja onpelyje HajBehu yrao jegHaka Mmo4yeTHO].
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Crnuka 4.5: YBujame MOKJIOHA

OBaj ajropuraM chaja y rpyny alropurama 4dja CJIOKEHOCT 3aBUCH O]l JUMEH3Hje U3Jla3a (a He caMo yja3a). 3a
JI0/IaBarbe CBAKE HOBE M3/Ia3He TAUKe OOMIA3UMO CBE yla3He Tauke ma je ciaoxeHoct O(nm), rae je n dpoj yna3Hux,
a m Opoj M3NMa3HMUX TayakKa.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka {
int x, y;

b
enum Orijentacija { POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE };

Orijentacija orijentacija(const Tacka& t0, const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
long long d = (long long)(t1l.x-t0.x)*(long long)(t2.y-t0.y) -
(long long)(t2.x-t0.x)*(long long)(tl.y-t0.y);

if (d > 0)

return POZITIVNA;
else if (d < 0)

return NEGATIVNA;
else

return KOLINEARNE;

}

bool izmedju(const Tacka& t1, const Tacka& t2, const Tacka& t3) {
return (tl.x < t2.x && t2.x < t3.x) ||
(t1.x > t2.x && t2.x > t3.x) ||

(tl.x == t2.x && t2.x == t3.x && tl.y < t2.y && t2.y

(t1.x == t2.x && t2.x == t3.x && tl.y > t2.y && t2.y

}

vector<Tacka> konveksniOmotac(vector<Tacka>& tacke) {
vector<Tacka> omotac;
auto cmp = [] (const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return t1.x < t2.x || (tl.x == t2.x && tl.y < t2.y);
3
int prva = distance(begin(tacke), min_element(begin(tacke), end(tacke), cmp));
int tekuca = prva;
do {
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omotac.push_back(tacke[tekucal);
int naredna = 0;
for (size_t 1 = 1; 1 < tacke.size(); i1++) {
Orijentacija o = orijentacija(tacke[tekuca], tacke[naredna], tacke[1]);
if (naredna == tekuca ||
0 == POZITIVNA ||
(o == KOLINEARNE && izmedju(tacke[tekuca], tacke[naredna], tacke[1])))
naredna = i;
}
tekuca = naredna;
} while (tekuca != prva);
return omotac;

}

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<Tacka> tacke(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> tacke[1].x >> tacke[i].y;
vector<Tacka> omotac = konveksniOmotac(tacke);
cout << omotac.size() << endl;
for (const Tacka& t : omotac)
cout << t.x << ” ¥ << t.y << endl;
return 0;

3agarak edukacHO Moxemo pemmt ['paxamoBum anroputmom. IlpBa pa3a mpernoctaBiba KOHCTPYKIIH]Y HEKOT
MPOCTOr MHOTOYIJIA YMja Cy TEMEHa JaTH CKyI Tayaka. Heka cy Tauke Tor MHoroyria peaom AgA; ... A,—1. Ako
Ce MPOCT TOJIMTOH KOHCTpPYHUILE YOOHUa jeHUM aJIrOPUTMOM, HEroBo IpBo TeMe Ay he OuTH Kpajie IeBo, I0he TeMe
U OHO je CUTYPHO eKcTpeMHO. OdMia3ak BpPIIMMO y pefiociely TeMeHa IPOCTOr MHOTOYTJIa ¥ IPETIOCTaB/baMo Jia y
CBAaKOM TPEHYTKY OOmJIacKa 3HaMO U MHoroyrao Py P ... Pp,, KOju je 1e0 KOHBEKCHM OMOTay JI0 TOI TPEHyTKa 00-
paljeHux TeMeHa poctor MHOroyria. KoHBekcHM oMOTaY rosasHe tauke Ag je oHa cama, JOK je KOHBEKCHUA OMOTay
npBa jBa TemeHa { Ag, A1 } uBmia AgA; Koja ux cnaja. 3ato odpajy MpBe JBe TAUKe BPIIMMO IPOCTO TAKO IITO TE
JIBe TauKe JOIaMO Ha MoYeTak KOHBEKCHOT oMoTava Tj. Py = Ag u P, = A;. HakoH Tora, odpaljyjemMo peom Tauke
A;. TIpeTrnocTaBuMO Ja je KOHBEKCHU oMoTay Tauaka AgA; ... A;_1 nomurod Py P; ... P,,_1. KoHBeKCHH OMOTaY
ckyma {Ag, Aq,..., A;} ce cactoju oj1 HeKOr HOYeTHOT jiefia oymrona Py Py . .. P, npommpenor taukom A;. He-
Ke OJI 3aBpIIHUX Tadaka nomurona Py P ... P, Hehe Buie OuTH [0 KOHBEKCHOT OMOTa4ya M OHe ce M30aIlyjy.
Tauka P,,_1 HUje e0 KOHBEKCHOT OMOTa4a ako Tpojka P, _o P, 1 A; HHje MO3UTUBHO OpUjeHTUCAHA. AKO Ce TO
YCTaHOBH, Taja ce Tauka P, 1 yKjawa U3 KOHBEKCHOT OMOTaya M UCTO ce MpoBepasa 3a Tauke, P_{m-2}, P,,_3
U Tako Jiajbe, CBe JIOK ce WM He IpoHahe Heka Tauka KoJ| Koje je oaroapajyha Tpojka MO3UTHUBHO OpUjeHTHCaHA
(Tpojka Py P; A; he yBex OMTH MO3UTUBHO OPHjEHTHCAHA).

Ha cimum je mpukasaHa cutyandja Kajia ce npe JoJaBama Tauke A; U3 KOHBEKCHOI OMOTaua YKJIambajy JBe paHuje
Jojare Tauke.
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IVIABA 4. TEOMETPUJCKH AJITOPUTMHU

Cruxka 4.6: I'paxamMoB aaroputam

Crnoxenorthy anroputMa JOMMHUPA U3rpajiba IPOCTOT OJIMIOHA (Y HhOj Ce BPIIM COPTHParbe U Ta (hasa je CI0KeHO-
cru O(nlogn). HakoH Tora, ogpehuBatbe Tauaka Koje cy neo omorada je cioxenoct O(n) (Mako MOCTOjU NeT/ba
y MIeT/bH, CBaKa Tavka ce odpaljyje jeqHOM M MOe HajBHIE jeHOM OWUTH J0/aTa M HajBHIIE jeJHOM YKJIOHEHA U3
Tekyher KOHBEKCHOT' OMOTaya).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

// tacka je zadata svojim dvema koordinatama
struct Tacka {
int x, y;

b
enum Orijentacija { POZITIVNA, NEGATIVNA, KOLINEARNE };

Orijentacija orijentacija(const Tacka& t0, const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
long long d = (long long)(t1l.x-t0.x)*(long long)(t2.y-t0.y) -
(long long)(t2.x-t0.x)*(long long)(tl.y-t0.y);
if (d > 0)
return POZITIVNA;
else if (d < 0)
return NEGATIVNA;
else
return KOLINEARNE;
}

long long kvadratRastojanja(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
int dx = t1.x - t2.x, dy = tl.y - t2.y;
return dx*dx + dy*dy;

}

vold prostMnogougao(vector<Tacka>& tacke) {
// trazimo tacku sa maksimalnom x koordinatom,
// u slucaju da ima vise tacaka sa maksimalnom x koordinatom
// biramo onu sa najmanjom y koordinatom
auto max = max_element(begin(tacke), end(tacke),
[J(const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
return t1.x < t2.x ||
(tl.x == t2.x && tl.y > t2.y);
b

// dovodimo je na pocetak niza - ona predstavlja centar kruga
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}

swap(*begin(tacke), *max);
const Tacka& tO = tacke[0];

// sortiramo ostatak niza (tacke sortiramo na osnovu ugla koji
// zaklapaju u odnosu vertikalnu polupravu koja polazi navise iz
// centra kruga), a kolinearne na osnovu rastojanja od centra kruga
sort(next(begin(tacke)), end(tacke),
[t0](const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
Orijentacija o = orijentacija(to, ti1, t2);
if (o == KOLINEARNE)
return kvadratRastojanja(t@, t1) <= kvadratRastojanja(te, t2);
return o == POZITIVNA;

s

// obrcemo redosled tacaka na poslednjoj pravoj

auto it = prev(end(tacke));

while (orijentacija(*prev(it), *it, t0) == KOLINEARNE)
it = prev(it);

reverse(it, end(tacke));

vector<Tacka> konveksniOmotac(vector<Tacka>& tacke) {

vector<Tacka> omotac;
prostMnogougao(tacke);
omotac.push_back(tacke[0]);
omotac.push_back(tacke[1]);
for (size_t 1 = 2; 1 < tacke.size(); i++) {
while (omotac.size() >= 2 &&
orijentacija(omotac[omotac.size()-2],
omotac[omotac.size()-1],
tacke[1]) !'= POZITIVNA)
omotac.pop_back();
omotac.push_back(tacke[1]);
}

return omotac;

int main() {

int n;
cin >> n;
vector<Tacka> tacke(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> tacke[i].x >> tacke[1].y;
vector<Tacka> omotac = konveksniOmotac(tacke);
cout << omotac.size() << endl;
for (const Tacka& t : omotac)
cout << t.x << ” ¥ << t.y << endl;
return 0;
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I'naBa 5

HanpeaHe cTrpykrype nmojaraka

5.1 IIpedukcHo aApBO

Vpehena dunapna gpBera omoryhaajy e(MKacHy MMIUIEMEHTALUjy CTPYKTYpa Ca acOLMjaTHBHUM MPHCTYIIOM KOJ{
KOJjHX Ce MPUCTYII BPIIH 1O KJbYdy KOjH HHje LIeJI0OpojHa BpeAHOCT Beh CTPUHT WM HEUITO Ipyro. Joul jeqHa CTpyK-
Typa y BUAy ApBeTa Koja oMoryhaBa egukacaH acolyjaTHBaH NPUCTYN je ipeihukcHo gpeo Takohe MO3HATO MOA
EHIJIECKUM Ha3UBOM frie (0] eHriecke peud reTRIEval). OcHOBHA ujieja OBe CTPYKType je Ja MyTame Of KopeHa
JI0 JIMCTOBA MM JI0 HEKMX YHYTPAIEbUX YBOPOBA KOAMPA]y KJbydueBe, a []a ce MOl Be3aHH 3a Taj KJbyd UyBajy y
YBOPY JIOK KOjer ce [0Jia3u IPOHAIAXKEHEM Kibyda Jyxk IyTame. Y CIydyajy HUCKHU, KOPEeH CaJlpXKH MpasHy ped, a
MIpPeJTacKOM ITPEeKO CBaKe IpaHe ce JAHa 10 Taaa GopMHpaHy ped HaJIoBe3yje joul jegaH KapakTep. [Ipurtom, 3ajeqHnd-
KU NPe(UKCHU Pa3IMIUTHX KJbyueBa Cy MPeJICTaB/beHN UCTUM IyTamama OJf KOpeHa JIOo Tauke pa3iiMKoBama. JenaH
MIpUMep OBaKBOT JIPBETa, KOJ| KOjer Cy IMpHKa3aHe O3HaKe MpUIpyKeHe rpaHama, a He YBOpOBUMa, je crienehu:

a n d
n t o] a u
a ¢z n hz

KipyueBu koje apBo 4yBa Cy ana, at, noc, noz, da, dan, duh v duz. TIpumeTumo fa ce Kibyd da He 3aBpllIaBa JUCTOM
¥ JIa CTOTa CBaKM YBOP MOpa 4yBaTH MH(OPMALKjy O TOME Ja JIU Ce ’hHMe KOMIUIETHPA HEKHU KJby4 (M Y TOM Clydajy
cazipkaTy nojartak) win He. Vtycrpanmje paiy, MOry ce NpHKa3aTH O3HaKe Ha YBOPOBMMA, KOje MPEe/CTaBIbajy
npedukce akyMyJIMpaHe A0 THX yBopoBa. Tpeda mMmaTu y BUIy Ja OBaj MpUKa3 He WIYCTPYje MMIUIEMEHTAIH]y, Beh
camo mnpedukce ayx rpane. Cumbon @ mpencrasiba MpasHy peu.

@
a n d
an at no da du
ana no¢ noz dan duh duz

V ciydajy aa HeKM YBOp MMa caMo jeIHOT ITOTOMKa M He TIpeJICTaB/ba Kpaj HEKOT KJby4a, TpaHa JIo khera ¥ rpaHa of
IbEra ce MOTY CIIOjUTH Y jeIHY, ’bUXOBH KapaKTepy Ha/IOBE3aTH, a YBOp enmMuHrcaT. OBako ce 1001ja KOMITaKTHHja
pernpeseHTauja npeuKCHOT IpBeTa.

IMopex ommTer acoMjaTHBHOT MPUCTYIA MOJALMMa, OUMIVICHA IPUMEHa OBE CTPYKTYpE je U MMIUIEMEeHTaI1ja Ko-
HAaYHHMX PEYHUKA, Ha IIPUMEP Y CBPXE ayTOMATCKOI KOMILIETUPaha MM POBEPe UCIIPABHOCTH PEYH KOje KOPHCHUK
Ky4a Ha pauydyHapy WM MOOWIHOM TenepoHy.

HanomenuMo joir u Ja oBa CTPYKTypa HUje pe3epBHCaHa 3a uyBare CTpUHroBa. Ha mpumep, y civyajy menux
OpojeBa wim OpojeBa y MOKPETHOM 3ape3y, KIbyd MOTY OUTH HUCKe OMTOBA KOje MpeJICTaBibajy TakBe OpojeBe.

V ciyuajy KoHauHe a30yKe BEIMUIMHE M, CJIOKEHOCT omepauyja y HajropeM ciydajy je O(mn), rae je n gyxuHa
peun Koja ce Tpaku, ymehe nim Opuiiie, IOK je CIOKEHOCT OBUX Ofepariuja y mpocedHoM ciaydajy O(n). Kaga ou
ce yMecTo NMpeUKCHOT ApBeTa KOPUCTIIIO DaslaHcupaHo ypeheHo OMHApHO JIPpBO, CJIOKEHOCT OBHX Orepalifja ou y
Hajropem ciy4ajy omwia O (M log N), rme je ca N o3HaueH yKyImaH Opoj KJbydeBa KOJU ce 4yBajy y IOpBETY, a ca
M MakcuMasHa yKWHA KJbyda. YKOJIMKO CY KJbY4eBH PEJaTMBHO KPATKH, MPEAHOCT MpehHKCHOT APBETA je IITO
CJIOXKEHOCT 3aBUCH O] Iy’)KMHE 3aluca KJbyda, a He of] Opoja eleMeHaTa y JpBeTy. MaHa je nmorpeda 3a 1yBameM
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MOKa3MBaya y3 CBaKu Kapakrep y apeery. lllraBuine, mpoctopHa cnoxeroct npedukcHor apsetra je O(M - m - N),
rae je ca N o3HaueH Opoj KJbydyeBa KOju ce uyBajy y mpedHUKCHOM JpBeTy, a ca M MaKkcMMalHa IyKUHa KJbyda.

[Iperpara u ymerame ce MpaBOJUHU]CKY UMIUIEMEHTUPA]jy, IOK je y ciydajy Opucama Hekaaa norpedHo OpucaTu
BUILIE O] jeJHOT YBOpA.

3anarak: [IHK ceKBeHIle

JOHK cekBeHIle ce mpencTap/bajy HUCKaMa KOje ce cacTtoje of KapakTepa C, t, 3 u g. Y mporpamy ce oapxkasa
CKYII IIOJCEKBEHIM je[He JaTe TeHeTcKe cekBeHLe. IIporpam noapskasa TpH omepandje: yOaluBame MOACEKBEHIIE
y CKyII (aKo je mojceKkBeHla Beh y cKyIly, oBa onepanuja Hema eekra), n30dalyBame N0JCEKBEHIIe U3 CKyMa (ako
ce MO/ICEKBEHIIa He HaJla3| y CKyILy, OBa orepalija Hema eeKTa) U UCIIMCTHBAE Jla JIM Ce TIOJICeKBEeHIa Hajla3u y
CKYILy.

Vaa3: Ca craagapaHor ynasa ce yHocr Opoj ymuta n (1 < n < 50000), a 3aT¥M y HapeAHUX 1. peloBa MO jelaH
yIuT. YIuT Moxke OuTtr odsimka ubaci niska, izbaci niskawm trazi niska, npu uemy ce cBaka HucKka cactoju
camo oJ] Kapaktepa C, t, @ u g u ayrauka je usmehy jemHor u 5000 kapakrepa.

M3na3: 3a ceaku yrmur trazi ucnmcatn da ako ce TpaxkeHa HHMCKa TPEHYTHO HalasWl y CKYIy WIIM Ne ako ce He
HaJiasu.

IIpumep

Vaaz Hznaz
14 da
ubaci cta da
ubaci ct da
ubaci ctg ne
trazi cta ne
trazi ct da
trazi ctg ne
trazi ctc da
izbaci ct

trazi ct

trazi ctg

izbaci ctg

trazi ctg

ubaci ctg

trazi ctg
Pememe

Y nporpamy ce Tpaxu oJipkaBame CKyna HUcCKU. HajjenqHoctaBHUje, a U HajepuKacHUje peliewne je 1a KOPUCTUMO
OMOIMOTEUKY UMIUIEMEHTALH]y CKYIa.

#include <ilostream>
#include <unordered_set>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

unordered_set<string> niske;
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
string naredba, niska;
cin >> naredba >> niska >> ws;
if (naredba == “ubaci”)
niske.insert(niska);
else if (naredba == “izbaci”)
niske.erase(niska);
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else if (naredba == “trazi”) {
if (niske.find(niska) != niske.end())
cout << ”da” << "\n”;
else
cout << ”ne” << "\n”;
}
}

return 0;

}

V cBakoM YBOpY Npe(HKCHOT APBETa MOKEMO UyBaTH aCOIMjaTMBHY HU3 KOjU ITpecIMKaBa cJioBa a30yKe y HapeqHe
YyBOpoBe JpBeTa. PyHKIMje MOKXEMO UMIUIEMEHTHPATH PEKYP3UBHO.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <unordered_map>
using namespace std;

// struktura cvora prefiksnog drveta - u svakom cvoru cuvamo niz
// grana obeleZenih karakterima ka potomcima 1 informaciju da 11
// je u ovom cCvoru kraj neke reci
struct Cvor {

bool krajReci = false;

unordered_map<char, Cvor*> grane;

}

// trazimo sufiks reci w koji pocinje od pozicije i u drvetu na
// Ciji koren ukazuje pokazivac drvo
bool sadrzi(Cvor *drvo, const string& w, size_t 1) {
// ako je drvo prazno, ono ne sadrZi traZenu rec
if (drvo == nullptr)
return false;

// ako je sufiks prazan, on je u korenu akko je u korenu obeleZeno
// da je tu kraj recti
if (1 == w.size())

return drvo->krajRecti;

// trazimo granu na kojoj pise w[i]
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// ako je nademo, rekurzivno traZimo ostatak sufiksa od pozicije i+1
if(it != drvo->grane.end())
return sadrzi(it->second, w, i+1);

// nismo nasli granu sa w[i], pa rec ne postoji
return false;

}

// trazimo rec¢ w u drvetu na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
bool sadrzi(Cvor* drvo, const string& w) {
return sadrzi(drvo, w, 0);

}

// umece sufiks reci w od pozicije 1 u drvo na ¢iji koren ukazuje
// pokazivac drvo
vold ubaci(Cvor* drvo, const string& w, size_t i) {

// ako je sufiks prazan samo u korenu beleZimo da je tu kraj reci
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if (1 == w.size()) {
drvo->krajReci = true;
return;

}

// trazimo granu na kojoj pise w[i]
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// ako takva grana ne postoji, dodajemo je kreirajuci novi cvor
if (it == drvo->grane.end())
drvo->grane[w[i1]] = new Cvor();

// sada znamo da grana sa w[i] sigurno postoji 1 preko te grane
// nastavljamo dodavanje sufiksa koji pocinje na i+1
ubaci(drvo->grane[w[i]], w, i1+1);

}

// umece rec¢ w u drvo na ciji koren ukazuje pokazivac drvo
Cvor* ubaci(Cvor *drvo, string& w) {
if (drvo == nullptr)
drvo = new Cvor();
ubaci(drvo, w, 0);
return drvo;

}

// izbacuje iz drveta na c¢iji koren ukazuje pokazivac drvo sufiks reci
// w od pozicije
// funkcija vraca informaciju o tome da 1i nakon brisanja ostaje prazno drvo
bool izbaci(Cvor* drvo, const string& w, size_t 1) {
// ako je drvo prazno, nista ne treba menjati
if (drvo == nullptr)
// drvo je bilo i ostalo prazno
return true;

// ako smo stigli do kraja reci

if (1 == w.length())
// oznacavamo da u tekucem Cvoru nije vise kraj neke reci
drvo->krajReci = false;

else {
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// u suprotom brisemo sufiks i1 ako se nakon toga dobije prazno
// drvo, uklanjamo granu
if (it != drvo->grane.end() && izbaci(it->second, w, i+1))

drvo->grane.erase(it);

}

// ako je u drvetu ostao jedan potpuno prazan cvor

if (!drvo->krajReci && drvo->grane.size() == 0) {
// brisemo ga
delete drvo;
// javljamo da je nakon brisanja nastalo prazno drvo
return true;

} else
// Jjavljamo da drvo nakon brisanja nije prazno
return false;

}

// 1z drveta na koji ukazuje pokazivac drvo brisemo rey w
Cvor* izbaci(Cvor* drvo, const string& w) {
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if (izbaci(drvo, w, 0))
return nullptr;

else
return drvo;

}

// funkcija brise prefiksno drvo sa korenom koren
voild obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
for (auto it : koren->grane)
obrisi(it.second);
delete koren;
}
}

// program kojim testiramo gornje funkcije
int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

Cvor* koren = nullptr;
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
string naredba, niska;
cin >> naredba >> niska >> ws;
if (naredba == “ubaci”)
koren = ubaci(koren, niska);
else if (naredba == ”izbaci”)
koren = izbaci(koren, niska);
else if (naredba == “trazi”) {
if (sadrzi(koren, niska))
cout << ”da” << ”\n”;
else
cout << “ne” << ”\n”;
}
}
obrisi(koren);
return 0;

}

VY ciydajy kaga je a3dyka mana (IITO je ciydaj y OBOM 3aJaTKy), IpEeCIMKaBamke KapaKkTepa y HapeIHe YBOPOBE
JpBETa MOKEMO 4yBaTH y HU3Y (Ha MEeCTUMa KapakTepa Koju HeMajy HacnenHuke yyBahemo null nokasusaue). Ilo-
ITO je 3a Opucame OMTHO J1a 3HAMO KOJIMKO HAacJeTHUKA UMa HEKU YBOp, Y YBOpY heMo uyBaTH u Ty uH(poOpMaIyjy.
dynkuyje 3a ydanuBame 1 peTpary JipBeTa jeJHOCTaBHO MOXEMO UMILIEMEHTHUpAT! 1 uteparuBHo. Ca apyre crpa-
He, U30allMBamke HUje jeAHOCTAaBHO MMIUIEMEHTHUPATH UTEPATUBHO (jep je HAKOH Opucama peud NOTPedHO BPaTUTU
ce y3 APBO U 0OpHCaTH CBE Mpa3He YBOPOBE, & HEMAaMO ITOKa3MBaye Ka POAUTE/bCKIM YBOPOBMMA KOjUMa OMCMO ce
jemHocTaBHO MoK BpahaTu yHatpar).

#include <iostream>
using namespace std;

// karaktere iz azbuke kodiramo brojevima
int kod(char c) {
switch(c) {

case 'c': return 0;
case 't': return 1;
case 'g': return 2;
case 'a': return 3;
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return -1;

}

// cvor prefiksnog drveta
struct Cvor
{

Cvor* grane[4];

int brojGrana;

bool krajReci;

}

// kreira se novi, prazan cvor
Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
fill(novi->grane, novi->grane+4, nullptr);
novi->brojGrana = 0;
novi->krajReci = false;
return novi;

}

// ubacivanje reci str u prefiksno drvo sa korenom koren
// funkcija vraca novi koren drveta
Cvor* ubaci(Cvor* koren, const string& str) {
if (koren == nullptr)
koren = noviCvor();

Cvor* cvor = koren;
for (char c : str) {
if (cvor->grane[kod(c)] == nullptr) {
cvor->grane[kod(c)] = noviCvor();
cvor->brojGrana++;
}
cvor = cvor->grane[kod(c)];

}

cvor->krajReci = true;

return koren;

}

// provera da li prefiksno drvo sa korenom koren sadrzi rec str
bool sadrzi(Cvor* koren, const string& str) {
if (koren == nullptr)
return false;
Cvor* cvor = koren;
for (char c : str) {
if (cvor->grane[kod(c)] == nullptr)
return false;
cvor = cvor->grane[kod(c)];
}
return cvor != nullptr && cvor->krajReci;

}

// funkcija izbacuje sufiks reci str od pozicije 1 iz drveta sa korenom koren
// funkcija vraca koren drveta nastalog nakon izbacivanja
Cvor* izbaci(Cvor* koren, const string& str, size_t i) {

// ako je drvo vec prazno, nema sta da se izbacuje

if (koren == nullptr)
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return koren;

// ako smo dosli do kraja reci
if (1 == str.length())
// rec brisemo tako sto oznacavamo da u tom cvoru vise nije kraj neke reci
koren->krajReci = false;
else {
// ako postoji grana sa sa tekucim slovom recti
if (koren->grane[kod(str[i])] != nullptr) {
// brisemo ostatak te reci iz drveta
Cvor* c = izbaci(koren->grane[kod(str[i])], str, i+1);
// ako se tim brisanjem potpuno uklonio deo drveta ispod te grane
// onda uklanjamo i1 tu granu
if (c == nullptr)
koren->brojGrana--;
koren->grane[kod(str[i])] = c;
}
}

// ako je nakon brisanja koren potpuno prazan
if (!'koren->krajReci && koren->brojGrana == 0) {
// brisemo ga 1 vracamo null kao oznaku praznog stabla
delete koren;
return nullptr;
} else
// vracamo tekuci koren
return koren;

// funkcija izbacuje rec str iz drveta sa korenom koren
// funkcija vraca koren drveta nastalog nakon izbacivanja
Cvor* izbaci(Cvor* cvor, const string& str) {

return izbaci(cvor, str, 0);

}

// funkcija brise prefiksno drvo sa korenom koren
void obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
for (Cvor* c : koren->grane)
obrisi(c);
delete koren;
}
}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

Cvor* koren = nullptr;
int n;
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
string naredba, niska;
cin >> naredba >> niska >> ws;
if (naredba == “ubaci”)
koren = ubaci(koren, niska);
else if (naredba == “izbaci™)
koren = izbaci(koren, niska);
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else if (naredba == “trazi”) {
if (sadrzi(koren, niska))
cout << ”da” << ”\n”;
else
cout << “ne” << ”\n”;
}
}

obrisi(koren);
return 0;

}

3anarak: KopekTHu tesedonn

Hus tenedonckux OpojeBa je KOpekTaH ako HUjeJaH Opoj Huje mpedukce Apyrora (CaMUM THUM Y BeMY He I0CTOje
HU J1Ba Ucta Opoja). Hanuim nporpam koju ogpelyje Aa ju je HU3 yHETUX OpojeBa KOPEKTaH.

VYaa3: Ca crangapaHor yiasa ce yHocu 0poj dpojeBa n (1 < n < 50000), 3aTuM y n HapeAHUX JIMHHjA N OpojeBa.
Caaxu 0poj ce cactoju og u3mely 3 u 50 mmcapa.

M3aa3: Ha cranpapaay w3nas ucnucatél da ako je HU3 KOPeKTaH Tj. Ne ako Huje.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznasz
4 ne 4 da
192 199342

194 193865

199342 192

192865 194

Pememe

Jenno moryhe peremse 3agaTka je ga ce OpojeBu ydarie y npedukcHo apBo. IIprimkom ydarBama CBaKOT HOBOT
Opoja mpoBepaBaMo Ja S je HeKU OpOj Y JPBETY HeroB MpeduKe 1 Ja JI je OH MpeduKc HeKor Opoja y OpBeTy.
Jemna moryha numruieMeHTaIMja je oHa y K0jOj ce y CBaKOM YBOpY JIpBeTa uyBa acollMjaTMBHU HU3 (Mamna Tj. peYHHUK)
KOjU MpecrKaBa udpe y HOBE YBOPOBE JpBETa.

#include <iostream>
#include <unordered_map>
using namespace std;

struct Cvor {
unordered_map<char, Cvor*> grane;

}

Cvor* napravi(const string& s, size_t i) {
if (1 == s.size())
return nullptr;
Cvor* c = new Cvor();
c->grane[s[i]] = napravi(s, i+1);
return c;

}

bool ubaci(Cvor* cvor, const string& s, size_t i) {
if (1 == s.size() || cvor == nullptr)
return false;
auto it = cvor->grane.find(s[i]);
if (it == cvor->grane.end()) {
cvor->grane[s[i]] = napravi(s, i+1);
return true;
} else
return ubaci(it->second, s, i+1);
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voild obrisi(Cvor* cvor) {
if (cvor != nullptr) {
for (auto it : cvor->grane)
obrisi(it.second);
delete cvor;
}
}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
int n;
cin >> n;
bool OK = true;
string broj;
cin >> broj;
Cvor* koren = napravi(broj, 0);
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
cin >> broj;
if (OK && !ubaci(koren, broj, 0))
0K = false;
}
if (OK)
cout << ”da” << endl;
else
cout << ”ne” << endl;
obrisi(koren);

return 0;

}

Jom jenna moryha umruieMeHTanuja npeUKCHOT ApBETa je OHa Y KOjoj Cce y CBaKOM YBOPY UyBa HU3 MOKa3uWBava
Ka HacJIe/IHMIMMa, KOjU MMa OHOJIMKO eJleMeHaTa KOJIMKa je BeJIMurHa a3dyke (Y OBOM 3a1aTKy a3dyKy umHe udpe,
ma gyyBamo 10 ereMeHTHe HU30Be). Y CBAaKOM YBOPY Ta/Ia MOpaMO UyBaTé U MH(OPMAIIHjy O TOME [a JIU e HeKa ped
3aBpIIaBa y TOM YBODY.

#include <iostream>
using namespace std;

struct Cvor {
Cvor* grane[10];
bool krajReci;

}

Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
fill(novi->grane, novi->grane+10, nullptr);
novi->krajReci = false;
return novi;

}

bool ubaci(Cvor* koren, const string& s) {
Cvor* cvor = koren;
bool OK = false;
for (char c : s) {
if (cvor->krajReci)
return false;
if (cvor->grane[c - '0'] == nullptr) {
OK = true;
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cvor->grane[c - '0'] = noviCvor();
}
cvor = cvor->grane[c - '0'];
}
if (!0K)

return false;
cvor->krajRecil = true;
return true;

}

void obrisi(Cvor* cvor) {
if (cvor != nullptr) {
for (auto it : cvor->grane)
obrisi(it);
delete cvor;
}
}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);

int n;
cin >> n;
Cvor* koren = noviCvor();
bool OK = true;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
string broj;
cin >> broj;
if (OK && !ubaci(koren, broj))
OK = false;
}
if (O0K)
cout << ”da” << endl;
else
cout << “ne” << endl;
obrisi(koren);

return 0;

}

3aatak MOXKEMO PEIINTH U eJIeMEeHTapHHje, Tako To heMo mpBo dpojeBe copTUpaTH JIEKCUKOrpadCKu, a 3aTHM
hemo mpoBepuTH fa i ce Mehy mapoBUMa y3acTONHUX OpojeBa Hala3u HEKU Y KOMe je TIPBU Opoj IMpepuKC APYTOr.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<string> numbers(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> numbers[i];
sort(begin(numbers), end(numbers));
bool OK = true;
for (size_t 1 = 1; 1 < numbers.size(); i++)
if (numbers[i-1].size() <= numbers[i].size() &&
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equal(begin(numbers[i-1]), end(numbers[i-1]), begin(numbers[i]))) {

OK = false;
break;

}
if (0K)

cout << ”da” << endl;
else

cout << “ne” << endl;

return 0;

}

3aparak: [Ink npeduxkcu

Hanvmm nporpam koju omoryhaBa yHOC FeHETCKMX CEKBEHLIM (HHCKM KOje ce cacToje camo OJf Kapakrtepa a, C, t u
g) ¥ KOjH 3a CBAaKy YHETY CEKBEHILy MCIHNCY je KOJIMKO MMa CeKBEHIM KOjiMa je CEeKBEHIIa KOja ce YHOCH IpeduKC.

Vaa3: Cpaka JMHHMja CTaHAAPIHOT yiia3a cagpkKy HACKY Koja cagpxu Hajumie 10000 kapakTepa a, ¢, t wm g.

M3na3: 3a cBaky yHETYy HUCKY MCIIMCATH KOJIMKO MMa paHHje YHETHX HUCKHM KOjUMa je OHa mpedukc.

Ilpumep

Vaaz Uznasz
tacg 0
tac 1
ta 2
ca 0
cat 0

Pememe

3aatak MOXeMO peliTH KopuimheweM npeUKCHOT ApBeTa Tako ITo ieMo y CBakOM YBOpY JpBeTa dyBaTH Opoj
HHUCKH KOjUMa je HHCKA MpeJcTaB/beHa THM YBopoM mpedukc. Tokom ydanmBama Hrcke yBehaBahemo dpojad cBuX
YBOPOBA KPO3 KOje ce MpoJia3h TOKOM yOaliBama (TO CY CBU HEHH NPeUKCH).

#include <iostream>

using namespace std;

// karaktere iz azbuke kodiramo brojevima

int kod(char c¢) {
switch(c) {

case 'c': return 0;
case 't': return 1;
case 'g': return 2;
case 'a': return 3;
return -1;

}

// cvor prefiksnog drveta
struct Cvor
{

Cvor* grane[4];

int brojPrefiksa;

}

// kreira se novi, prazan cvor
Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
fill(novi->grane, novi->grane+4,
novi->brojPrefiksa = 0;
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return novi;

}

// ubacivanje reci str u prefiksno drvo sa korenom koren
// funkcija vraca novi koren drveta
vold ubaci(Cvor* koren, const string& str) {
Cvor* cvor = koren;
for (char c : str) {
if (cvor->grane[kod(c)] == nullptr)
cvor->grane[kod(c)] = noviCvor();
cvor = cvor->grane[kod(c)];
cvor->brojPrefiksa++;
}
}

// ocitavanje broja reci u drvetu sa korenom koren koje za prefiks
// imaju rec str
int brojPrefiksa(Cvor* koren, const string& str) {
Cvor* cvor = koren;
for (char c : str) {
if (cvor->grane[kod(c)] == nullptr)
return 0O;
cvor = cvor->grane[kod(c)];
}
if (cvor == nullptr)
return 0;
return cvor->brojPrefiksa;

}

// brise drvo sa korenom koren
voild obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
for (Cvor* c : koren->grane)
obrisi(c);
delete koren;
}
}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
// prefiksno drvo u kome se cuvaju ucitane niske i broje prefiksi
Cvor* drvo = noviCvor();
// ucitavamo jednu po jednu nisku do kraja ulaza
string niska;
while (cin >> niska) {
// ispisujemo broj niski u drvetu kojima je tekuca niska prefiks
cout << brojPrefiksa(drvo, niska) << '\n';
// ubacujemo novu nisku u drvo
ubaci(drvo, niska);
}
// brisemo prefiksno drvo
obrisi(drvo);
return 0;

}

Jom jemHa MoryhHoOCT je Aa ce y4uTaHe HMCKE CMEINTajy y MyJTHCKYH (COpTHpaH Jekcukorpadckn). bpoj Hucku
Koje 3a npedrKC NMajy JaTy HUCKY s ce Moxke e(hMKaCHO OIPEANTH TaKo IITO ce poHale MpBa HUCKA Y MYJITUCKYITY
KoOja je Jekcukorpadcku Beha WM jefHaKa S M 3aTHM Ce UTEpUpa peJoM Kpo3 HHCKE CBE IOK UM je HUCKA S TIpepuKC.
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#include <ilostream>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
multiset<string> niske;
string niska;
while (cin >> niska) {
auto it = niske.lower_bound(niska);
int broj = 0;
while (it != niske.end() && it->compare(0, niska.size(), niska) == 0) {
broj++;
1t++;
}
cout << broj << '\n';
niske.insert(niska);
}

return 0;

}

3amarak: Pa3anuure nmoaHucCKe

Hanuimm nporpam xoju ofgpelyje KOIMKO pa3aMuuTUX MOJHUCKM UMa JaTa HUCKA.

Vaa3: Ca crangapIHOT yias3a ce YHOCH HHCKa IyxuHe Hajpuire 5000 kapakTtepa, KOja ce cacTojy camo Of MaJIhX
cioBa a, b, cud.

M3na3: Ha cranpapiHy u3na3 UCIUCATH TPaXKeHU Opoj pasIMuUTHX OJAHUCKU

IIpumep

Vaaz Hznaz
ababa 10
Objawmrberve

Pasmiuurte mognucke cy »”’, ”a”, ¥ab”, *aba”, ”abab”, ”ababa”, ”’b”, ’ba”, , ”’bab” u “baba”.
Pememe

3ajaTak MOKEMO PEeLIMTH TaKO LITO OJIpkKaBaMo CKyIl Koju hie cajpxary cBe MOJHUCKe yunuTaHe Hucke. CBe NOoIHHU-
CKe JIAKO MOxkeMo Habpojatu kopumihiermeM yraexherux newbu. Bpoj nomgHucky je kBaaparau 1j. O(n). YMerarbe
y CKYII KOjH CajIpXH 1 eJleMeHaTa Moxe peaimsobaru y cnoxenoctd O(logn) ako ce KOpUCTU GaTHCHPAHO JIPBO,
MehyTHM, He Tpeda 3aHEMapHTH Ja ce NPHIMKOM YMeTama Nopele Jyrauyke HUCKe, IITO MOXke OUTH CKyNa onepaiy-
ja (cnoxenoct O(n)), ma ymerame Hucke Moxe 3axteBatu O(n log n) kopaka. YKymHa BpeMEHCKa CIOKEHOCT je
O(n®logn). Axo je cKyn peaM30BaH y OOJIMKY Xelll-Marle, Tajla MOKEMO OYEKMBaTH Jia e yHOC y IpoceKy 3axTe-
BaTU KOHCTAHTHO BpeMe, aJli je BpeMe MOTPeOHO 3a M3padyHaBambe Xell BPeHOCTH IyrayKUX HUCKU He3aHeMapuB
(baKTOp M JIMHEApHO 3aBHCH OJ1 Iy’KMHE HHUCKE, I1a CE M 'y OBOM CJIydajy Moke OueKHMBaTH yKymHa cioxenoct O(n?).
Behu npodiiem je 3aysehe Memopuije koje je O(n?).

#include <iostream>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
string s;
cin >> s;
set<string> podniske;
podniske.insert(””);
for (size_t 1 = 0; 1 < s.length(); i++)
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for (size_t duzina = 1; duzina <= s.length() - i; duzina++)
podniske.insert(s.substr(i, duzina));
cout << podniske.size() << endl;
return 0;

}

CBaku 4BOp Y HpepUKCHOM APBETY MPEACTaB/ba MPehUKC HEKe O]l YOAaUeHNX HUCKH, IPU YeMY Ce 3ajeTHUIKH Ipe-
¢uxcen nene n3mel)y cBUX ydaueHHX HUCKH. 3aTo je yKyHaH Opoj YBOpOBa Yy APBETY jeJHAK YKYIHOM OpOjy pa3iiu-
YUTUX TpeduKca cBUX ydaueHux nogHucku. CBaka MoJHUCKA HeKe HUCKE je MpeduKC HEKOT leHor cygukca. Crora
3a1aTak MOKEMO PEIIUTH TaKo IITO Y TpehrKCHO APBO yOAIMMO CBe Cy(hHKCe yUUTaHe HHUCKE, a 3aTHM MpedpojuMo
YBOpPOBE JPBETa.

VMerame HUCKe TykuHe m y ApBo je cnokeHoct O(m). Hdyxune cydukca cy penom o 1 10 n, ma je yKymHO
Bpeme MoTpedHo 3a popmuparse apeera O(n?). Onpehusarse Opoja YBOPOBA APBETA j€ JMHEAPHA y OJIHOCY HA Taj
Bpoj YBOpOBa, 11a MOWITO KX Moke duth O (n?), yKylHa 1 BpeMeHCKa M MEMOPHjCKa CIOKEHOCT OBOT TIPUCTYIA je

O(n?).

#include <iostream>
#include <algorithm>

using namespace std;
const int BROJ_SLOVA_AZBUKE = 4;

struct Cvor {
Cvor* grane[BROJ_SLOVA_AZBUKE];
b

Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
fill(novi->grane, novi->grane + BROJ_SLOVA_AZBUKE, nullptr);
return novi;

}

voild ubaci(Cvor* koren, const string& str, size_t i) {
Cvor* cvor = koren;
while (i1 < str.length()) {
if (cvor->grane[str[i] - 'a'] == nullptr)

cvor->grane[str[i] - 'a'] = noviCvor();
cvor = cvor->grane[str[i] - 'a'];
1++;

}
X

int brojCvorova(Cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
return 0;

int broj = 1;
for (int 1 = 0; 1 < BROJ_SLOVA_AZBUKE; i++)
broj += brojCvorova(koren->grane[i]);

return broj;

}

voild obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
for (int 1 = 0; 1 < BROJ_SLOVA_AZBUKE; i++)
obrisi(koren->grane[i]);
delete koren;
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}
X

int main() {
string s;
cin >> s;
Cvor* koren = noviCvor();
for (size_t 1 = 0; 1 < s.length(); i++)
ubaci(koren, s, 1);
cout << brojCvorova(koren) << endl;
obrisi(koren);
return 0;

}

3aparak: Ilap koju naje najsehu XOR

Harmmmm nporpam koju Melly yHetum nprpogaum OpojeBuma oapelyje oHaj map Koju Aaje HajBehu pesynraT mpu
OTIepaIyjy eKCKIIy3MBHE AWCjyHKIHje (XOr).

Vaa3z: Ca cranaapaHor ynasa ce ynocu 0poj n (1 < n < 100000), a 3aTumM 1 npupoasux dpojesa usmehy 0i 1018,
CBAaKH Y MOCEOHOM pejy.

N3aa3: Ha crangapaHy u3Jia3 UCIUCATH MAKCUMAIIHY BPEIHOCT KOja ce MOXe JOOMTH Kaja ce orepalfja eKCKITy-
3UBHE JMCjYHKIIMje MPUMEHU Ha HeKa /IBa yHeTa Opoja.

ITpumep

Yaaz Hznaz
5 7

1

2

3

4

5

Objawmrberve

Hajsehu pesynrar 7 moduja ce eKCKIY3MBHOM IUCjyHKIMjoM OpojeBa 3 ¥ 4 (HUXOBM OMHAPHU 3alUCH CY
00...0000011 u 000...000100). Mcru pesynrar goduja ce M €KCKJIy3MBHOM IUCjyHKLHjoM OpojeBa 2 U 5
(muxoBU OMHApHU 3anucy cy 0000. .0000101 1 0000. . .00000010).

Pememe

Pemere rpydom cuiiom nogpasymeBa Jja ce Ha CBaku nap opojesa npumenu omnepanuja XOR u ga ce ucnuie Max-
cuMyM odujennx pesyirara. CioxkeHoct oBor npuctyna je O(n?).

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

typedef unsigned long long ull;

int main() {

int n;
cin >> n;
vector<ull> brojevi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

cin >> brojevi[i];
ull max = 0;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)

for (int j = 0; j < 1; j++)

if ((brojevi[i] ~ brojevi[j]) > max)
max = brojevi[i] » brojevi[j];
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cout << max << endl;
return 0;

}

EdukacHuje periewe MoxkeMo 100MTH MIPUMEHOM CTPYKTypa nojaraka. [TokymiajMo aa 3a cBakv HOBHM YHETH OpOj]
eukacHo u3pauynamo HajBehu Opoj koju ce Moxe nodutn npuMeHoM onepanuje XOR Ha wera U HeKH OJ1 TIpeT-
XOJIHO YHEeTHX OpojeBa (y pelremy rpyOdoM CHIIOM, TO Ce [ellaBa y YHyTpallmkoj newbl). [lokymajmo aa Taj dpoj
OIpeArMO OUT-TIO-OUT U TO KpeHyBIIM of OuToBa HajBehe TexuHe. Ha MecTy Outa HajBehe TeXMHE MOKEMO JOOUTH
1 ako Texyhu dpoj nounme ourom 0 1 Melly paHMje yduTaHUM OpojeBUMa MOCTO U HEKU KOjH MOUYMbe dutoM 1 uimm
ako Tekyhu dpoj nounme ouroM 1 u Mehy paHuje yuutaHuMm OpojeBUMa MOCTCOjU HEKH KOju nounme outom 0. Y
CYIPOTHOM Ha MecTy Hajeehe TexxuHe pesynrata mMopa outu out 0. Hakon ogpehusama mpsor dura, ogpehyjemo
HapeJHy, ajii y cIydajy Ja cMo Ha Boehe MecTo pesynrara ynucand 1, Mehy yunTaHnM HACKaMa 3a/1pkaBaMo camMo
OHE Koje cy Ha Bogehem MecTy nMaiil OuT cynpoTaH Out Bogehem Ourty Tekyher dpoja (y caydajy ga cMo Ha Bozehe
MecTo pesyaTata ynucanu 0, Tajga cy CBU paHUje yUUTaHU OPOjeBH MOYMbAIM UCTUM OUTOM KOjUM MOUMibe TeKyhu
0poj u cBu ce 3aapxkasajy). [loctynak casa HoHaB/baMO 3a APYry OUT, IPU YEMY pa3MaTPaMO CaMO HUCKE KOje HHUCY
panuje ondauyene. Ha npumep, ako cy gati OpojeBu

1001
1010
0110
1 aKo je TeKyhu dpoj
0010

Ha Bopehe mecto pesynrara Moxkemo ynucatu 1, pu uemy 3a/ipXkaBaMo HHCKE

1001
1010

Ha apyro mecro pesynrara mopamo ynucartu 0, jep cBe 3aip:kaHe HUCKe Ha MecTy gpyror ourta umajy 0, ucro xao u
tekyhu 0poj. Ode HUCKe ce 3alpxKaBajy.

Ha tpehe mecto pe3yiraTa MoxeMo ynucaTd 1 U Taja 3aipXkaBaMo CaMO HHUCKY
1001

Ha xpajy, Ha mocyente Mecto pe3yarara MoxeMo ynucati 1. Konauan pesynrar je, nakie, 1011 u oH ce noduja
npumenoM orneparmje XOR Ha Hucke 0010 1 1001.

Iperpary MoxxeMO BeoMa jeTHOCTABHO OPraHM30BaTH aKO CBE YUHTaHE OMHApHE 3aIlice YNUIIEMO y NpeHKCHO
IpBO. Y CBaKOM HHMBOY JIpBETa OJUIy4yjeMO Ce 3a je/laH OWT M CITyIITamkeM Ha Hape[HW HUBO EJIMMUHHUILIEMO CBE
OHEe HUCKE KOje Ha oAroBapajylieMm Mecty Hemajy Taj OuT. AKo y TekyheM KOopaky MOCTOjH IpaHa odesekeHa OUToM
CYIpOTHOM 071 TeKyher OuTa TpeHyTHOT Opoja, CIyIITaMo Ce FOME U Y pe3yJITaT YIHCYjeMO jeANHHMILY, JOK CE y CY-
MIPOTHOM CIYIIITAMO I'PaHOM Ha KOjOj ce HaJla3u OUT jeHaK TeKyheM OUTy TpeHyTHOT Opoja My pe3yaTaT yIucyjeMo
HYIy.

Crnosxenocr ogor anmropurMa je O(n), pu 4eMy je KOHCTaHTa jeqHaka Opojy OMToBa KOjUMa Ce 3aImicyjy OpojeBu
(c 0d3mpoM Ha orpaHMYEHHa aTa y 33/1aTKy, TO je 64).

#include <iostream>
using namespace std;
typedef unsigned long long ull;

struct Cvor {
Cvor* grane[2];

}

Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
novi->grane[0] = novi->grane[1] = nullptr;
return novi;

}
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voild ubaci(Cvor* koren, ull broj) {
Cvor* cvor = koren;
ull mask = 1ull << (8*sizeof(ull) - 1);
while (mask != 0) {
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[bit] nullptr)
cvor->grane[bit] = noviCvor();
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
}
}

ull maxXOR(Cvor* koren, ull broj) {
Cvor* cvor = koren;
ull rez = 03
ull mask = 1ull << (8*sizeof(ull) - 1);
while (mask != 0) {
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[!bit] !'= nullptr) {

rez = rez | mask;
cvor = cvor->grane[!bit];
} else
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
}
return rez;

}

voild obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
obrisi(koren->grane[0]);
obrisi(koren->grane[1]);
delete koren;
}
}

int main() {
int n;
cin >> n;
unsigned long long x;
cin >> x;
Cvor* koren = noviCvor();
ubaci(koren, x);
unsigned long long max = 0;

for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
cin >> x;
unsigned long long rez = maxXOR(koren, Xx);

if (rez > max)
max = rez;
ubaci(koren, x);
}
cout << max << endl;
obrisi(koren);
return 0;
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3anarak: Hajsehn XOR cermenTa

Harmmmm nporpam koju y HU3y npuponHux OpojeBa oapelhyje Hajehu Opoj Koju ce MOXe JOOUTH OTepaIfjoM eK-
CKJIy3WBHE [IMCjyHKLI]je TPUMerbeHe Ha HeKH Helpa3HU CerMeHT (TIOIHN3 Y3aCTOIHUX eJleMeHaTa) TOT HU3a.

Vaa3: Ca cranmapaHor ynasa ce yunrtaBa Opoj ememenata auza n (1 < n < 100000), a 3aTUM U3 1 HApESTHUX
pesioBa o jeian npupoaHu 6poj usmehy 1 u 1018,

M3na3: Ha crangapaHu m3iia3 UCIMcaTi TPaXXeHY MaKCHMaJIHY BPEIHOCT €KCKJTy3MBHE [IVIC]YHKIIHj€ HEKOT Herpa-
3HOT CErMEHTa HU3a.

IIpumep

Vaaz Hznasz
5 54

10

20

30

40

50

Objautroerve

MakcuMasHa BpeIHOCT Ce MOCTHKe 32 ABOWIAHU cerMeHT 30 40 (duHapHU 3amucu OBUX OpojeBa cy ...011110 u
...101000, a pe3ynTata je ...110110).

Pememe

Pememe rpydomM cuiioM nojipa3yMeBa Jia ce 3a CBaKM CETMEHT U3pauyHa BpeJHOCT eKCKJIy3uBHe qucjyHkuuje. Cer-
MEeHTe MOXeMO HadpajaTy yrHexkeHUM neT/bama Iie Ce y CI0JbHOj IIET/bY MeHba JIEBH, a Y YHYTPAILH0j IETIbH JeCHU
Kpaj cermMeHTa. Ha Taj HAaUMH ce cerMeHTH MPOIIHPY]y jeHUM IO jeIHNM €JIEMEHTOM, Ia BPEJHOCT €KCKIIy3UBHE
IVCJyHKIIM]jEe BUXOBUX €JIEMEHaTa MOXKEMO U3PauyyHaBaTH NHKPEMEHTAITHO.

CrnokeHocT oBakgor anroputMa je O(n?).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
typedef unsigned long long ull;

int main() {

int n;

cin >> n;

ull x;

cin >> x;

ull xorPrefiksa = x;

vector<ull> xoroviPrefiksa(n);

xoroviPrefiksa[0] = xorPrefiksa;

ull maksSegmenta = xorPrefiksa;

for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
cin >> x;
xorPrefiksa = xorPrefiksa ~ x;
maksSegmenta = max(maksSegmenta, xorPrefiksa);
for (int j = 0; j < 1; j++)

maksSegmenta = max(maksSegmenta, xorPrefiksa ~ xoroviPrefiksa[j]);

xoroviPrefiksa[i] = xorPrefiksa;

}
cout << maksSegmenta << endl;
return 0;

211



ITABA 5. HAIIPEJHE CTPYKTYPE IIOJATAKA

3aarak MokeMo e(UKACHHje PeIMTH KOpUINhemeM TeXHUKe CIIMYHE TeXHULM M3paxaBama 301pa cerMeHTa Kao
pasnuke 1Ba 30upa npedukca. Haume, Baxu ga je

J

J i—1
Do =P o Da
k=0 k=0

k=i

3aTo y mporpaMmy MOEMO OJIpXKaBaTH HHU3 CBHX JIOCAJAIIBUX BPEAHOCTH EKCKIY3MBHHX IWCjyHKIMja mpedurca
Huza. [IpunrkoM aHayM3e HapeAHOr eleMeHTa oApehyjeMo eKCKIYy3UBHY JAWC]YHKUMjYy NpeduKca KOju ce mhUMe
3aBpIIaBa (TO MOXKEMO yPaJUTH WHKPEMEHTATHO, jep Beh 3HAMO eKCKJIy3MBHY OWCjYHKIIM)Y elleMeHaTa IPeTXO0[-
Hor mnpedukca). Ilopeanmo Ty BpeTHOCT ca TPEHyTHIM MaKCUMYMOM, a 3aTHM U3 Bhera H3y3MMaMo jefIaH 1o jelaH
eJIeMEeHT ca MoveTKa 1 yrnopehyjeMo Tako 100HjeHe BpeIHOCTH ca TPEHYTHUM MaKCUMYMOM (HapaBHO, aXXypHUpamMo
MaKCUMYM KaJi rof je To norpedHo). Ha kpajy BpeaqHOCT TpeHyTHOT npeduKca 10JajeMo Y HU3 BPeAHOCTU MPETXO-
HUX npedHKca 1 IpeIa3uMo Ha HapeHU eJIeMeHT, CBe JIOK He 00pauMoO CBe eJleMeHTe HH3a.

TTonITo aHATM3MUPAMO 71 eJIEMEHATA HA32 U TIOIITO MPUIMKOM aHATU3E CBAKOT EJIEMEHTA AHATM3MPAMO CBE MIPETXOIHE
npedpuKce, CIOKEHOCT OBOr Tpuctyma je O(n?).

#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;
typedef unsigned long long ull;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<ull> brojevi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> brojevi[i];
ull maksSegmenta = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
ull xorSegmenta = brojevi[i];
if (xorSegmenta > maksSegmenta)
maksSegmenta = xorSegmenta;
for (int j = 1+1; j < n; j++) {
xorSegmenta = xorSegmenta ” brojevi[j];
if (xorSegmenta > maksSegmenta)
maksSegmenta = xorSegmenta;

}
}
cout << maksSegmenta << endl;
return 0;

}

OCHOBHHM KOpak IPEeTXOAHOT aJrOpHTMa je Ja ce 3a JAaTy BpeJHOCT Tekyher mpedukca mpoHahie oHaj MpeTxoqHu
npedrKe Koju ca natuM jaaje Hajeehy BpenHoct XOR-a. OBaj ce npodiiem Beoma e(pruKacHO MOXe peruTi ToMohy
npedukcHor apeerta. Ta TexHuka je onucaHa y 3agaTky [lap koju gaje Hajsehu XOR.

Ha taj HaunH n3deraBamo yHyTpallllby NeT/by KOjOM CE€ aHAIM3MPA jelaH MO jefaH NMperKC M YKYIHY CI0KEHOCT
cHkaBamo Ha O(n), IpU YeMy je KOHCTAHTHH (hakTop y3 1 jeHaK Opojy duroBa moTpedHux 3a 3anmc Spojesa.

#include <ilostream>
#include <vectors>
#include <algorithm>

using namespace std;

typedef unsigned long long ull;
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5.1. IPE®UKCHO APBO

struct Cvor {
Cvor* grane[2];

1

Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
novi->grane[0] = novi->grane[1] = nullptr;
return novi;

}

vold ubaci(Cvor* koren, ull broj) {
Cvor* cvor = koren;
ull mask = 1ull << (8*sizeof(ull) - 1);
while (mask != 0) {
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[bit] == nullptr)
cvor->grane[bit] = noviCvor();
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
}
}

ull maxXOR(Cvor* koren, ull broj) {
Cvor* cvor = koren;
ull rez = 0;
ull mask = 1ull << (8*sizeof(ull) - 1);
while (mask != 0) {
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[!bit] != nullptr) {
rez = rez | mask;
cvor = cvor->grane[!bit];
} else
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
}

return rez;

}

vold obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
obrisi(koren->grane[0]);
obrisi(koren->grane[1]);
delete koren;
}
}

int main() {
int n;
cin >> n;
ull x;
cin >> Xx;
ull xorPrefiksa = x;
Cvor* koren = noviCvor();
ubaci(koren, xorPrefiksa);
ull maxSegmenta = xorPrefiksa;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
ull x;
cin >> x;
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xorPrefiksa = xorPrefiksa ~ x;
maxSegmenta = max(maxSegmenta, xorPrefiksa);
maxSegmenta = max(maxSegmenta, maxXOR(koren, xorPrefiksa));
ubaci(koren, xorPrefiksa);
}
cout << maxSegmenta << endl;
obrisi(koren);
return 0;

5.2 Crpykrypa noaaraka 3a npejcraB/bame JUCJYHKTHUX MOCKYIIOBA
(union-find)

Ilonekan je noTpedHO oAp:kaBaTH y MPOrpaMy HEKOJIMKO AMCjYHKTHHX MOJCKYIOBa oApeheHor ckyma, pu 4emy je
MohH 3a 1aTu eneMeHT eprkacHo rnpoHahu koM ckyny npumnaja (oBa onepanuja ce 3oBe find) u epukacHo cnojutu
JIBa 3a]1aTa MOJCKyTa y HOBH, Behu ocKytI (Ty onepanujy Hazuamo union). [Tomohy omeparmje find mako moxemo
3a IBa eJeMEHTa MPOBEPUTH Ja JIM MPHIa[ajy MCTOM MOJCKYIy Tako IITO 32 CBAKM Of HHX INpoHaljeMo O3HaKY
TIOZICKYTIa ¥ ITPOBEPUMO [ja JIU CY OHE je/IHAKE.

Jegna moryha uMIuIeMeHTaIja je a ce ogpkaBa MPEeCcIUKaBake CBAKO eJIEMEHTa Y O3HAKY MOJCKYMa KOjeM IpH-
naga. AKo MpeTrnocTaBUMO Jia Cy CBU eleMeHTU HyMmepucaau OpojeBuma o 0 10 n — 1, oHAa OBO IpecivKaBambe
MOXEMO peasI30BaTH NoMohy 0OWYHOr HU3a I7ie ce Ha MO3UIIMjH CBAKOT eJleMeHTa Hajla3W O3HaKa MOJCKYIa KojeM
OH INpHIaJa (aKO eJEMEHTH HUCY HYMEPUCAHU OpojeBUMa, MOIJIM OUCMO KOPUCTUTH Mally yMecTo Hu3a). Onepanuja
find je Tama TpuBHjanHa (camo ce U3 HU3A IPOUYMTA O3HAKA MOACKYIA) U cioxeHocT joj je O(1). Omepaumja uni-
on je MHOTO CIIOpHja, jep 3aXTeBa [a ce O3HAaKe CBHX eJieMeHaTa jeJHOT MOJCKYyIa IPOMEHE Y O3HaKe JAPYror, MITo
3axTeBa J1a ce Mpolje Kpo3 UMTaB HU3 M clioxkeHoctd je O(n).

int 1d[MAX_N];
int n;

void inicijalizuj() {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
id[i] = 1

int predstavnik(int x) {
return id[x];

int u_istom_podskupu(int x, int y) {
return predstavnik(x) == predstavnik(y);

}

voild unija(int x, int y) {
int idx = 1d[x], idy = id[y];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
if (id[i] == idx)
id[1] = idy;
}

Kipyuna uzeja je qa eieMeHTe He NPeciIMKaBaMo y O3HaKe MOJICKYIOBa, Beh Ja MOCKYyIoBe YyBaMoO Y OOJIMKY JIpBeTa
TAaKO Jla CBaKH €JIEMEHT CJIMKaMO Y HEroBOr poAuTesba y ApBery. Kopene mpera hemo cimkatu came y cede u
cMaTpaTy MX O3HaKama MojicKynosa. Jakie, 1a OMCMO Ha OCHOBY ITPOU3BOJBHOT €JIEMEHTA Ca3HAIM O3HAKY MOJICKYIIA
KOM IpUnaja, HoTpedHo je 1a mpoljeMo Kpo3 HU3 poauTesba CBe JOK He CTUTHEMO [0 KopeHa. Harmacumo pa cy y
OBUM JpBETHMa ITOKA3MBAYM YCMEPEHH O] Jielie Ka POAUTEIbUMA, 32 PA3JIHKY OJf KJIACHYHMX JPBETa IJie OKa3UBaYn
yKa3yjy Ofi pofuTesba Ka JeLH.

VHHjy MOXEMO BPILIHUTH TaKO IITO KOPEH jeJHOT MOACKYIa yCMEPUMO Ka KOPeHY ApYror.

[IpBu anroputam OAroBapa CUTyalllju y KOjoj ocoda Koja MpOMEHH aJpery oOaBellTaBa CBe APyre 0code o CBOjoj
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(UNION-FIND)

HOBO] afpecu. [pyru oaroeapa CHTyalMju y KOjOj caMO Ha CTapoj apecH OCTaB/ba MH(POPMAIH]Y O CBOjOj HOBO)]
azpecu. OBO, HApaBHO, MaJIO ycIOpaBa AOCTaBY MOIITE, jep ce Mopa npehu Kpo3 HU3 IpeycMepaBama, ajld ako Taj
HU3 HUje Mpeayrayak, Moxe OUTH 3HaYajHO e(pUKACHUjU OJ] PBOT MPHUCTYTIA.

int roditelj[MAX_N];
int n;

void inicijalizuj() {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
roditelj[i] = i;
}

int predstavnik(int x) {
while (roditelj[x] != x)
x = roditelj[x];
return x;

}

voild unija(int x, int y) {
int fx = predstavnik(x), fy = predstavnik(y);
roditelj[fx] = fy;

}

CI10XeHOCT MPETXOAHOT TPUCTYIIA 3aBUCH OJ] TOTa KOJIMKO Cy JIpBETa KOjuMa Ce MPEe/ICTaBIbajy MOACKYIIOBH ypaBHO-
TeXeHa. Y HajropeM Ciydajy ce OHa MOTY M3[eTreHepHpATH Y JICTY M Ta[a je CI0XEHOCT cBake oj onepanuja O(n).
NnyctpyjmMo OBO jeTHUM IPHIMEPOM.

01 2 3 45 6 7

0 061 2 3 4 5 6

VT KOjUM ce TpaXku IPEICTABHIK CKYTIA KOjeM [PHIIA/Ia eIEMEHT 7 Ce Pean3yje HI30M KOpaka KOjuMa ce rpeJiasu
npeko ciejehux enemenara 7,6,5,4,3,2,1,0. Mako ce 0BO YMHM FOPUM OJ1 IPETXOJHOT IPUCTYTIA, T je dap npoHaa-
Kerbe moackyma komrano O(1) kaga cy gpBeTa ypaBHOTEXEHa, Taa je ciokeHocT cake o onepauuja O(logn) u
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LIEHTPaJIHH 33JjaTak Ja Ou ce Ha OBOj Meju M3rpaania eprKacHa CTPYKTypa MoAaTaka je a ce Ha HeKU HauuH 00e3-
Oenu Ja ApBeTa ocTaHy ypaBHOTekeHa. KibyuHa uzeja je ma ce MpuIMKOM M3MeHa (a OHa ce BpIIe caMo Y CKJIOIY
onepaiyje yHuje), ako je moryhe, 0de30eau aa ce BUCHHA JIpBETa KOjUM ce Mpe/ICTaB/ba YHUja He nmoBeha y ofgHocy
Ha BHCHHE TI0jeIMHAYHNX JPBETa KOja MPEeACTaBbajy CKyIOBE KOjU ce YHUPajy (BUCHHY MOXeMO Ae(UHUCATH Kao
Opoj rpaHa Ha MyTarU Of TOT YBOpA [0 HEMY Hajyda/beHujer aucTa). IIpuinkom mpassberba YHHjE, IMaMo CJI000Dy
n300pa KopeHa Kor heMo ycMepuTHy Ka Jpyrom KopeHy. AKO ce yBek m3adepe Ja KopeH Iutiher JpBeTa ycMepaBaMo
Ka ayOsmeM, Tajga he ce BucuHa yHHje moBehaBaTi caMo ako cy 0da ApBeTa KOj yHUpaMo UCTe BUCHHE. BucuHy npBeTa
MOKEMO OJIpKaBaTH y MOCEOHOM HU3Y Koju hemo U3 passora Koju he dUTH KacHUje 0OjalllleH! Ha3BaTU rang.

int roditelj[MAX_N];
int n;
int rang[MAX_N];

vold inicijalizuj() {
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
roditelj[i] = 1;
rang[i] = 0;
}
}

int predstavnik(int x) {
while (roditelj[x] != x)
x = roditelj[x];
return x;

}

void unija(int x, int y) {
int fx = predstavnik(x), fy = predstavnik(y);
if (rang[fx] < rang[fy])
roditelj[fx] = fy;
else if (rang[fy] < rang[fx])
roditelj[fy] = fx;

else {
roditelj[fx] = fy;
rang[fy]++;

}

}

Ilokaxumo pana aaropurMa Ha jCHHOM IIpuMepy. HO)ICKyl'IOBe hemo MpeacraB/baT ApBETUMA.

1 2 3 45 6 7 8

unija 1 2

2 7
unija 4 7

1 3 5 6 8
2 4 7
unija 5 8
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(UNION-FIND)

unija 5 4
1 6
2 3 4 7 8
5
unija 3 7
6
1 4 7 8
2 3 5

Jloka’)kMMO MHIYKIMjOM /Ia Ce Y APBETy UMju je KOpeH Ha BUCMHM h Hanasu oap 2 usoposa. Basa je mouetHu
clyuaj y KOME je CBakU YBOP CBOj IPeACTABHUK. BUCHHA CBEX UBOPOBA je Tajia HyJa U cBa Apeera uMajy 20 = 1
yBop. [TokaxkuMo fa cBaka yHHja oJp:KaBa OBy MHBapHujaHTy. [0 MHIYKTHBHO] XUIIOTE3W MPETIIOCTABbAMO J1a 00a
JIpBETa KOja MpeJICTaB/bajy MOJCKYIIOBE KOj1 ce YHUpajy UMajy BuchHe hi 1 hy 1 doap 2" u 272 ysoposa. Ykomiko
ce YHHMpameM BHCHHA He MoBeha, WHBapHjaHTa je odyBaHa jep ce Opoj uBopoBa moeehao. JeaumHu ciyyaj Kajga
ce noBehaBa BHCHHA YHM]je je Kaaa je hy = ho W Taja 0djeaurbeHo APBO UMa BUCMHY h = hy + 1 = hy + 1
u dap 2" + 272 = 2" uypopoma. Tume je TBpheme noka3aHo. Jlakje, CIOKEHOCT CBAaKe ONepalyje MPOoHAIAcKa
IpejicTaBHUKA Y cKyity oft 1 uBopoBa je O (log n), a HoIiTo yHupame HAKOH HPOHAJIAKEHha [IPEICTABHIKA BPIIU jOIII
camo O(1) omepauwuja, u cnoxkeHocT Haaxema yauje je O(logn).

Permmo n fa je ymecto BucuHe Moryhe ofpxaBaty Opoj YBOpOBa y CBAKOM O] MOZICKYIOBa. AKO yYBEK ycMepaBamMo
MIpe/ICTABHUKA Marmer Ka MpeCcTaBHUKY Beher MojacKyna, MOHOBO heMo JOOHMTH JIOrapuTaMcKy CJI0KEHOCT Hajroper
ciyyaja 3a 0de ornepanyje. OBO BaXy 3aTO IITO M OBaj HAYMH IIPaBJbeiha YHUjE rapaHTyje JAa He MOKeMO MMaTH
BHCOKO JIPBO ca MajiiM dpojeM uBopoBa. Ia Ou ce modwiio apBo BucuHe 1, moTpedHa Cy HajMame JBa YBOpa; Aa
0u ce 100MJI0 IPBO BUCUHE 2 HajMame YeTUPH YBOpa (jep ce crajajy aBa ApBeTa BUCHMHE 1 Koja MMajy dap mo gBa
yBopa). [a du ce nodmio apBO BHcHHE h MOTPedHO je HajMame oh ypopoBa. Opasze cienu Ja he BUCUHE CBUX
apseta y oBoj crpykrypu durtn Bucune O (logn).

Hako je oBa CIIOKEHOCT CACBUM MPHUXBAT/BHBA (CJI0KEHOCT MpoHaNaxerma n yarja je O(nlogn)), Moxe ce mogatHo
MOOOJBIIATH BPJIO jE€HOCTABHOM TEXHUKOM IIO3HATOM Kao Komilpecuja iywiaree. Haume, MPUWIMKOM ITpOHAIAXKEHA
Ipe/ICTABHUKA MOKEMO CBE YBOPOBE KO3 KOje MPOIa3uMO YCMEPUTH IpeMa KopeHy. JeJaH HauuH Jja ce TO IIOCTUIHE
jé Jla ce HaKOH MpOoHaJIakemha KOPeHa, MOHOBO Mpohe Kpo3 HU3 POJUTEbA U CBU TIOKA3UBAUM yCMepe NpeMa KOpeHy.

int predstavnik(int x) {

int koren = x;

while (koren != roditelj[koren])
koren = roditelj[koren];

while (x != koren) {
int tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = koren;
X = tmp;

}

return koren;

}

3a cBe UBOPOBE KOjU ce odmiiasze of IOJa3HOT YBOpa [0 KOpeHa, Ay KHHe IyTama 10 KOPeHa ce HAKOH OBOr'a CMatby-
jy Ha 1, mehytuM, Kao mrTo npumMehyjemo, HU3 paHroBa ce He Memwa. AKO PpaHroBe TyMaulMMO Kao Opoj YBOpoBa y
TIOZICKYITY, OHJJa C€ ITPUJIMKOM KOMITpEecHje IyTarbe Ta CTATUCTHKA U HE Mema, 1A je TOCTYNaK KOpeKTaH. AKO paH-
rOBE TyMaulMO Kao BHCHHE, JaCHO je Ja MPHUIMKOM KOMITpecHje MyTame HU3 BICHHA MocTaje HeaxypaH. Mehytum,
MHTEPECAHTHO je J1a HA Y OBOM Clly4ajy Hema IoTpede [1a ce oH axypupra. Haume, dpojeBu koju ce cana dyBajy y
TOM HM3Y He MPe/CTaB/bajy BUIIE BUCHHE YBOPOBA, Beh ropme rpaHurie BUcuHa yBopoBa. OBM OpojeBH ce HaJasbe
cMaTpajy paHroBHMMa YBOpPOBA, Tj. NMOMONHHUM IMoAalMMa KOju HaM MOMaKy [1a IPeyCMEpPUMO YBOBOBE IPUINKOM
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yHupama. [loka3yje ce Ja ce OBUM He HapylllaBa CIOKEHOCT Hajroper ciiydaja v 1a (pyHKIMja HaCTaB/ba KOPEKTHO
Ja pajy.

VY npeTxo[HOj UMIUIEMEHTALIMjH Ce JIBa MyTa MpoJia3u Kpo3 MyTamwy Of 4BOpa 10 KopeHa. Mmnak, ciuvHe nepdop-
MaHce ce MOTY IOOMTHU U caMo Y jeIHOM Tiposiazy. [locToje nBa HauMHA Ha KOjU C€ OBO MOXeE YPaJAUTH: jeaH OJ] FbHX
je [1a ce CBaKM YBOp yCMEpH Ka POJIUTeIby CBOT POAMTEIbA. 3a CBE YBOPOBE KOjH ce 0dMIIa3e o] MoJIa3HOT YBOpa JI0
KOpeHa, Ty’KMHe MyTarba 10 KOPeHa Ce HAKOH OBOra CMarby jy IBOCTPYKO, IITO je JIOBOJBHO 3a OJJIMYHE nepopmaHce.

int predstavnik(int x) {
while (x != roditelj[x]) {
tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
X = tmp;
}

return x;

}

Jpyru HauMH Nofipa3syMeBa Ja ce MPHJIMKOM IpoJiacka oJ] YBOpa Ka KOPEeHy CBaKH JAPYTH YBOP Ha MyTawmu yCMepH
Ka pOJUTEsbY CBOT POAUTESBA.

int predstavnik(int x) {
while (x != roditelj[x]) {
roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
x = roditelj[x];
}

return x;

}

TIpUMeTHMO /1a je OBUM [0JIaTa CaMo je/IHa JIMHKja Kojla Y TIPBOOUTHY UMILUIeMeHTaujy. OBOM jeJHOCTABHOM IIpO-
MEHOM aMOPTH30BaHa CJIOKEHOCT onepanuja rocraje camo O(a(n)), rae je o(n) nHBep3Ha AkepMaHOBa (PyHKIHja
KOja CTpalrHO CHopo pacTe. 3a OWim Koju Opoj n KOjU je Mawu o1 Opoja aToMa y LIeJIOM YHUBEP3yMY Baxu Ja je
a(n) < 5, Tako 1a je BpemMe IPaKTUYHO KOHCTAHTHO.

3anarak: [IpBu nyT Kpo3 MaTpuiry

Jlornyka MaTpuIia AUMEH3Mje 1 X N Y HOYETKY caJipXku cBe HyJle. HakoH Tora ce HaCyMHYHO 10/aje jeaHa o jegHa
jenmnunna. Kperame no marpunu je Moryhe camo ro jeuHMIIaMa 1 TO CaMo Ha 10JIe, Ha Tope, Ha JECHO U Ha JIEBO.
Harnmcatu mporpam Koju yuntaBa JUMEH3H]y MaTpHIIE, a 3aTHM MO3UIIH]Y je/iHe [0 jeqHe jequHuIle U oapelyje HakoH
KOJIMKO HHX je MpBU IMyT Moryhe cuhu o Bpxa 0 {Ha MaTpuIie (ca MPOM3BOJBHOT M0Jba IPBE BPCTE 0 MPOU3BOJLHOT
I0Jba TIOCJIEIbE BPCTE MaTpPULIE).

Vna3: Ca cranmapgHor ynasza ce yuntasa aumensuja marpuie 1 < n < 200, 3atum dpojnomsa m (1 <m < n2) y
KOje ce yInucyje jequHUIIA, a 3aTUM Y HApeIHUX M pelloBa KOOpAUHaTe THX MoJsba (Opoj BpcTe u dpoj KojioHe of 0
o n — 1, pa3aBojeHH pa3mMakoMm).

HM3zaa3: Onuc n3aa3Hux nojaraka.

IIpumep
Yaaz Hznaz
4 8
9

00

01

11

33

13

20

30

21

22
Objawmrberve
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(UNION-FIND)

INocne 8 yuntaHux mosba, MaTpUIa TOCTaje

1100
0101
1100
1001

1 BpX ¥ JJHO TIOCTajy CIIOjeHH .
Pememe

OcHoBHa ujieja je na ce popMupajy CBHM MOACKYIIOBU efeMeHaTa u3mehy Kojux moctoju myT (oHU popMupajy T3B.
KOMIIOHEHTe ToBe3aHocTH). CBakM MyT Kajia ce YCIOCTaBU Be3a u3Mel)y Heka JiBa eJleMeHTa TakBa JiBa MOJICKYIIa,
TMOJICKYIIOBH ce crajajy. [IpoBepa aa v MocToju myT u3Mel)y JBa ejieMeHTa CBOJIU Ce OH/IA Ha MPOBEPY Jia JIK OHU
MPUIA/IAjy UCTOM MOJCKYITY.

IMyrama ox Bpxa [0 [AHA MOCTOjHU aKO MOCTOjU IyTama OJ OWJIO KOT eJIEMEHTa y IPBOj BPCTU MaTpUILIE 10 OUJIO KOT
esleMeHTa y JHy Marpure. To du IoBeso /10 Tora ia y CBakoM KOpaky MOpaMo Ja IpoBepaBaMo CBe IIapoBe eJleMeHaTa
U3 TOpE U JOHe BpcTe. MeljyTim, Moxkemo u dosbe. [Jomahemo BemITauku MOYETHH YBOP (HA30BUMO T'a U3BOP) U
crnojuhemo ra ca CBIMM YBOPOBMMA Y MIPBOj BPCTH MATpUIIE ¥ 3aBPIIHM YBOp (Ha30BUMO Ta yiihe) u crojuhemo ra ca
CBMM YBOPOBHMA Y TIOC/IEIH0]j BPCTU MaTpuiie. TaJa ce y cBakoM KOpaKy caMo MOKe POBEPUTH Ja JIU Cy U3BOP U
yuihe CIojeHu Tj. Ja M IpUINajaajy UCTOM HOACKYILY.

IMoxckymnose MoxeMo yyBaTi HoMONy CTPYKType MoaTaka 3a peJCcTaB/barbe J¥C]yHKTHUX NMOACKYIOBa (€HIVI. union-
find).

#include <ilostream>
#include <vectors>

using namespace std;

vector<int> UF_roditelj;
vector<int> UF_rang;

voild UF_inicijalizacija(int n) {
UF_roditelj.resize(n);
UF_rang.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
UF_roditelj[i] = i;
UF_rang[i] = 0;
}
}

int UF_predstavnik(int x) {
while (x != UF_roditelj[x]) {
UF_roditelj[x] = UF_roditelj[UF_roditelj[x]];
x = UF_roditelj[x];
}
return x;

}

void UF_unija(int x, int y) {
int fx = UF_predstavnik(x), fy = UF_predstavnik(y);
if (UF_rang[fx] < UF_rang[fy])
UF_roditelj[fx] = fy;
else if (UF_rang[fy] < UF_rang[fx])
UF_roditelj[fy] = fx;
else {
UF_roditelj[fx] = fy;
UF_rang[fy]++;
}
}
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// redni broj elementa (x, y) u matrici
int kod(int x, int y, int n) {
return x*n + y;

}

int main() {
// dimenzija matrice
int n;
cin >> n;

// alociramo matricu n*n

vector<vector<bool>> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i].resize(n, false);

// dva dodatna vestacka cvora
const int izvor = n*n;
const int usce = n*n+l;

// inicijalizujemo union-find strukturu za sve elemente matrice
// (njth n*n), izvor 1 usce
UF_inicijalizacija(n*n + 2);

// spajamo izvor sa svim elementima u prvoj vrsti matrice
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
UF_unija(izvor, kod(0, i, n));

// spajamo sve elemente u poslednjoj vrsti matrice sa uscem
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
UF_unija(kod(n-1, 1, n), usce);

// broj jedinica
int m;
cin >> m;

// korak u kom se spajaju izvor i usce
int korak = -1;

// ucitavamo i obradujemo jednu po jednu jedinicu
for (int k = 1; k <= m; k++) {
int x, vy;
cin >> X >> y;
// ako je u matrici vecé jedinica, nema Sta da se radi
if (a[x][y]) continue;
// upisujemo jedinicu u matricu
a[x][y] = true;
// povezujemo podskupove u sva cetiri smera
if (x > 0 && a[x-1]1[y])
UF_unija(kod(x, y, n), kod(x-1, y, n));
if (x + 1 < n & a[x+1]1[y])
UF_unija(kod(x, y, n), kod(x+1, y, n));
if (y > 0 && a[x][y-1])
UF_unija(kod(x, y, n), kod(x, y-1, n));
if (y + 1 <n & a[x][y+1])
UF_unija(kod(x, y, n), kod(x, y+1, n));
// proveravamo da li su izvor i1 usce spojeni
if (UF_predstavnik(izvor) == UF_predstavnik(usce)) {
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(UNION-FIND)

korak = k;
break;
}
}

cout << korak << endl;

return 0;

}

3anarak: Pacnopen ca makcumaJjiHuMm 30upom npodura

JlaT cy OCJIOBU KOjU CBU TPajy jEAMHUYHO BPEME U 34 CBAKM I[10CA0 j€ MO3HATO KOjH je KpajihU POK Aa ce 3aBplIU
1 KOJIMKH je MPO(HT aKo ce Taj Mocao 3aBpIin y poky. Hamumm nporpam koju oapeljyje MakcuMastHU ITpOQHT KOjU
Ce MOXE OCTBapHTH.

Vaa3: CacrannapaHor ynasa ce yuutaBa Opoj nocioBan (1 < n < 50000), a 3aTvM 3a CBaKU 1OCA0 POK 3aBPIIETKA
(mpupogan 6poj ox 1 no n) u npodur (ueo opoj ox 1 mo 100).

M3na3: Ha crangapaHu n3ias UCIMcaTd MAaKCUMATHH IPOHUT.

IIpumep

Yaaz Hznaz
6 290
3 40

3 80

4 30

4 100

170

1 60

Pememe

3ajarak pemaBaMo rpamM3uBuM anroputMoM. [locioBe pacnopeljyjemo y omagajyhem pemocieny mpodwura. Ilo-
cao ca Hajsehum npocurom pacropehyjeMo y HajkacHUjU TEPMHUH Yy KOM je To Moryhe (Iipe McTeKa HBeroBor poka
3aBpLIETKA).

JIOKa)XMMO KOPEKTHOCT MPETXO/IHe TpamM3uBe cTpateruje. IIpeTnocTaBumMo jia ce mocao ca Hajsehum npoputom He
HaJIa3U y ONTHMAJTHOM pacropeay. AKO MOCTOjU MOCA0 Yy Pacrope/ly KOju Ce 3aBplliaBa Ipe poKa 3aBplIeTKa Mocia
ca HajsehnM mpouTOM Taga yMECTO Hera MOKeMO CTaBUTH I0cao ca Hajehum mpoduroM u Tako HOOMTH Behn
pouT, WTO je KOHTPAAUKIIMja ca MPEeTIOCTaBKOM ONTUMaHOCTH. lakie, mocao ca HajBehum mpocdutom Mopa
outn neo pacnopesa (ako MOCTOju OUJIO KOjU Mpa3aH TEPMUH Yy KOME C€ OH MOKe PacropeuTd). Y ONTUMATHOM
pacriopesly OH Moxe OUTH pacriopeheH y nocieameM TeEpMUHY y KoM je To Moryhe. Haume, ako je oH pacniopehen
Ipe TOra, a Taj TEPMUH je Mpa3aH, MPOCTO Ia MOKXEMO U3BPIIUTH KacHHje. AKO ce Y TOM TEPMUHY HAJIa31 HEKU PYTd
M0Ca0, OHJIA Ta JBa I10C/Ia MOXEMO MPOCTO PACHOPEIUTH, Oe3 MpOMEHe YKYIHOT mpoduTa.

MmmnneMeHTanyja oBOr MOCTYNKA Tede Tako LITO MOCJIOBE COPTHpaMo omnajaajyhe mo mpoury, a 3aTHUM 3a CBaKU
10Cao0 ca JIMCTe TPAKUMO HajKaCHUjU TEPMUH Y KOMe je Moryhe pacnopeauTy ra. AKO TakaB TEPMHUH He MOCTOjH,
T0Cao MpecKaveMo, a y CylpoTHOM ra pacriopeljyjemo dai y Tom TepMuHy. Kputano MecTo je mperpara TepMHUHA
3a Tekyhu mocao.

OHO 1ITO NMPBO Ma/1a Ha TAMET je OJpKaBakhe HU3a JIOTUYKUX BPeJHOCTU KOjUMa DesiesKMMO KOjU je TEPMUH CI000IaH,
a koju Huje. CinodogaH TepMUH opelyjeMo JMHEApHOM MPETParoM Tako MITO KpeheMo oJ] TepMUHA HEMOCPETHO
Mpe poKa 3aBpIlieTKa U MOMEPaMO Ce Ka paHuje, CBe JOK Cy TEPMUH 3ay3eTH. Ta mperpara MOxe OMTH JIHHEapHE
CIIOKEHOCTH (aKO Cy CBU TEPMHH 3ay3€TH), IITO MOXeE AOBECTH O aIrOpuTMa umja je cioxenoct O(m - n) rae je m
Opoj TepMuHA (HajKAaCHHUJH POK 3aBpIIETKA [TOCNIA) IOK je 1 yKyNaH Opoj mocoBa.

#include <iostream>
#include <vectors>
#include <utility>
#include <algorithm>

using namespace std;
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int main() {
int n;
cin >> n;
vector<pair<int, int>> poslovi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> poslovi[i].first >> poslovi[i].second;

sort(begin(poslovi), end(poslovi),
[J(const auto& pl, const auto& p2) {
return pl.second > p2.second;

I3H

int profit = 0;
int brojRasporedjenih = 0;
int maksRok = max_element(begin(poslovi), end(poslovi))->first;
vector<bool> zauzeto(maksRok, false);
for (const auto& posao : poslovi) {
int vreme = posao.first - 1;
while (vreme >= 0 && zauzeto[vreme])
vreme--;
if (vreme >= 0) {
zauzeto[vreme] = true;
profit += posao.second;
brojRasporedjenih++;
if (brojRasporedjenih == maksRok)
break;
}
}

cout << profit << endl;

return 0;

}

Bose pelewe ce MOCTHKE ako ce ynoTpedu uaeja CTPYKType mojaTaka 3a epukacHo oapehuBame ynuja. Haume,
MOXEMO KpeupaTH CKyIoBe TEPMHHA TaKBE []a C€ y CBAKOM CKYITy Hajla3e rpyIe IMOoBe3aHWX TepMHUHA Tj. TakKo ja
CBU TEPMMHHU Y MCTOM CKYIy MMajy 3ajeAHMYKOr HajKacHUjer ciaodonHor nperxoaHuka. Kpehemo on Tora nma cy
CBH CKYIIOBH jeIHOWIAHH Tj. Ja je 32 CBaKW KEJheHW TePMHH OH caM TePMHH Yy KOME Ce M0Ca0 MOKe 3aBPIIUTH
(cBaku TepMUH OMBa MOCTaBJbEH Kao MPEICTABHUK CBOT CKyma). Kaga ce Hexu mocao 3akaxe, Taga ce CKyIl KOMe je
OH TPUMAJA0 Claja ca CKYIoOM KOjU Ce HaJla3W HEMOCPEAHO UCTIpe]l TEpMUHA Y KoMe je 3akaszaH. [la ducMo moriu
Jla PEerucTpyjemMo u TepMHHE y KOjUMa BUIlle HUje Moryhe 3aka3MBaTH 4acoBe YBOAMMO U mocedaH TepmuH 0 (1
TPETHPaMO T'a Kao ¥ CBE OCTaJe).

HpI/IKa)KI/IMO Ha MMPpUMEPY KAKO MOKEMO pacCiopeanuTu cneaehe II0CJIOBE

3 40
80
30
100
70
60

-~ D anNn oo
R P, A bW

HaxoHn coptupama no npouruma godujamo cienehu pegocnen.

d: 4 100
b: 3 80
e: 170
f: 160
a: 3 40
c: 4 30
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(UNION-FIND)

Kpehemo ox cneneher crama HU3a poauTesba U pacriopeljeHux mocosa.

01234
01234

IMocao d ce Moxke pacniopeUTH y TepMUH 4 YnMe 100ujaMo:

01234

INocao b ce Moxe pacnopeuTH y TEpMHUH 3 YrMe JOOHUjaMo:

01234
01223
---bd

ITocao e ce Moxe pacnopeuTy y TepMUH | unme nodujamo:

01234
00223
-e-bd

IMocao f ce He Moxe pacropeauTH (TIOIITO je MPEACTAaBHUK HEroBor TepMuHa 1 caja jeaHak 0), ma ra mpeckademo.
INocao a pacropeljyjemo y TepMuH 2 (IITO je TPSHYTHU MPEICTABHAK HErOBOT TePMUHA 3) YnMe JodrjaMo

01234
00023
-efbd

ITocao e He MOxeMO pacriopeauTy (jep je MPeICTaBHUK HEeroBOT TEPMUHA HyJIa). AKO paJuMO KOMITPECH]Y MyTakbe,
JIOJIA3UMO Y CTambe

061234
000063
-efbd

Ha kpajy a1 mocao f He Moxkemo pacriopeanTy (jep je MPeACTaBHUK HEroBOT TePMUHA HyJa). AKO paJrMO KOMIIpe-
cHjy TyTame, 10a3UMO y CTame

01234
060000

-efbd

[IpumMeTumo A2 cMO MOCTymak pacnopehuBama MOIIM MPEKUHYTH Kada je Opoj pacrnopeheHux mocjioBa JA0CTUTAO0
Opoj yKynaH dpoj TepMuHa.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <utility>
#include <algorithm>

using namespace std;
vector<int> UF_roditelj;

vold UF_inicijalizacija(int n) {
UF_roditelj.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
UF_roditelj[i] = 1;
}

int UF_predstavnik(int a) {
while (UF_roditelj[a] != a) {
UF_roditelj[a] = UF_roditelj[UF_roditelj[a]];
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a = UF_roditelj[a]l;
}

return a;

}

void UF_unija(int a, int b) {
UF_roditelj[a] = b;
}

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<pair<int, int>> poslovi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> poslovi[i].first >> poslovi[i].second;

sort(begin(poslovi), end(poslovi),
[I(const auto& p1l, const auto& p2) {
return pl.second > p2.second;

I3H

int profit = 0;
int brojRasporedjenih = 0;
int maksRok = max_element(begin(poslovi), end(poslovi))->first;

UF_inicijalizacija(maksRok + 1);
for (const auto& posao : poslovi) {
int vreme = UF_predstavnik(posao.first);
if (vreme > 0) {
profit += posao.second;
UF_unija(vreme, UF_predstavnik(vreme - 1));
brojRasporedjenih++;
if (brojRasporedjenih == maksRok)
break;
}
}

cout << profit << endl;

return 0;

}

5.3 ViouTu pacnona

OpnpeheHe cTpyKType mojaTaka cy MmocedHo MorojHe 3a mpodjeMe y KojuMa ce TPakH Jla ce HaJ HU30M eJleMeHaTa
M3BpILABAjy YIUTH KOjU 3aXTeBajy U3pauyHaBambe CTATUCTUKA HEKUX CerMeHaTa Tj. PacloHa Hu3a (EHIVI. range que-
ries). Hajuenihe ce mocmaTpajy 30MpoBU eeMeHarta cerMeHara, ajiu Moryhe je pa3marpaTtd U MUHUMYM, MAaKCUMYM,
MIPOM3BOJ, M HEKe JIpyre omneparyje. Y 3aBUCHOCTH OJ1 TOTa Ja JIM ce HU3 Mewa u3Melly U3BpIIaBamba ynuTa Wik ce
YIIUTY W3BPILABAjy HAJ HU30M KOjJH je CTaJHO WICTH Pa3NUKYjeMO cliiailiuuke yiulile pacioHa N guHaAMUYKe yiiuitie
paciiona. CTaTWYKM YIUTH PaclioHa C€ YeCTO MOTY PEIIMTH HMPWJINYHO eJIeMEHTApHUM TeXHUKaMma (OfipiKaBarmkeM
HU3a 30MpoBa Mpedukca WiK HU3a pas3iiKa CyCeJHUX eleMeHaTa Hu3a), JOK AMHAMUYKM YIIUTH paclioHa 3aXTeBajy
KopulIhemwe HallpeJHUjUX CTPYKTypa Nojartaka (cerMeHTHUX cradaia, PeHBUKOBUX cTadaa).

5.3.1 CraTuyku ynuTH pacnoHa

NinycTpyjMo cTaTHyKe YIMTEe paciioHa KPo3 HEKOJIMKO je[HOCTABHMX 3a/iaTaka.
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3anarak: 30upoBH cerMeHara

Io3nara je 3apana jeaHor npeny3eha Tokom ogpeheror Opoja qana. Hanuinum nporpam koju omoryhaBa KOpUCHUKY
Jla M3padyHaBa yKyIHy 3apafy rpeayseha y BpeMEeHCKUM MepHorMa ogpeljeHiM MoYeTHUM 1 KpajibiM JIaHOM.

Vaa3: Ca cranaapaHor yiasa ce yHocu 0poj gana n (1 < n < 100000), a 3aTuM y HApeHOM pelly 1 LeJIX OpojeBa
n3mely 0 u 100, pa3gBojeHux ca o jeJHUM pa3MakoM, KOjU MpeACTaBbajy 3apaje TOKoM n jaHa. HakoH Tora ce
yHocu 0poj ymuta m (1 < m < 100000) n y HapeAHHX m pejioBa ce YHOCe BPEMEHCKH Meproau oapeleHn perHum
Opojem mouetHor gaHa a u Kpajwer fana b (0 < a < b < n).

M3na3: Ha cranpmapasHu M3ias MCOMCATH M LEIMX OpojeBa KOju MpelcTaBibajy yKyITHE 3apajie y CBaKOM O m
NeproJa.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 15
12345 9

3 3
04

13

2 2

Pememe

JIMpeKTHO pelieme

JIMpeKTHO pelliere ogpasyMeBa Ja cBe OpojeBe yUUTaMO Y HU3, & 3aTHM Ja 33 CBaKH YIIUT M3HOBA padyyHaMo 30Up
oxroeapajyher cermMeHTa HA3A.

CrnoseHoct oBakgor npuctyma je O(nm).

IMomTo ce (aza yunuTaBamwa M UCHKca MojaTaka Mnperuhy, moTpedHo je MPUIaroguTy MporpaM ayToMaTCKOM Te-
crupamy (kopurihewmem cin.tie(0) u \n ymecro endl), HO TO He MOXke MOMPAaBUTH Hee(PUKACHOCT OBOT HAMBHOT
ITOpUTMA.

#include <iostream>
#include <vectors>
using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

int n;

cin >> n;

vector<int> brojevi(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> brojevi[i];

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
int zbir = 0;
for (int j = a; j <= b; j++)

zbir += brojevi[j];

cout << zbir << '\n';

}

return 0;

30upoBu npedukca
JemHOCTaBHO e(hMKACHO pelliehe je 3aCHOBAHO Ha HAPEHOj UIEjU: YMECTO UyBaba eleMeHaTa H1u3a, MOXEMO YyBaTH

Hu3 30MpoBa npedukca HU3a. 30Mp CBaKOr cerMeHTa I, d] MOXeMO pasloKHMTH Ha pas3iuKy 30upa npedukca g0
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enemenTa d 1 npedukca 10 enemenTa | — 1. AKO KOPUCTHMO O3HAaKy >, _ . ay KOja O3HAYaBa 30UP Ay, + Apt1 +
...+ an, MOXEMO 3arucaTi Ja je

30mpoBu cBUX IpedHKca ce MOy U3padyHaTH ¥ CMECTHTH Y IOJATHH (a aKo je yIITeJa MeMopHje OMTHA, OHJa YaK Uy
OpPHWTMHATHY) HU3. [lakiie, TOKOM y4unTaBama eleMeHaTa MoxeMo (popMHupaTy HU3 30MpoBa npedukca (padynahemo
MX MHKPEMEHTAJHO, jep ce CBaKM HapeaHH 30Hp npedukca nqoduja ypehaBameM MpeTXOQHOT 30Mpa npedukca 3a
tekyhu enemeHT Huza). Heka z; o3HauaBa 30up eemeHara npedukca ogpeheHor nosuimjama n3 uarepsaia [0, ).
dopmupamo, nakie, HU3 2; = Zz;lo ay, (npu uemy je zop = 0, 30up npasHor npedukca). Tana 30up enemenara y
CerMenTy nosuiwja [/, d| u3pauyHaBamo Kao 2441 — 2.

3a yunraBame OpojeBa u opmuparbe Hu3a 30upoBa npedukca morpeduo Ham je O(n) kopaka. Hakon oBakBor
IpeTIpoLecHpaka, 30Mp CBAKOT CErMeHTa ce MOKe u3padyHatu y Bpemeny O(1), ma je ykymua cnoxenoct O(n+m).

IMomiro ce y oBoM 3aiaTKy nperumhy ¢asza yuutaBarma v (pasza MCIuca Mojataka Ha CTaHIApIHH yJia3 ¥ u3Ja3, 1o-
TpedHO je oOpaTHTH MaXiky Ha Hee(pMKACHOCT KOja HacTaje 300T 4ecTor mpakmbera m3nasHor dadepa. [lorpedHo
je pa3Be3atu cin u cout kopuiheweMm cin. tie(0) u ymecro nomohy endly HoBu pen npenasutu omohy \n. Ha-
PaBHO, OBO UMa CMHCJIA CAMO Y Clydajy ayToMaTcKe IIpUMeHe porpaMa Ha BeJIMKe yJIa3e ¥ U3/1a3e - OBUM U3MEHaMa
IporpaM Ipecraje Jia pajy KOPeKTHO Y MHTEPAKTUBHOM PEXUMY.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

int n;
cin >> n;
vector<int> zbirovi_prefiksa(n+1);

zbirovi_prefiksa[0] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
zbirovi_prefiksa[i+1] = zbirovi_prefiksa[i] + x;

}

int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirovi_prefiksa[b+1] - zbirovi_prefiksa[a] << '\n';

}

return 0;

3anarak: YeehaBame cermeHnara

Kamuon npeBo3u TepeT Tokom N kuiomeTapa nyta. Ha myTt kpehe mpa3aH U TOKOM IyTa yTOBapyje U UCTOBapy je
nakeTe. AKO ce 3a CBaKH MaKeT 3Ha Ha KOM je KWJIOMETpY IyTa yTOBApEH, Ha KOM je KMJIOMETPY IyTa UCTOBApEeH U
KOJIMKa My je Maca, HaluIIM porpam Koju oapelyje Koimko je ontepeheme KaMrMOHa Ha CBAKOM KUJIOMETPY IMyTa.
Cmarparu Ja ce IpeIMET yToBapyje Ha IOYeTKy, a UICTOBapyje Ha Kpajy JAaTor KWJIOMETpa.
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Vaa3: Ca cranmapaHor ynasa ce yHocu dopoj kumometapa N (10 < N10000), 3atM, y HapeIHOM pemy, Opoj
npeamera M (0 < M < 10000), a HakoH Tora, y Hapeauux M pemoBa 1o Tpu 1ej1a dpoja pa3aBojeHa pazManma
KOjU MpeACTaB/bajy Opoj KMIOMeTpa Ha YMjeM je MOUYeTKy yToBapeH mpeamer (1ieo 0poj usmehy 0 u N — 1), dpoj
KMJIOMETpa Ha 4ijeM Kpajy je uctoBapeH (uieo dpoj m3mely O m N — 1) n Ha Kpajy Maca npeamerta (1ieo Opoj usmely
1 u 10).

M3aa3: Ha cranaapHy U3j1a3 UCMCATH Macy TepeTa y KWIOrpaMiMa Ha CBAKOM KMJIOMETpY MyTa (13a CBake Mace
HarMcaTy 1o jelaH pa3Makx).

IIpumep
Vaaz Hznaz
10 0 10 25 35 35 35 25 25 150
3
1510
37 10
2 8 15
Objawmrberve

km © 1 2 3 4 5 9 7 8 9

O 0 0 06 0 0 0 0 0 0

1510 O 10 10 10 10 106 06 0 0 0O
3710 0 10 10 20 20 20 10 16 0 0O
2 8 15 O 10 25 35 35 35 252515 0
Pememe

JIMpeKTHO pelieme

JlupekTaH Ha4yMH je Oa ce ojpxkaBa HU3 M y KOjeM ce MamMTH Maca Ha KaMHOHY TOKOM CBaKOI' KMJIOMETpa ITyTa.
Hakon yunTaBama cBaKor IojaTka o IpeaMeTy (IIOYEeTHOT KWIOMETpa ¢, 3aBpIIHOT KWIOMeTpa b U Mace m), cBe
BpeaHoCcTH y HU3y M Ha nosunmjama ox a jo b (ykipydyjyhu n mux) ce ysehasajy 3a m.

ITpodnem ca 0BUM pelIemeM je TO HITO MPEeAMETH MOTY ITyTOBAaTH BEJIMKK Opoj KMJIoMeTapa Ia ce y CBaKOM KOPaKky
BPILK aXypUPaEbe BEJUKOT Opoja wiaHoBa HU3a (CIOKEHOCT je y HajropeM ciydajy O(n - m)).

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
int n;
cin >> n;
vector<int> mase(n, 0);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int km_od, km_do, masa;
cin >> km_od >> km_do >> masa;
for (int km = km_od; km <= km_do; km++)
mase[km] += masa;

for (int masa : mase)
cout << masa << 7 7
return 0;

}

Paziuke CyCeIJHUX €JIeMeHaTa HU3a
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3agaTak MOXEMO peluTy e(pUKacHHUje ako YMECTo Ja y Hu3y M oapkaBaMo Macy y KaMHOHY Y KUJIOMETPY ¢, Ofip-
’KaBaMo pa3yIuKy u3Mehy Mace y KunoMmeTpy ¢ 4 ¢ — 1 (Ha nosunuju 0 ce 4yBa Maca y KAaMUOHY Y HYJITOM KWJIOMETPY).
Hakuie, yogumo HU3 R; TakaB na je Rg = My, a R; = M; — M;_1,3a 1 < ¢ < n. [locmaTtpajmo 1ita ce aemiaBa
ca HM30M R kana ce y Hu3y M cBu enleMeHTH Ha ro3unmjama a 1o b yeehajy 3a m.

e Bpennocr R, jennaka je pazmuuu M, — M,_1 (wm eBeHTyanHo My ako je a = 0) u oHa ce yBehasa 3a m,
jep je M, ysehan 3a m, ok ce M,_1 He Mema.

» Cge BpegHoctu o R, 11 o Ry, ocrajy He npomemerne. Hanwme, 3a cBe wux Baxu ga je B; = M; — M;_;,a
nacyu M; u M;_, yBehanu 3a m.

* Ha kpajy, BpenHocT Ry ce ymamyje 3a m. Haume Baxku na je Ry1 = M1 — My, na ce M; ysehasa 3a
m, OOK ce Mp 1 He Mema.

Perimo nma ako je b = n — 1, Taga He Mopamo pa3marpatd BpeaHocT Ry = R, (Maza, yHu(OPMHOCTH pajy,
MOXeMO, IITO 3aXTeBa Aa HU3 R canpxu n + 1 enement). Jlakie, MPUIIMKOM CBAaKOT yuuTaBama dpojeBa a, b 1 m
MOTpPedHO je caMmo Ja yBehaBaMo ejleMeHT 12, 3a m, a Ja eleMeHT Ry 1 YMamUMOo 3a m.

Kana 3HaMo enemeHTe HU3a R enemeHTe HU3a M MOXEMO jeIHOCTaBHO PEKOHCTPYHCATH cadMparmeM ejieMeHaTa
Huza R. Haume, Baxu na je My = Ry, nok je M; = M;_1 + R;, Tako J1a CBaku HApeIHU eJeMeHT Hu3a M MoxeMo
M3padyHaTH Kao 30Mp MPeTXOJHOr efneMeHTa Huza M 1 meMy ofrosapajyher enementa Huza R. IIpumerumo ga je
3ampaBo enemeHT M; jemHak 30upy cBux enemenara ox Ry 1o R;, jep je Ro + R1 + ...+ R; = My + (M; —
Mo)+ ...+ (M; — M;—1) = M,.

VKyIHa coxeHocT oBor npuctyma je O(n + m).

Npeja xopuithena y 0BOM 3aJaTKy JOHEKJIE je CIMYHA (3allpaBO MHBEP3HA) TEXHULM ofpehrBama 30upa cerMeHa-
Ta Kao pasJivke JBa 30upa npedukca. Ty TeXHHKY cMO, Ha pUMep, NPUMEHWIN y 33/1aTKy 30MpPOBU CerMeHaTa.
Moske ce IpIMETUTH Ja ce PEKOHCTPYKIMja HU3a BPIIM 3allpaBO M3pavyHaBameM NMpe]UKCHUX 30MpoBa HU3a pa-
3/IMKa CYCEHUX eJIEMEHara, IITO yKasyje Ha IyOoKy Be3y u3Mely oBe [Be TEXHHKE. 3ampaBo, Pa3juKe CyCeIHUX
eJleMeHaTa Npe/CTaBsbajy ogpeheHu IMCKPETHN aHaJIOTOH U3B0Ja (bYHKIIMje, TOK NpedUKCHU 301pOBHU NTPECTaBIba-
Jy aHanorujy oxapeheHor unterpana. V3padyHaBame 30Mpa CerMeHTa Kao pasjMke ABa 30Mpa Mmpedukca oAropapa
HbyTH-JlajOHNLIOBO] (popMyIH.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {

ios_base::sync_with_stdio(false);

int n;

cin >> n;

vector<int> razlika(n+1, 0);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int km_od, km_do, masa;
cin >> km_od >> km_do >> masa;
razlika[km_od] += masa;
razlika[km_do+1] -= masa;

}

int masa_km = 0;

for (int km = 0; km < n; km++) {
masa_km += razlika[km];
cout << masa_km << ” ”;

}

return 0;
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3anarak: [lepmyranuja ca najgsehum 36upom ynura

Hyx yJuiie ce OCTaB/bajy CBETHUIBKE KOje eMHTY]y pa3iiuuTy KOJMYMHY OCBeT/hberba. CBETHIbKE OCBET/haBajy W
CTaHOBE KOjM Ce Haja3e y OJIM3MHU. 3a CBaKM CTaH je MO3HATO KOje ra CBETHJbKE OCBET/baBajy (TO Cy yBEK HEKe
y3aCTOIHE CBETHJbKE Y HU3Y CBETUJbKH pacriopeheHux JyxK yiauie). YKyITHa KOJMYMHA OCBET/berba Koje CTaH IprMa
jeHaKa je 301py KOJMUMHE OCBET/beha CBETHUIbKU KO j€ I'a OCBET/baBajy. AKO Cy MO3HATe KOJIMUMHE OCBET/bEHA KOje
E€MHTY]y CBE CBETHJbKE KOje Tpeda pacriopeanTy, HallicaTH Iporpam Koju oapelyje pacrmopen CBETU/BKH Tako Ja
CTAHOBU YKYITHO Oy/ly OCBET/bEHH IITO je BUIIe Moryhe.

Vaa3: Ca cranaapiHor yjasa ce yHocu 6poj ceetibku n (1 < n < 10°), a 3aTUM y HapeJHOM pejly M jauuHe
CBETHIbKH Koje ce pacriopelyjy (e &pojesu usmehy 1 u 10%). Hakon Tora ce ynocu 6poj cranopa s (1 < s < 10%)
W 3aTHM Y HapeIHHUX S peloBa, 3a CBAaKU CTaH MH(OpMalMja O TMo3MIKjamMa IpBe U MOCHe/he CBETUIbKE Koja ra
ocBembaBa (1Ba opoja [I,d], tne je 1 <1 < d < n).

N3na3: Ha crangapanu u3nas ucnucatd Hajsehy Moryhy yKyImHy KOJIWYKHY CBETJIOCTH KOjy MOTy JOOMTHU CBU CTa-
HOBH.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz HUznasz Yaasz Uznaz
3 25 5 33
532 52413

3 3

12 15

23 23

13 23

Pememe

yKyl'lHO OCBETJBEHE CE MOKE U3PpavYyHATU Kao

S dL

PIPIL

i=1 j=l;

Hcru pe3ynrar ce Moxe I0OWTH M Ha JIpyrauyvju HaYnH, Kao

n
E mj . a]-7
j=1

rae je m; opoj cermenata (l;, d;] Koju cajpie BPEIHOCT j.

Jla Ou 30Mp OMO MakcUMaJIaH, HOTPEOHO je Ja y3 Behe BpeqHOCTH 1M cToje Behu dpojeBr a ;. 3aucTa, NpeTnocTaBUMO
Ja y MaKCMMAaJIHOM 30UpY YUYECTBY]y MApOBU Mgy + MyQy, Ja j€ Mg > My, alu Ja je a, < a,. PasmeHom
BPEJHOCTH G, U a, Joduja ce Behu 30up, IUTO je KOHTpamuKuyja. 3aucta (Mmyay + mMyay) — (Mg + myay) =
me(ay — az) —my(ay — az) = (Ma — my)(ay — az) > 0.

3aT0 MaKCHMaJHA 361/Ip MOXEMO JIaKO U3pavyHaTH COPTHPAKEM BPEAHOCTHM HM3O0BaA 711, ...,Mypy U A1,...,05; U
H3pavyHaBakbEM BbHUXOBOI' CKAJIapHOT ITPOU3BO/A.

Ocraje jom muTame Kako e(PUKacHO W3pauyyHATH BPEAHOCTH HU3A M, ... My. HHUPEKTHO Opojame cermMeHara ou
ousio Beoma HeepukacHo. HajjenHocTaBHMje peliere je 1a yHoTpeOMMO HU3 pa3iuKa Hu3a m (CIMYHO Kao y 3aJaTKy
VeehaBame cermeHara).

Husz my, ..., m, Moxemo KOHcTpyHcatu y BpemeHy O(s + n). HakoH Tora BpeMeHOM IOMHHMpA COPTHpabe (1Ba
nyta o O(nlogn)), OOK je 3a u3payyHaBambe CKalapHOr mpousBoa norpeduo O(n) onepaiwja.

5.3.2 CermenTHa aApBeTa

Bupnenu cmo ja Hu3 30upoBa npedukca, omoryhaBa e(prKacHO MOCTaB/bakbe YIUTA HAJl CETMEHTHMA HU3a, Ak He
omoryhaBa e(prkacHO axypupare eleMeHaTa HU3a, jep je MOTPedHO axkypupaTu CBe 30UpoBe MnpedrKca HAaKOH axy-
PHMPAHOT eJIeMEeHTa, IITO je HAPOUMTO HeehHMKACHO Kaja ce aXypHhpajy elleMeHTH ONM3y MmoveTKka Hu3a (CJI0KEHOCT
Hajroper ciy4aja je O(n)). Hu3 pasnuka cyceHUX eleMeHaTa JOMyIITa CTalHa aXypUpama Hu3a, MelyTuMm, U3Bp-
IIaBakbe YIIUTA OUMTABalba CTakha HU3a MOApa3yMeBa PeKOHCTPYKLM]Y HH3a, ITo je cioxeHoctd O(n).
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Pazmarpahemo npodieme y kojuma je moTpedHO Ja ce YIUTH aKypuparma HU3a U OUNTaBalba HEeroBUX CTATUCTUKA
jaBJbajy MCIpeIuieTaHo. 3a pasjiiKy OJ1 MPETXOAHMUX, CTATHYKKX yIHTa Haj pacrioHnMa (eHIUI. static range queries),
oBJie heMo pa3matpaTu T3B. guxamuuke yiauitie Hag paciionuma (eHr1. dynamic range queries), Tako Ja je NOTpedHo
Pa3BUTH HalpeJHUje CTPYKTYype Mojataka koje omoryhasajy usBpiaBarme 0da Thna ynuta edpukacHo. Ha mpumep,
Pa3MOTPUMO TIPOdJIEM MMIUIEMEHTALMje CTPYKType MojaTaka Koja ode30ehyje epukacHO n3padyHaBame 30MpoBa
cerMeHarta JaTor Hu3a ofpeleHrx MHTepBaltMMa MO3MIKja [a, b], pu YeMy ce TOjeMHAYHH eJIEMEHTH HU3a MOTy
YeCTO MEHATH.

V HacraBky hemo BHJIETH ABE Pa3/IMUUTe, ajli JOHEKJIe CIMYHE CTPYKType MoJaTaka Koje 1ajy epuKacHO pelene
MPETXOAHOT MPOOIeMa U leMy CIIMYHHX.

JenHa cTpykTypa mogaraka Koja omoryhapa MpWIMYHO jeHOCTABHO M e(pHKACHO pelliaBambe OBOT Ipodiiema Cy cei-
Menitina gpeetiia. OtieT ce TOKOM (pase Mpenpolecupama N3padyHaBajy 30MpoBH ofpeljeHnx cermeHaTa Mmoja3HOT
HU3a, a OHZA ce 30Mp esieMeHaTa MPOM3BOJFHOT CErMeHTa IOJIa3HOT HU3a M3pakaBa y (DYHKIWjU TUX yHAIIpe. u3pa-
yyHaTUX 30MpoBa.Pelumo u 1a cerMeHTHa ApBeTa HUCY crieldUuiHa caMo 3a cadupame, Beh ce MOry KOpUCTUTH
U 3a Ipyre CTaTUCTHKE CErMeHara Koje ce U3pauyHaBajy acolljaTUBHUM onepalyjama (Ha npumep 3a oapehuBame
HajMamer Wi HajBeher eJeMeHTa, H3/1-a CBUX eJIeMeHaTa U CJIMYHO).

[TpernocraBumMo Aa je myknHa HU3a CTereH Opoja 2 (ako HUje, HU3 ce MOJKe JOIyHUTH 10 HajOIvKer creneHa Opoja
2, Hajuemhe Hynama). UnaHOBM HU3a MpelcTaBbajy JMCTOBE ApBeTa. I pynuineMo aBa 1o [Ba cyceJHa YBOpa M Ha
CBaKOM HapeJHOM HUBOY JpBeTa YyBaMO POIUTEIbCKE YBOPOBE KOjH UyBajy 30MpOBE CBOja [Ba AeTeTa. AKO je JaT
Hu3 3,4,1,2,6,5,1,4, cerMeHTHO IPBO 3a 30MPOBE U3IJIE/Ia OBAKO.

26

3 4 1 2 6 5 1 4

[Nomro je ApBO MOTITYHO, HajjeJHOCTABHMja MMIUIEMEHTAIMja je J1a ce YyBa MMIUIMIMTHO Y HU3Y (CIUYHO Kao y
ciydajy xuna). [IpernocraBuhemMo Aa eneMeHTe IpBeTa CMeITaMo ofl o3uIyje 1, jep je Taja apuTMeTHKa ca UHJe-
CKMMa MaJIo jeIHOCTaBHH]ja (eJIeMEHTH MOJIa3HOT HI3a MOTY OMTH MHAEKCUPAHU KJIACUYHO, KPEHYBIIX Of1 HyJIE).

10 11 12 13 14 15

061 2 3 9 1
1 4 1 2 6 5 1 4

4
- 26 10 7

5 6 7 8
67 3 115 3

YourMo HEKOJMKO KapaKTepUCTHKA OBOT HAUMHA cMerTama. KopeH je cmenrreH Ha nosunuju 1. Enementn mona-
3HOT HU3a HaJla3e ce Ha mosuiujama [n, 2n — 1]. EneMeHT Koju ce y MOJa3HOM HH3Y HaJla3W Ha MO3ULMH P, Ce Y
CErMEHTHOM JpBETY Hala3y Ha IO3ULUjH p + n. JleBo eTe yBopa k Hajla3M ce Ha O3ULUjU 2k, a IECHO Ha MO3ULIjU
2k + 1. Jaxse, Ha apHUM HO3MLMjaMa ce HaJla3e JieBa Jiella CBOjUX PoAuTesba, a Ha HeNapHUM JecHa. Poxuresb
4BOpa k Hasasy ce Ha nosuumju | £ |.

PasmoTpumo caga Kako OMCMO HAalLM 30Up eleMeHaTa Ha Io3uiijaMa W3 cermenta [2, 6], Tj. 30up enemenara
1,2,6,5,1. Y cerMeHTHOM JIPBETY Taj CETMEHT je CMEIITeH Ha nosuimjama [2+ 8,64 8] = [10, 14]. 36up npsa aBa
enemenTa (1, 2) ce Haja3u y yBOpY M3HAJ BHUX, 30Mp HapeqHa ABa eixeMeHTa (6, 5) Takohe, 10K ce y pOAUTEHCKOM
YBOpY eJieMeHTa | Hajla3u HheroB 30Up ca eleMeHTOM 4, KOju He MpUIlajla CeTMEHTY Koju cadupamo. 3ato 30up
efeMeHaTa Ha nosunjama [10, 14] y cerMeHTHOM JpBeTy MOKEMO Pas3JIoKHTH Ha 30Mp eleMeHaTa Ha Mo3uLrjamMa
[5, 6] 1 elemeHTa Ha no3uLKjH 14.

Pa3MoTpuMo 1 Kako OMCMO padyHa M 30Mp ejleMeHaTa Ha MO3WIMjaMa W3 cerMeHTa [3,7], Tj. 30uMp enemenara
2,6,5,1,4. Y cerMeHTHOM JPBETY Taj CETMEHT je CMellTeH Ha mosunujama [3 + 8,7 4+ 8] = [11,15]. V poau-
TEJbCKOM UYBOPY €JeMEeHTa 2 Hajla3W Ce HheroB 30Mp ca eJeMeHTOM 1 KOju He mpumaga CerMeHTY KOju cadupamo.
30upoBu eneMeHata 6 1 5 1 enemMeHata 1 1 4 ce Hajla3e y YBOpPOBMMA U3a BUX, a 30Mp CBa YETUPU JlaTa eJleMeHTa y
YBOPY M3HA[| HUX.

YMecTo onepatyje K0joM ce Merwa 4iaHy HU3a Ha TIO3ULMjH ¢ 10JeJbYje BPEAHOCT v, YECTO ce pa3marpa (PyHKIHja
KOja eJIEeMEeHT HM3a Ha ITO3MILIMjH ¢ TTOJIa3HOT HU3a yBehasa 3a JaTy BpeJHOCT v M1y CKJIafly ca THM aXypHpa CerMeHTHO
npBo. Caka of1 oBe JBe (PyHKIIM]jE Ce JIAKO M3paXkaBa MPeKo OHe JIpyre.

NMrieMeHTalja cerMeHTHOT APBETa 3a Ipyre acolrjaTUBHE ONepalivje je CKOpo UASHTUYHA, OCUM IIITO Ce OrepaTop
+ Metba IPYroM OlepaIjoM.
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3anparak: CyMe cermMmeHarTra NnpoMeH/bUBOT HU3a

Hanumm nporpam koju n3padyHasa 30MpoBe JaTHX cerMeHaTa Hu3a (MOAHM30Ba y3aCTOMHUX eJIeMEeHaTa), U YeMy
ce TOKOM pajia Iporpama IojeJuHH eJIeMEeHTH HU3a MOTY MEHaTH.

VYaa3: V npBoj muHUjM cTaHAapAHOT ynasa Hanasu ce 0poj n (1 < n < 100000), a y HapeiHOj JIMHUjU HU3 O N
eneMeHaTa (eJleMeHTH cy 1ienn opojesu m3mely 0 u 10, pa3aBojeHu ca Mo jeAHUM pa3MakoM). Y HapeqHO] JIMHUjH
Hanasu ce dpoj m (1 < m < 100000), a y HapegHux m auHMja ynut. [logpxaHe Cy ABe BpcTe ynuTa:

* p ¢ v — U3BpIIABaKkE OBOT YIMTA MOAPA3yMeBa Jia Ce y HU3 Ha MO3MLMjy ¢ ynuie Bpegaoct v (0 < ¢ < n,
0 < v <10).

* z q b—uU3BpllaBame OBOT YIUTA [IOIpa3yMeBa Ja ce U3padyHa M Ha CTAHJApAHU U3J1a3 UCIHUILe 30U eJleMeHaTa
HU3a KOJH Cy Ha To3unjama [a, b].

N3zna3: CrangapaHu U3as caipky pe3yJiTaTe z ynura (CBakM y IOCEOHO] JIMHUJN).

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 15
12345 7
5 19
z 04

z23

p25

p36

z 04

Pememe

Pememe rpybom cuioM nogpasymesa a ce oAp:kaBa HU3, 1a CE YIUTH p U3BpIIaBajy JUPEKTHOM IIPOMEHOM eJleMe-
Hata HI3a (To ce pamu y O(1)), a oa ce ynurtH z u3BpliuaBajy cadupameM eleMeHaTa Hi3a (TO ce paay y BpeMeHy
O(n)). YkymnHa cioxkeHOCT TakBor npucryna je O(mn).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <numeric>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
vector<int> niz(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> niz[i];
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == 7p”) {
int 1, v;
cin >> 1 >> v >> ws;
niz[1] = v;
} else if (upit == ”z”) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << accumulate(next(begin(niz), a), next(begin(niz), b+1), 0) << '"\n';
}
}

return 0;

}
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3agatak MoxkeMo epHKaCHHUje PEIUTH aKo 30MpOBE OJpKaBaMO y CETMEHTHOM JpBeTy. Ornepanyje HaJ JpBETOM
MOXEMO PeaIM30BaTH HaBHIIE (O[] JIMCTOBA [TPeMa KOpEeHY).

dopmuparme CerMeHTHOT JpBeTa Ha OCHOBY JIaTOT HU3a je BEOMa jeAHOCTaBHO. [IpBO ce eJleMEeHTH MoJIa3HOT HU3a
TIPEKONMPajy y ApBO, KPEHYBIIH O] O3ULIMjE 1. 3aTHM Ce CBU YHYTpAllllbi YBOPOBH JpBeTa (o no3uimje n — 1,
Ia yHa3aj 10 no3uligje 1) momymaBajy Kao 30MpoBH CBOje [ele (Ha Mo3Wijy k ymucyjemMo 30up eleMeHaTa Ha
nosurijama 2k u 2k + 1). CoxxeHOCT OoBe omnepalyje je OuMIieTHO JIMHeapHa y OJHOCY Ha AyKMHY HHU3a N.

3a cBe yHyTpalllibe eleMeHTe CerMeHTa CMO CUTYPHH [Jja Ce BMXOB 30Mp Hajla3u y YBOPOBMMA M3HA[ HUX. JelnHu
n3y3eTak Mory jia Oyay eJeMEeHTH Ha KpajeBUMa CerMeHTa. AKO je eJIeMEeHT Ha JIEBOM Kpajy cerMeHTa JIEBO JieTe
(ITO je eKBMBAJIEHTHO TOME Ja Ce Hajla3W Ha MapHO] TMO3MLMjN) Ta/la Ce Y HEerOBOM POANTEIHCKOM YBOPY Haslasu
HErOB 30Mp Cca eJIEMEHTOM JIECHO O] Fhera KOju Takolje mprmaga cerMeHTy Koju Tpeda cadpaTu (OCHM €BEHTYAJHO Y
Clly4ajy jeAHOWIAHOT CerMeHTa). Y CYIpPOTHOM (aKO ce Hala3u Ha HeMapHOj TO3UIHj1), Y lbeTOBOM POAUTEIHCKOM
YBOPY je HErOB 30Hp ca eJIEMEHTOM JIEBO O] bera, KOj| He MpUIIaJa CErMEHTY KOju cadupamo. Y TOj CUTYyallHjH, Taj
eneMeHT heMo nocedHo AoJaT! Ha 30Up U UCKJBYUUTH U3 CETMEHTa KOju cadupamMo oMoy poAUTE/bCKUX YBOPOBA.
AKO je esleMeHT Ha JAeCHOM Kpajy CerMeHTa JIeBO JeTe (aKO ce Hajla3M Ha MapHOj MO3ULIUjU), Tala ce Y HEeroBoM
POJIUTEILCKOM YBOPY HaJIa3! HETOB 30MP Ca eJIEMEHTOM JIECHO O] Iera, KOju He MPUMajia CErMeHTy KOjU cadupamo.
Ny 10j curyarmju, Taj eneMeHT heMo mocedHO HoaTv Ha 30Mp M UCKJBYYMTH U3 CETMEHTa KOju cadrpaMo moMohy
poauTesbcKUX YBOpoBa. Ha Kpajy, ako ce Kpajii JeCHH eleMEHT Hajla3d y JeCHOM YBOpY (aKO je Ha HEemapHO]
MO3UIIMjU), TAJIA CE€ Y HeTOBOM POJUTEIHCKOM UYBOPY HAJIA3U H-ETOB 30UP Cca eIEMEHTOM JIEBO Of Hhera KOju MpHnaga
CEerMeHTY KOju cadupamo (OCUM EBEHTYAJIHO y CIy4ajy jeqHOWIaHOT cerMeHTa). [Tomro ce y cBakoM KOpaky Ay>KuHa
cerMeHTa [a, b] mosnoBw, a OHa je y MOYETKy CUTYPHO Marba WM jeJHaKa n, cioxkeHocT oe onepanuje je O(logn).

IMpunmkoM axypupara HEKOT eJleMeHTa MOTPedHO je a)XypHpaTd CBe YBOPOBE Ha ITyTarbU OJf TOT JIMCTA JO KOpEeHa.
C 0031pom [1a 3HAMO TO3MIIMjy POIUTEIhA CBAKOT YBOPA M OBa OIepalnyja ce MOXe BeoMa jeIHOCTAaBHO MMITIEMEH-
tparu. [lomro ce k MojoBM y CBakKOM KOpaky IeTbe, a Kpeha o BpeqHocTy HajBuiie 2n — 1, U CJI0KEHOCT OBe
oneparje je O(logn).

#include <ilostreams>
#include <algorithm>
#include <vector>

using namespace std;

// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od n
int stepenDvojke(int n) {
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;

}

// na osnovu datog niza a duZine n
// u kom su elementi smeSteni od pozicije 0
// formira se segmentno drvo 1 elementi mu se smesStaju u niz
// drvo krenuvsi od pozicije 1
vector<int> formirajDrvo(const vector<int>& a) {
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<int> drvo(2*n, 0);
// kopiramo originalni niz u listove
copy(begin(a), end(a), next(begin(drvo), n));
// azZuriramo roditelje ve¢ upisanih elemenata
for (int k = n-1; k >= 1; k--)
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
return drvo;

// izracunava se zbir elemenata polaznog niza duZine n koji se
// nalaze na pozicijama i1z segmenta [a, b] na osnovu segmentnog drveta
// koje je smesteno u nizu drvo, krenuvsi od pozicije 1
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int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
int n = drvo.size() / 2;
a +=n; b += n;
int zbir = 0;
while (a <= b) {
if (a % 2 == 1) zbir += drvo[a++];
if (b % 2 == 0) zbir += drvo[b--];
a /= 2;
b /= 2;
}

return zbir;

// aZurira segmentno drvo smeSteno u niz drvo od pozicije 1
// koje sadrzi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije 0, nakon sto se na poziciju i polaznog
// niza upise vrednost v
void postavi(vector<int>& drvo, int i, int v) {

int n = drvo.size() / 2;

// prvo aZuriramo odgovarajuci list

int k = 1 + n;

drvo[k] = v;

// aZuriramo sve roditelje izmenjenih cvorova

for (k /= 2; k >=1; k [=2)

drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
vector<int> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];
vector<int> drvo = formirajDrvo(a);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == 7p”) {
int 1, v;
cin >> 1 >> v >> ws;
postavi(drvo, i, v);
} else if (upit == "z”) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirSegmenta(drvo, a, b) << "\n';
}
}

return 0;

}

IMperxonuu nmpuctyn popMupa IpBO 00310 HaBHIIE (IIPBO Ce MOITyHe JIMCTOBH, I1a OHJIa KopeH). JoI jefaH HauYuH
je na ce npBo dopMHpa peKyp3UBHO, OJI03r0 HaHwke. Mako je oBa MMIUIEMEHTallja KOMIUIMKOBaHM]ja U MAJIO Hee-
(pukacHUWja, IPUCTYI OIO3rO HAHIKE je Y HEKUM KACHUjUM ollepalijaMa Hen3dexaH, Ia ra WIyCTpyjeMo Ha OBOM
jemHocTaBHOM npuMepy. CBaku YBOP JpBeTa MpecTaBiba 30up ogpeheHor cermenTa no3unyja mnojazHor Husa. Cer-
MEHT je jeJHO3HauHO ofpeleH mo3uuyjoM k y HU3Y KOjU OArOBapa CErMEHTHOM JPBETY, aJIi J1a OUCMO OJIaKIIAJIH
UMJIEMEHTALMjy IPaHUIIe TOT CerMEHTa MOXKEMO Kpo3 peKyp3ujy npociehjusary kao napamerap yHKLHje, 3ajeAHO
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ca BpeHomify k (Heka je To cerMeHT [z, y|). JpBo kpehemo ga rpagumo ox Kopenarae je k = 1u [z, y] = [0,n—1].
AKO poIuTesbCKHU YBOP MOKPUBA CETMEHT [, Y], Ta/Ia JIEeBO JieTe OKPHBA CErMeHT [, L%J ], a mecHo neTe mokpuBa
cerment [| 5 | + 1, y]. Jlpo nomymaBamo peKyp3MBHO, TaKO LUTO TPBO MOIyHMMO JIEBO TIOJAPBO, 3aTHM JIECHO 1
Ha Kpajy BPEIHOCT y KOPeHY U3payyHaBaMo Kao JIpBO MOMyHaBaMO PEKYP3UBHO, TAKO LITO MPBO MOIYHUMO JIEBO
HOJPBO, 3aTHM JIECHO M Ha KPajy BPEAHOCT y KOPEHY U3PauyHaBaMO Kao 30Mp BPEJHOCTH Y JIEBOM U JIECHOM JIETETY.
W3na3 u3 pekyp3uje mpeacTaBibajy JICTOBH, KOje MPEerno3HajeMo 10 TOMe IITO OKPHBajy CerMeHTe AykuHe 1, m'y
BUX CaMO KOIIPaMo eJIeMeHTe ca oAropapajyhux nosuipja mojia3Hor Hy3a.

U 3a onepanyjy cadupama MOKEMO HAMTPABUTH M PEKYP3UBHY UMILIEMEHTAIIN]Y KOja BPIIM U3pauyHaBaHe OJI03r0
HaHIKe. 3a CBaKM YBOP Y CErMEHTHOM JpBeTy (hyHKIMja Bpaha KOJIMKH je JONPUHOC CErMEHTa KOjU O/AroBapa ToM
YBOPY M HETOBUM HACJICIHHUIIMMA TPAXXKEHOM 30MpY eJleMeHaTa Ha TO3UIjaMa M3 CerMeHTa [a, b] y M0JIa3HOM HU3Y.
Ha novetky kpehemo ox KOpeHa 1 pauyHaMo JOMPUHOC LIEJIOr ApBeTa 30Kpy elleMeHara u3 cerMenta [a, b|. Tloctoje
Tpu pasnuunTa Moryha ogHoca u3Meljy cermeHTa [z, y] Koju oaropapa Tekyhem 4Bopy u cermeHTa [a, b] umju 3oup
elleMeHaTa TPakUMO. AKO Cy JMCjyHKTHH, JONPHHOC TeKyher 4yBopa 30upy cermeHta [a, b] je Hyma. Ako je [z,y]
y HOTIIYHOCTH CajipXaH y [a, b], Taja je AOMpHHOC MOTIYH, Tj. Leo 30up cerMeHTa [z,y] (a To je dpoj ymucaH y
HM3Y Ha no3unmju k) monpuHock 30Mpy elleMeHaTa Ha MOo3uIjama u3 cerMenTa [a, b]. Ha kpajy, ako ce cermeHTH
CeKy, TaJia je IONPUHOC TeKyher YBopa jeiHaK 30upy JOMPUHOCA HETOBOT JIEBOT U JIECHOT AeTeTa. Mlako Huje cacBUM
OYHMITIEHO, ¥ OBa mporenypa he umaru ciroxuoct O(logn).

U oneparujy NpoMEHE BPEIHOCTH €IEMEHATA MOKEMO MMILUIEMEHTHPATH O103r0 HaHmke. CIIOKEHOCT je OmeTr
O(logn), jep ce nyxuHa MHTEpBaIa [x,y] y CBAKOM KOpaKy dap /iBa MmyTa cMatbyje.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

// od elemenata niza a sa pozicija [x, y]
// formira se segmentno drvo 1 elementi mu se smestaju u niz
// drvo krenuvsi od pozicije k
vold formirajDrvo(const vector<int>& a, vector<int>& drvo,
size_t k, size_t x, size_t y) {
if (x ==y)
// u listove prepisujemo elemente polaznog niza
drvo[k] = x < a.size() ? a[x] : 0;
else {
// rekurzivno formiramo levo 1 desno poddrvo
int s =(x+vy)/ 2;
formirajbrvo(a, drvo, 2*k, x, s);
formirajbDrvo(a, drvo, 2*k+1, s+1, y);
// 1zracunavamo vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od n
int stepenDvojke(int n) {
int s = 1;
while (s < n)
S <<= 1;
return s;

}

// na osnovu datog niza a duzine n u kom su elementi smesteni od
// pozicije @ formira se segmentno drvo i elementi mu se smestaju u
// niz drvo krenuvsi od pozicije 1
vector<int> formirajDrvo(const vector<int>& a) {
// niz implicitno dopunjujemo nulama tako da mu duzina postane
// najblizi stepen dvojke
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int n = stepenDvojke(a.size());

vector<int> drvo(n * 2);

// krecemo formiranje od korena koji se nalazi u nizu drvo
// na poziciji 1 1 pokriva elemente na pozicijama [0, n-1]
formirajbrvo(a, drvo, 1, 0, n - 1);

return drvo;

// 1zracunava se zbir onih elemenata polaznog niza koji se
// nalaze na pozicijama iz segmenta [a, b] koji se nalaze u
// segmentnom drvetu koje cuva elemente polaznog niza koji se
// nalaze na pozicijama i1z segmenta [x, y] i smesSteno je u nizu
// drvo od pozicije k
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int k, int x, int y, int a, int b) {
// segmenti [x, y] 1 [a, b] su disjunktni
if (b < x || a >y) return 0;
// segment [x, y] je potpuno sadrZan unutar segmenta [a, b]
if (a <= x & y <= b)
return drvo[k];
// segmenti [x, y] 1 [a, b] se seku
int s=(x+y)/ 2;
return zbirSegmenta(drvo, 2*k, x, s, a, b) +
zbirSegmenta(drvo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

}

// izracunava se zbir elemenata polaznog niza duZine n koji se
// nalaze na pozicijama i1z segmenta [a, b] na osnovu segmentnog drveta
// koje je smesteno u nizu drvo, krenuvsi od pozicije 1
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
int n = drvo.size() / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1 koje
// sadrzi elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
return zbirSegmenta(drvo, 1, 0, n-1, a, b);

}

// azZurira segmentno drvo smesteno u niz drvo od pozicije k
// koje sadrzi elemente polaznog niza a duZine n sa pozicija iz
// segmenta [x, y], nakon Sto se na poziciju i1 niza upise vrednost v
vold postavi(vector<int>& drvo, int k, int x, int y, int 1, int v) {
if (x ==y)
// azuriramo vrednost u listu
drvo[k] = v;
else {
// proveravamo da li se pozicija i nalazi levo 1li desno
// 1 u zavisnosti od toga aZuriramo odgovarajuce poddrvo
int s = (x+vy)/ 2;
if (x <= 1 && 1 <= s)
postavi(drvo, 2*k, x, s, 1, v);
else
postavi(drvo, 2*k+1, s+1, y, i1, v);
// posto se promenila vrednost u nekom od dva poddrveta
// moramo azZurirati vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

}

// aZurira segmentno drvo smesSteno u niz drvo od pozicije 1

235



IJIABA 5. HAIIPEJTHE CTPYKTVYPE IIOJTIATAKA

// koje sadrzi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije @, nakon Sto se na poziciju i1 polaznog
// niza upise vrednost v
void postavi(vector<int>& drvo, int i, int v) {
int n = drvo.size() / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1 koje
// sadrzi elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
postavi(drvo, 1, 0, n-1, i, v);

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
vector<int> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];
vector<int> drvo = formirajDrvo(a);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == 7p”) {
int 1, v;
cin >> 1 >> v >> ws;
postavi(drvo, i, v);
} else if (upit == ”z”) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirSegmenta(drvo, a, b) << '"\n';
}
}

return 0;

}

Bugu gpyiauuja peweroa 060t 3agaiixa.

5.3.3 ®denBukoBa cradja

Densurosa gpeseitia Tj. OuHapHo ungexcupana gpeeiiia (eHri. binary indexed tree, BIT) kopucTte Mano Mambe MeMo-
pHje ¥ MOry OMTH 32 KOHCTaHTHHU (haKTOp Opka Ofi CETMEHTHHX JApBeTa (MaKo je CJI0XKEHOCT olepalyja aCUMITOTCKU
jennaka). Ca gpyre cTpaHe, 3a pa3JIMKy Ofl CETMEHTHHX JPBETA KOja Cy MOTrojIHa 3a pa3anynTe onepanuje, PeHBuko-
Ba JIpBETa Cy CIIeMjaII30BaHa caMo 32 aCONMjaTUBHE Olepalyje Koje uMajy MHBep3 (HIp. 30MpOBH WA POU3BOIH
eJleMeHaTa cerMeHara ce Mory HajnasuTu y3 nomoh BIT, anu He 1 MUHUMYMH, H3I-0BU U c/IyHO). CerMeHTHa JIpBeTa
MOTy Ja ypaje cBe mrto u PeHBUKOBA, IOK 0OpaTHO HE BaXKU.

HNaxko ce Ha3uBa apBeToM, PEHBUKOBO JIPBO 3alpaBO NPEACTaB/ba HU3 BPeAHOCTH 30MPOBa HEKUX ITAMETHO M3adpa-
HUX cermeHaTa. M30op cermeHara je y TECHOj Be3u ca OMHApPHOM perpeseHTalujoM uHaekca. [loHoBo hemo jen-
HOCTaBHOCTH PaJil MPETIIOCTABUTH a Ce BPEAHOCTH Y HU3Y CMelITajy of nosuije 1 (BpegHoct Ha nosunuju 0 je
MpeJIeBAHTHA) 1 TO U Y TIOJIA3HOM HU3Y U Y HU3Y y KOM ce cMelnTa ApBo. [IpuiarohaBame Koa CUTYalHjH Y KOjoj ¢y
y IOJIA3HOM HU3Y €JIEMEHTH CMEIITEHH Off TO3UIIMje HyJla, BEOMa je jeIHOCTABHO (CaMo je Ha IMOYeTKY CBake (PyHK-
LIFje Koja pajau ca IpBETOM HHJIEKC MOIAa3HOT Hi3a MoTpedHo yBehaTtn 3a jeqaH mpe gajke 00pase). AKO je Hoa3Hu
HU3 [y)KUHE N, elleMeHTH JpBeTta he ce cmenitary y nocedaH Hu3 Ha nosunwje [1, n.

Kipyuna nneja ®enBukoBor apBeta je ciepeha: y gpeeitiy ce Ha tosuyuju k uyea 30up epegHOCIIU HONA3HOT HU3A U3
cetmeniria iosuyuja ooauka (f(k), k] ige je f(k) opoj koju ce goduje og dpoja k wako witio ce uz dbunaproi 3aiuca
Opoja k obpuwe fipsa jequnuua cgecHa.

Ha npumep, Ha mecty k = 21 3ammcyje ce 30up ejleMeHaTa MoJa3HOr HU3a Ha Mo3WIMjamMa u3 uHTtepsaia (20, 21],
jep ce dpoj 21 dunapHo 3amucyje kao 10101 u dpucaweM jeaunuiie noduja ce duHapuu 3anuc 10100 1j. dpoj 20
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(Baxu 1a je f(21) = 20). Ha nosunmju 6poj 20 Hamasu ce 30up ejeMeHarta ca nosuuuja u3 uatepsaia (16, 20], jep
ce OprcameM jemunuie 1oduja dunapuu 3anuc 10000 1j. 6poj 16 (Baku na je f(20) = 16). Ha mosunmju 16 ce
4yBa 30up elemMeHara ca nosuimja 13 uatepsaia (0, 16], jep ce Opucarmem jenuuuiie u3 SuHapHor 3ammca dpoja 16
noduja 0 (Baxu ma je f(16) = 0).

3auus 3,4,1,2,6,5,1,4, PeHBUKOBO JpBO OU UyBasio ciieiehe BpeIHOCTH.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 k
1 10 11 100 101 110 111 1000 k binarno
0 0 10 6 100 100 110 0 f(k) binarno
(0,11 (0,2] (2,3] (0,41 (4,5] (4,6] (6,7] (0,8] interval
3 4 1 2 6 5 1 4 niz
3 7 1 10 6 11 1 26 drvo

HanosesuBawem unreppaia (0, 16], (16, 20] u (20, 21] noduja ce untepsai (0, 21] Tj. npedukc HU3a 10 MO3HLK]je
21. 30up enemenara y npedukcy ce, JakJjie, Moxke JOOUTH Kao 30Mp HEKOJIMKO eJleMeHara 3arucanux y PeHBUuKoBoM
npsety. OBO, HapaBHO, BaXK! 3a IIPOM3BOJFHU MHIIEKC (He camo 3a 21). Bpoj enemenaTa yujuM ce cadupameM Jo0uja
30up npeukca je camo O(log n). Hanme, y cBakoM Kopaky ce Opoj jeuHuia y OMHapHOM 3arucy Tekyher uHekca
cMmamyje, a dpoj n ce 3anucyje ca Hajeume O (log n) SMHAPHUX jeqUHHIIA.

NmrniemeHTanyja je BeoMa jeJHOCTaBHA, Kaja ce MpoHale HauMH Ja ce n3 OMHApHOT 3ammca Opoja yKJIOHHM IpBa
jeIMHMIA 3[ecHa Tj. 1a ce 3a Jatu Opoj k u3padyHa f (k). [Toa mpernocTaBkOM [a Cy OpojeBH 3alMCaHy Y TIOTIIYHOM
KOMIUIEMEHTY, u3pa3oM k & -k mMoxe ce 1oOuTH Opoj KOjU Cagp kU camo jeHY jeAVHUILY ¥ TO Ha MECTY MOCTehe
jenunune y 3anmcy dpoja k. Onysumamem Te BpeqHocTr of opoja k 1j. m3pasom k - (k & -k) modujamo edpexar
Opucama nociemhe jequHuIe y OMHApHOM 3amucy opoja k u To mpencraBiba uMIUieMeHTaMjy GyHkmje f. dpyru
Ha4YMH Ja ce TO ypaau je na ce u3padyHa BpegHocT k & (k-1).

36up npecukca [0, k] monasHOr HU3a MOXEMO OHJJa U3PAUyHATH HAPEIHOM (DYHKIIHjOM.

// na osnovu Fenvikovog drveta smesStenog u niz drvo
// izracunava zbir prefiksa (0, k] polaznog niza
int zbirPrefiksa(int drvo[], int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}
}

Kayia 3Hamo 30up nipedprkca, 301p MPOM3BOIBHOT CETMEHTa [, b] MOXeMO U3padyHaTH Kao pasiivKy 30upa npedukca
(0, b] u 36upa npedpukca (0, a — 1]. Tomurro ce 0da pauyHajy y Bpemeny O(logn), 1 30up cBakor cermeHTa MOXEMO
mspauyHatu y Bpemeny O(logn). Hamomenumo u To ma je 300r oBe omeparyje BaXHO [a aCOLMjaTHBHA OIepa-
1Mja Koja ce kopuctu y PeHBHKOBOM JIpBETy MMa MHBep3 (y OBOM Cllydajy Aa OMCMO MOIVIM Jia Oy3UMameM JBe
BpeIHOCTH Mpedrkca 1odujamMo 30Mp MPOU3BOJEHOT CETMEHTA).

OcHoBHa nipeHOCT DEHBUKOBHX ApBETa y OAHOCY HA HU3 CBUX 30MpoOBa MpeduKca je TO MITO ce MOTy e(prKacHO
axypupari. PazmMorpumo (pyHKIIHUjy KOja axkypupa JAPBO HAKOH yBeharba eleMeHTa y MOoJIAa3HOM HU3Y Ha MO3UIUjU
k 3a BpenHocT x. Tama je 3a x moTpedHO yBehaTu cBe OHe 30MpOBE y APBETY Y KOjUMa ce Kao cadupak jamBiba U
efleMeHT Ha no3uninju k. Tu OpojeBu ce n3padyHaBajy BeoMa CIMYHO Kao y MPeTXOAHO] (PYHKIIM]H, jeJUHO IITO Ce
YMECTO ojy3uMama BpeqHocti k & -k Opoj k y cBakom kopaky yeehara 3a k & -k.

Ha npumep, ako du ce y mpeTxoqHOM IpUMepy eleMeHT Ha mo3uiju 3 yBehao 3a BpepHocT 4, duio du morpedHo
noeehartu 3a 4 BpeiHOCTH eleMeHaTa PeHBUKOBOT ApBeTa Ha no3uiijama 3, 4 u 8. JIo oBUX mo3uiyja ducmMo 101
rnoues oJ] OuHapHor 3anuca Opoja 3 koju uzHocu 11 cadupamem ca 1 (Opoj KOju cagpkul TAUHO jeAHY jeAMHUITY Ha
MO3ULMjH [OCNIENbE jeAUHNLIE Y OMHAPHOM 3alKcy AaTor dpoja) uuMe drcmo godwm 100 mro oxroeapa opojy 4,
a HaKOH Tora drucMo oBy BpeaHocT cadpam ca 100 urmve ducmo podumm 1000 (dunapHM 3anmc Opoja 8). OBre ce
MpoLeaypa 3aBplliaBa C 0d3MPOM Ha TO Ja CMO CTHUIJIM 0 MOCIIEAEr eeMeHTa y PeHBIKOBOM PBETY.

// AZurira Fenvikovo drvo smesSteno u niz drvo nakon Sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
vold dodaj(int drvo[], int n, int k, int x) {
while (k <= n) {
drvo[k] += x;
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k += k & -k;
}
}

OdjacHUMO U TOKaXXUMO KOPEKTHOCT MpeTxo/iHe uMIuieMeHTarje. [IoTpedHo je axypupaTu CBe OHE MO3WLIHje 1m
YHjH TIPUAPYKEHH CETMEHT CaApKHU BPEAHOCT Kk, Tj. CBE OHe mosuimje m Takee Aa je k € (f(m), m], 1j. f(m) <
k < m. OBO HHKAaKO He MOKe J]a Baku 3a OpojeBe m < k, a curypHo Baxu 3a Opoj m = k, jep je f(k) < k,
kana je k > 0 (a mu mpetmoctaBmbamo 1a je 1 < k < n). 3a dpojeBe m > k, CUTYpHO BaXd JieCHa HejeIHAKOCT
¥ moTpedHO je yTBpauTH Oa Baxu jeBa. Heka je g(k) Opoj koju ce noduja ox k tako wmro ce k cabepe ca dpojem
KOjH FIMa caMo je[Hy jeJUHUITy y CBOM OMHAPHOM 3aIlKCy U TO Ha TIO3MI[jM Ha KOjOj ce HAla3y MOCIe/ba jeINHUIA
y Ounaprom 3ammcy Opoja k. Ha mpumep, 3a dpoj & = 101100, dpoj g(k) = 101100 + 100 = 110000. ¥V
umMiUieMenTaimju ce opoj g(k) nako Moxke m3pauynartu kao k + (k & -k). Tepaumo na je Hajmarbu Opoj m
Koju 3a10BosbaBa ycioB f(m) < k < m ynpaso g(k). 3aucra, ounrnento Baxu k < g(k) u g(k) uma cBe HyJe o1
TIO3HUIIHje TIOCIeIEbe jeIMHHUIIEe Y OMHAPHOM 3amwcy Opoja k (Ykibydyjyhu u 1Y), Ia 0 Kpaja, Ia ce dprcameM HheroBe
HOCIIE/AEbE jequHuie, Tj. u3padynaBameM f(g(k)) curypHo noduja 6poj koju je crporo mawu o k. Hujenau dpoj m
mmely k u g(k) He Moxe 1a 3a10BoJbH yeiioB ja je f(m) < k. Haume, cBu v OpojeBu ce nokiamnajy ca dpojem k
Ha CBUM TO3UIIMjaMa Tpe KpajibuX HyJia, a Ha MO3UIMjaMa KpajibHx Hys1a Opoja k umajy Oap HeKy jeJMHUILY, YUjiUM
ce OpucameM 1001ja Opoj Koju je Behu win jenHak k. [1o MCTOM MPUHIMITY 3aKJby4yjeMO Jia HapeTHHU TPaXkeHH Opoj
mopa durn g(g(k)), 3atum g(g(g(k))) nta. cBe oK ce He H0OHje HEKH OPOj KOjU MpeBasmIasy n. 3aucTa, BakH Ja
jek < g(k) < g(g(k)). Baxu na je f(g(g9(k))) < f(g(k)) < k, na g(g(k)) 3anoBospana ycioB. Hujenan 6poj
mmely g(k) v g(g(k)) He MOKe 1a 3a/10BOJBH YCIIOB, jep ce CBU OHHM MOKJanajy ca g(k) y cBUM OMHapHUM Ludpama,
OCHM Ha H-eTOBUM KpPajibUM HyJIaMa IJie MMajy HeKe jeiMHuIle. bprcameM Nocienhe jeJMHuIe ce 00uja Opoj Koju
je Behu wm jennak g(k), na nodujenu Opoj He Moxe duty Marbu 011 k. OTyja Cliefin 1a Cy jeJMHe MO3UIIUje KOje
Tpeba axypuparu yrnpaso nosuije u3 cepuje k, g(k), g(g(k)) urn., cBe IOK cy OHe Marbe WM jefHAKe N, Na je
Hallla UIMIUIEMEHTalHja KOPEKTHA.

Ocrtaje jour mutame Kako y crapty (opmupari PeHBUKOBO ApBO, MehyTuM, GOpMHparbe ce MOXKe CBECTH Ha TO
Jia ce Kpeupa JIpBO MOMYyHEHO CaMo HyJlama, a Jia ce 3aTuM yBeliaBa BPEJHOCT je/IHOT MO jeJIHOT eJIeMEeHTa HU3a
MPETXOTHOM (DYHKIHjOM.

// Na osnovu niza a u kom su elementi smesteni
// na pozicijama iz segmenta [1, n] formira Fenvikovo drvo
// 1 smesta ga u niz drvo (na pozicije iz segmenta [1, n])
vold formirajDrvo(int drvo[], int n, int a[]) {
fill_n(a+1, n, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, n, k, a[k]);

3aparak: Cyme cermeHaTa MpOMEH/bHBOT HUA3A

Osaj 3agaitiak je OHO8/bEH Y YUY YEeHCOABArA PAZMUMUITIUX HEXHUKA peutasarba. Bugu tiexciil 3agaiiika.
THoxywaj ga 3agamiax ypaguw kopuutheroem ilexHUKA Koje ce U3Naicy y 080M Hoinasvy.

Pememe

3aparak je moryhe permnTtu kopuihemeM PeHBUKOBOT IpBeTa.

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// izracunava zbir prefiksa [0, k) polaznog niza
int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 03
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
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return zbir;

}

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo

// racuna zbir segmenta [a, b] polaznog niza

int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
return zbirPrefiksa(drvo, b+1) - zbirPrefiksa(drvo, a);

}

// vraca element originalnog niza na poziciji a
int element(const vector<int>& drvo, int a) {
return zbirSegmenta(drvo, a, a);

}

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji a uveca za x
void dodaj(vector<int>& drvo, int a, int x) {
int k = a + 1;
int n = drvo.size();
while (k < n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se

// u originalnom nizu element na poziciji a postavi na x

void postavi(vector<int>& drvo, int a, int x) {
dodaj(drvo, a, x - element(drvo, a));

}

// na osnovu niza a u kom su elementi smesteni na pozicijama [0, n)

// formira Fenvikovo drvo 1 smesta ga u niz drvo
// (na pozicije i1z segmenta [1, n])
vector<int> formirajDrvo(const vector<int>& a) {

int n = a.size();

vector<int> drvo(n + 1, 0);

for (int k = 0; k < n; k++)

dodaj(drvo, k, a[k]);
return drvo;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
vector<int> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];
vector<int> drvo = formirajDrvo(a);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == 7p”) {
int 1, v;
cin >> 1 >> v >> ws;
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postavi(drvo, i, v);
} else if (upit == ”z”) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirSegmenta(drvo, a, b) << '"\n';
}
}

return 0;

}

Sa,uaTaK: VYBehama cermeHnara u unTame ejieMeHara

Hanmim nporpam koju omoryhasa [jBe BpCTe yIHTa Hajl HU30M IIeNiX OpojeBa: yBehaBarmbe ejleMeHaTa JaTor cer-
MEHTa 32 HeKy JaTy BPeJHOCT ¥ OUMTaBambe I0jeJUHAYHHUX eleMeHata Hu3a. [loueTHa BpeJHOCT CBUX ejleMeHaTa
Huza je 0.

Vaa3: Ca crangapaHor ynasza ce yuurtaBa guMensdja Hu3a n (1 < n < 50000), 3aTM U3 HapeIHe JUHHje Opoj
yIUTa ¢ U HAKOH TOTa y HApeIHUX ¢ JIMHU]a OIMCH YNUTa. YIIUTHU Cy ONUCAaHU Ha crejiehu HauuH:

* U a bk — HaKoH M3BpIABaba OBOT YIIMTA CBU €JEMEHTH HU3a Ha TO3MIMjaMa U3 MHTepBaia [a, b] Tpeda na
dyny yeehanu 3a BpeaHoct k (Baxu 0 < a < b <nu—10 < k < 10).

* e — U3BpIIaBamke OBOT YIIUTA MOJpa3yMeBa Ja ce Ha CTAHAAPJHU U3JIa3 UCIIUIIE BPSJHOCT eJIeMEeHTa Hi3a Ha
nosurju ¢ (Baxu 0 < ¢ < n).

N3na3: Ha cranpapaHu ussa3 UCIACATH BPEJHOCTH CBUX € yNUTa (CBaku Opoj y IOCEOHO] JIMHUN).
ITpumep

Vaaz Hznaz
10 5

7 -5

m c ®MD®c c O
AR, NP DwW

Odjamrserve

Haxon npBor ynura crasbe Hu3a je © 0 0 2 2 2 0 0 0 0, HakoH Ipyror @ 0 @ 2 5 5 3 3 3 0. Taga ce ounrtaBajy
eJleMeHTH Ha rosuiijama 4 u 7. HakoH Tpeher ynwura crame Hu3a je @ -5 -5 -3 0 0 -2 -2 3 0. Hakon Tora ce
OuYMTaBa €JIEMEHT Ha TO3UNHUjH 0.

Pememe
JIMpeKTHO pelieme

3a/iaTak MOXEMO PELIUTH AMPEKTHO ofpxkaBajyhin Hu3 enemenara. CIOKEHOCT onepatwje yBehara elleMeHarta je
O(n), a ounrasama Bpegaoctd je O(1). VkymHa cnokeHocT je, gakie, O(qn).

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n; cin >> n;
vector<int> niz(n);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
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cin >> upit;

if (upit == "u”) {
int a, b, v;
cin >> a >> b > v;
for (int 1 = a; 1 <= b; 1++)

niz[i] += v;

} else if (upit == 7e”) {
int a;
cin >> a;
cout << niz[a] << '"\n';

}

}
}

DeHBUKOBO JPBO HH3a Pa3JIMKa

V 3amatky Veehapare cermeHara BUEH cMO Ja ce yBehaBare cermeHara Moxe ypaauth y Bpemeny O(1), ako
ce yMECTO OpPUTMHAJIHOT HU3a OJp:KaBa HU3 pasjIMKa Cyce[HUX ejleMeHata. MehyTum, Taga onepalnyja 4uTama ese-
MeHaTa 3axTeBa M3pavyHaBarbe 30Mpa mpedprKca HU3a pasiivka, To je omeparuja cioxeHoctd O(n). AKO ymecTo
KJIACMYHOT HU3a, HU3 pasjivKa ofipxkaBaMo y PeHBUKOBOM JpBETY, Taja U axypupame eJeMeHara u cadupame rpe-
¢ukca pimmo y Bpemeny O(logn), mro je modap kommnpomuc. YBehaBare cerMeHaTa OpUrHHAIHOT Hu3a he ce
CBECTU Ha /IBa yBehaBama eleMeHaTa Hu3a pasiiMKa, IITo Cy [Be onepanuje Hag PeHBUKOBUM JPBETOM CIIOKEHOCTH
O(logn). Yurame eseMeHaTa OpUTMHAIHOT HU3a he ce cBeCTH Ha M3pauyHaBarbe 30Mpa npeduKca HU3a PasivKa,
o je jemna oneparuja Hag OensukoBum apeetoM cioxeroctr O (log n). Vkymnna cioxeroct he dutu O(qlogn).

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
vold dodaj(vector<int>& drvo, int k, int x) {
k++;
int n = drvo.size();
while (k < n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// izracunava zbir prefiksa [0, k) originalnog niza
int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}

return zbir;

}

void uvecajSegment(vector<int>& drvo, int a, int b, int v) {
dodaj(drvo, b+1, -v);
dodaj(drvo, a, v);

}

int element(const vector<int>& drvo, int a) {
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return zbirPrefiksa(drvo, a+1);

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n; cin >> n;
vector<int> drvo(n+1);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == "u”) {
int a, b, v;
cin >> a >> b >> v;
uvecajSegment(drvo, a, b, v);
} else if (upit == ”e”) {

int a;
cin >> a;
cout << element(drvo, a) << '\n';
}
}
return 0;

}

3aparak: K-t napuu opoj

Hamnucatu nporpam koju omoryhasa J1a ce y HU3y IpUpoJHUX OpojeBa KOjU je Ha TOYeTKy MCIYHEH Hyjlama, ajiu
YMjU Ce eJIEMEHTH YeCTO MeHajy TOKOM M3BpIIaBamba Iporpama eprkacHo rpoHaia3u rosuiyja k-Tor napHor opoja
1o peny.

Vaaz: Ca cranmapaHor ynasa ce yunrtasa ayxuaa Huza n (1 < n < 50000), a 3atum 1 dpoj ymura m (1 < m <
50000). M3epmaBameM ynuta oduKa v p x ce 'y Hu3 Ha nosunyjy 1 < p < n ymucyje dpoj x, 10K ce ynuToMm ¢ k
Ha CTaHJapJHM W3J1a3 UCIUCY je TIo3ulrja k-Tor mapHor Opoja y Tekyhem caapxkajy Hu3a (rosuiuje ce dpoje on 1).

M3aa3: Ha cranmapaHom u3ia3dy NpHKa3aTH pesy/iTaTe U3BpIIaBama yrnuTa C. AKO y HEKOM Cllydajy y HU3y UMa
Make MapHUX OpOjeBa Off BpeAHOCTH k, TaJa yMECTO MO3HUIIUje UCITHCATH -.

ITpumep
Yaaz Hznaz
5 5
8 4
u3il 4
c4 -
ulv
uz2s5

cl1

ul?2

c?2

c 4
Pememe

JIMpeKTHO pelerhe Mogpa3yMeBa /1a ce eJIEMEHTH YIHCY ]y Y HU3 U J1a ce Mo3MLIKMja k-Tor mapHor ofpely je mIpuMeHOM
JIMHeapHe nperpare. AKO UMamo 11 Oliepalifja axypuparba 1 meo Olepalyja mperpare CI0KeHOCT TaKBOT pellietha
je O(mq + mg - n), IWTO MOXKE OUTH MPUINYHO HeeHKACHO.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;
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int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
// elementi niza - dodajemo jedan element vise, jer se pozicije broje od 1
int n;
cin >> n;
vector<int> niz(n+1, 0);
// broj upita
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
char c;
cin >> c;
if (c == "u") {
// upit upisa elementa u niz
int p, Xx;
cin >> p >> x;
niz[p] = x;
} else if (c == 'c') {
// upit odredjivanja k-tog parnog broja
int k;
cin >> k;
// linearnom pretragom odredjujemo poziciju k-tog parnog broja
int brojParnih = 0;
for (int p = 1; p <= n; p++)
if (niz[p] % 2 == 0) {
brojParnih++;
if (brojParnih == k) {
cout << p << '"\n';
break;
}
}
// ako nema k parnih brojeva, ispisujemo -
if (brojParnih < k)
cout << ”-” << "\n';
}
}
return 0;

}

Ha ocHoBy HM3a MOkeMO (hopMUpaTH HU3 HyJIa M jeJUHHLA TAKaB Jla Ce jeIMHULIE Hajla3e Ha MECTy IapHUX eleMe-
Hata. Taza je mosumuja k-Tor Mo pejy MapHOT Opoja HajMarba MO3UIKja TaKBa J1a je 30Mp CBUX je[AMHMIIA 3aKJbYYHO
ca TOM TIO3UIHjOM jeTHaK k. AKO HW3 HyJla U jeIMHMIIA ofipskaBaMo y DEeHBUKOBOM cTadITy, BPJIO e(pUKaCHO MOXe-
MO 71a U3padyyHaBamo 30upoBe cBakor (pukcupaHor npedukca. 3axpasbyjyhu unmeHNIM Aa cy 30MpoBH Mpedurca
MOHOTOHO Heomnajajyhu (kaga ce nmpedukcH MpoayskaBajy) TpakeHy MO3UINjy MOXeMO e(pUKaCHO OAPEANTH aJIro-
pUTMOM OMHApHE IpeTpare. AKO UMaMo 1M, ONepalyja axypuparma 1 mo Ollepalija IpeTpare yKymHa CJI0KEHOCT
he dutn O(m; log(n) + ms log® n), 1j. O(mlog® n).

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;
// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom
vold dodaj(vector<int>& drvo, int k, int v) {
while (k < (int)drvo.size()) {
drvo[k] += v;

k += k & -k;
}
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}

int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 03
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}

return zbir;

}

// vraca prvu poziciju p tako da je zbir niza na pozicijama [1, p]

// vect ili jednak k
int prefiksK(const vector<int>& drvo, int k) {

// poziciju pronalazimo binarnom pretragom po vrednosti zbira prefiksa

int 1 =1, d = drvo.size() - 1;
while (1 <= d) {
ints=1+(d-1) / 2;
if (zbirPrefiksa(drvo, s) < k)

1l=s+1;
else
d=s - 1;
}
return 1;
}

int main() {
io0s_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
// gradimo Fenvikovo drvo 1 inicijalizujemo ga jedinicama
vector<int> drvo(n + 1, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, k, 1);
// elementi niza
vector<int> niz(n + 1, 0);

// broj upita
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
char c;
cin >> c;
if (c == "u') {
// upit upisa elementa u niz
int p, x;
cin >> p >> x;
if (x % 2 == 0 & niz[p] % 2 != 0)
// upisan je novi paran element na poziciju p
dodaj(drvo, p, 1);
else if (x % 2 !=0 && niz[p] % 2 == 0)
// upisan je novi neparan element na poziciju p
dodaj(drvo, p, -1);
niz[p] = x;
} else if (c == 'c') {
// upit odredjivanja k-tog parnog elementa
int k;
cin >> k;
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// trazimo najkraci prefiks ciji je zbir jednak k
int p = prefiksK(drvo, k);
// proveravamo da li takav prefiks zaista postoji

if (p <= n)
cout << p << "\n”;
else
cout << -7 << ”\n”;
}
}
return 0;

}

3aparak: Tpuk ca kaprama

Masu Maljonryap xohe Ja CI0kH KapTe Tako Jia ca ’buMa u3Bele cieelin Tpuk. Y IpBOM KOpaky jefiHy KapTy ca
BpXa IIIWIIa rpedallyje Ha JHO IIIHiIa, y3uMa ciaegehy KapTy ca Bpxa IIIHja ¥ UCTIOCTaBba Ce 1a je Ha 1boj Opoj 1.
VY npyrom kopaky npedaityje aBa IyTa KapTy ca Bpxa LA Ha JHO 1WA, y3uMa crienehy Kapry ca Bpxa Inmnmia
HCIOCTaB/ba Ce Ja je Ha ’0j Opoj ABa. HacTapspa Ja panu no UCTOM NMPUHULIUITY, ITpedallyjyhu y CBaKOM KOpaky Mo
jemHy KapTy BHIIIe ca BpXa Ha JJHO IIIIJIA, 1a OW ce HAKOH TOra ca BpXa IIIWJIa CKUHYJIA YIIPAaBO KapTa ca HapeJHUM
peqHuM OpojeM.

Vaaz: Ca crangapaHor yiasa ce yunrtasa 0poj kapara y mmty n (1 < n < 50000).

N3na3: Ha cranmapiay 13Jia3 UCIIMCATH PEAoCiie]] Kapara y MWLy, OJf BpXa Ka JIHy (HaKOH CBaKe KapTe MCIIUCATH
jenaH pa3mak).

IIpumep

Vaaz Hznaz

12 71492111083 65 12
Pememe

AKO KpeHeMO 01 ITpa3HOT H13a (MOXEMO I'a MHUIMjATHO TOMYHUTH HyJaMa), KapTe MOKEMO MOIMYHUTH TaKO IITO
KPEHEeMO 0/ IT0YeTKa, 3aTUM MPECKOYMMO jeHO MPa3HO MECTO U YIUIIEMO jeANHHUILY, 3aTUM ITPECKOYMMO JIBa Ipa-
3Ha MECTa M YIHMIIEMO /IBOjKY, 3aTUM IPECKOYMMO TPH Tpa3Ha MeCTa W YNMIIEMO TPOjKY M Tako Aabe. MokeMo
NPUMETHUTH Ja Kaja ce Opoj noeeha u Opoj Npa3HUX MecTa CMakby, MIPEeCcKaKambe MPa3HUX MECTa U M0 HEKOJIHKO IyTa
odmasy HU3. AKO ITPECKOYMMO CBa Npa3Ha MecTa Y HU3Y (KOjHX y k-TOM Kopaky uMma n — k + 1 1ona3umo Ha HCTo
MECTO ca KOT' CMO TIOIUIH, Ta ce yOp3ame Moke MOCTUNM Tako IITO Mpe Mpeckakama k Mpa3HUX MecTa poHaheMo
ocrarak Tor opoja mpu aebewy can — k + 1.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<int> karta(n, 0);
// trenutna pozicja
int p = n-1;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
// treba da preskocimo k praznih pozicija
// posto je preostalo n-k+1 praznih, one se ciklicno ponavljaju,
// pa je dovoljno preskociti k % (n-k+1) praznih pozicija
for (int 1 = 1; 1 <= (k % (n-k+1)) + 1; i++) {
// pomeramo se na narednu poziciju 1 preskacemo sve
// pune pozicije do naredne prazne
while (karta[p = (p + 1) % n] != 0)

k]

}

// upisujemo broj k na trenutnu poziciju
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karta[p] = k;
}
// ispisujemo konacan rezultat
for (int k : karta)
cout << k << 7 7
cout << endl;

return 0;

}

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<int> karta(n, 0);
// trenutna pozicja
int p = n-1;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
// treba da preskocimo k praznih pozicija
// posto je preostalo n-k+1 praznih, one se ciklicno ponavljaju,
// pa je dovoljno preskociti k % (n-k+1) praznih pozicija
for (int 1 = 1; 1 <= (k % (n-k+1)) + 1; 1++) {
// pomeramo se na narednu poziciju i1 preskacemo sve
// pune pozicije do naredne prazne
while (karta[p = (p + 1) % n] != 0)

s

}

// upisujemo broj k na trenutnu poziciju
karta[p] = k;

}

// ispisujemo konacan rezultat

for (int k : karta)
cout << k << 7 7

cout << endl;

return 0;

}

IIpa3Ha mecta (Tj. HUXOBE MO3UIM]jE) MOKEMO UyBaTH Y JIUCTH, jep HaM OHa Jaje MOryhHOCT Aa Beoma e(pUKacHO
n3daIMMO esieMeHT U3 cpeanHe. [IprIMKkoM Kperarsa 1Mo JIMCTH MOpaMo BOAWTU pavyyHa O TOMe Jja Kajia CTUTHEMO
JI0 Kpaja, 0dMIa3ak KPeHEMO U3 MOYeTKa.

Mebytum, jom eprKacHHUje pelerse o/ yoTpede JMCTe je TO Aa CI0D0JHY MO3UIINjY KOja CIen HAKOH IpecKaKama
k cnodomHIX TO3UIHja OJPeAUMO Kao m-Ty CJI0D0IHY HO3UIMjy ¥ Hu3y. Hamme, ako 3HaMo 11a ipe Tekyhe nosunuje
MIOCTOjU P CIOOOAHMX MO3UIMja Tafa YMECTO Aa of TeKyhe Mo3uIlHje MpecKayeMo p MO3ULKja MOKEMO Of] TIoUeTKa
HU3a MPECKOYUTH P+ k TIO3uIMja U efieMeHT K yricat Ha nosuimjy p+k+1. Ha npumep, akoyamsy . 1 . . 2 .

. TpaXKMO MO3ULIKjY Ha KOjy Tpeda J1a ynuieMo Opoj 3 of eeMeHTa 2 Tpeda Aa MPecKoYuMo 3 Npas3He Mo3uLuje,
MehyTHM, MOMITO Mpe eJeMeHTa 2 MOCTOjU 3 Mpa3He NOo3ULMje O] MOYeTKa HU3a MpeckayeMo 3 + 3 = 6 mpasHux
TIO3UIIMja ¥ eJIEMEHT 3 yIUCyjeMo Ha CeMy Npa3Hy MO3ULHjy Yy HU3Y unme jJodujamo . 1 . . 2 . . . 3 .. Nyak,
Tpeda duTh 0d0a3puB, jep ce HeKaa Joya3u 10 Kpaja Hi3a, ra ce Opojame Bpaha Ha modyeTak Hi3a. 3ato Opoj mpasHe
O3MIIMje Ha KOjy Tpeda yrnucaTu ejieMeHT K 3arpaBo Hije yBek p+k+ 1, Beh je jeanak mod (p + k)(n — k 4+ 1)+1.
Hop. akoywuzy . 1 . . 2 . . . 3 . XeJIUMO Ja OJIpeIuMO TO3UIIKjY eJleMeHTa 4 3HaMoO Jia ce Tpe eieMeHTa 3
HaJla3¥ 6 Mpa3HUX NO3UIMja, IITO 3HA4U Ja eJeMeHT 4 Tpeda Ja yNUIIeMo Ha [Ipa3Hy MO3ULUjy YUjU je PeAHH Opoj
mod (6 + 4)7+1 = 4, ynme podujamo vz . 1 . . 2 4 . . 3 .. CIM4HO, MOLITO TIpe ejieMeHTa 4 uMa 3 rpasHe
HO3HUIIK]je eJIEMEHT 5 yIucyjeMo Ha mo3uiujy ca peqaum dopojem mod (3 4+ 5)6 + 1 = 3 unme gobujamo HU3 . 1 .
524..3.

Ocraje nmurame Kako OJpeJuTH k-Ty Mpa3Hy HO3ULIH]Y y HU3Y, MejyTHM, TO MOXXEMO ypaauTH KCTOM TEXHUKOM KOjOM
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cMo y 3agatky K-tu napuu Opoj oapehuBanu k-Tu 1o peny napan Opoj y HU3Y KOju ce Mewa (OBIe je axypupame
€aMo TaKBO Jia Ipa3He MO3UIIKje MOTY IIOCTAaTH HelpasHe).

#include <iostream>
#include <vectors>

using namespace std;
// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

void dodaj(vector<int>& drvo, int k, int v) {
while (k < drvo.size()) {
drvo[k] += v;
k += k & -k;
}
}

int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}

return zbir;

}

// vraca prvu poziciju p tako da je zbir niza na pozicijama [1, p]
// vect ili jednak k
int prefiksK(const vector<int>& drvo, int k) {
// poziciju pronalazimo binarnom pretragom po vrednosti zbira prefiksa
int 1 =1, d = drvo.size() - 1;
while (1 <= d) {
ints=1+( -1/ 2;
if (zbirPrefiksa(drvo, s) < k)

1l=s+1;
else
d=s - 1;
}
return 1;

}

int main() {
// broj i1 niz karata
int n;
cin >> n;
vector<int> karta(n, 0);

// Fenvikovo drvo nad nizom koji cuva 1 na praznim i @ na
// zauzetim pozicijama (brojanje krece od 1)
vector<int> drvo(n + 1, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, k, 1);

// trenutna slobodna pozicija
int p = 0;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
// treba da se pomerimo za k praznih pozicija
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// posto je preostalo n-k+1 praznih, one se ciklicno ponavljaju,
// pa je dovoljno preskociti k % (n-k+1) praznih pozicija

// odredjujemo najmanju poziciju takvu da se zakljucno sa njom

// nalazi za k slobodnih pozicija vise nego sto se nalazi

// zakljucno sa trenutnom slobodnom pozicijom (sve po modulu n-k+1)
p = prefiksK(drvo, (zbirPrefiksa(drvo, p) + k) % (n-k+1) + 1);

// upisujemo kartu, poziciju oznacavamo punom i azuriramo drvo drvo
karta[p-1] = k;
dodaj(drvo, p, -1);

}

// ispisujemo konacan raspored karata
for (int k : karta)

cout << k << 7 7
cout << endl;

return 0;

3anarak: lnBep3uje HaKOH H3JanMBamka cerMeHara

JlaT je HU3 a, KOju ce cacToju o M MO3UTUBHUX Leaux OpojeBa. Hammcaru nporpam koju he ga nmpedpoju Konmko
nma napoBa OpojeBa l M TakBux ja je 1 < [ < r < nupaum3 b = ajas...a;ayGr41 ... a4, HEMA BUIIE OF k
WHBEp3Wja.

JlBa nena Opoja y Hu3y b odpasyjy uHBEp3Hjy Kaja ce Behu Opoj mojasibyje nmpe mMamer Opoja, Tj. 3a map b;, b;
4IaHOBA HU3a b KaxeMo [a 00pasyjy UHBep3ujy ako Baxu fa je 1 < ¢ < j < |b|ub; > bj, rae je |b| Benuunna Husa
b.

Vaa3: Y npBoj IMHU{U CTaHAAPIHOT yia3a gaTa cy asa nena opojakun (2 < n < 10°,0 < k < 10'®) — mak-
cUMasaH Opoj J03BOJbEHUX MHBEp3Hja U BeJuunHa Hu3a a. Cieneha MHUja cagpky n MO3UTUBHUX LIEIUX OpojeBa
Pa3ABOjEHUX ca MO jeJHUM Pa3MaKkoM aq, Ga, . .., ay (1 < a; < 109) — eeMeHTH HU3A q.

WN3zaa3: YV jenuHOj TMHUjU CTAaHAAPAHOT W3J1a3a UCTIMCATH caMo jeiaH Opoj — Opoj mapoBa (peleme 3aJaTKa).

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3 IIpumep 4

Vaaz Hznas Vaas Hznas Vaas Hznaz Vaaz Hznaz
1 3 0 1 2 6 4 10

3 3 5 5

132 132 1541 100 1541 100
Pememe

I'pyda cnia

Pelierbe rpydoM cuiioM noapasymeBa aa ce odpaje cBu mapoeu (I, ) U a ce 3a cBaky map npedpoje MHBep3uje
nuza. [omrro maposa uma O(n?), OBO pelieme je BeoMa HeepUKACHO, YaK M Kaja ce MHBEp3Uje Opoje Ha HEKH
edukacan HauuH (Kao IITO je MpuKa3aHo y 3a1aTtky bpoj uusepsuja). Havme, Opoj nHBep3uja JaTor HU3a ce MOXe
rpysOM CHJIOM OIpeUTH y ciokenoctd O(n?), ITo JOBOAM JI0 yKyIHe cioxkenocTu of yak O(n?). Edukachujum
anropuTMmMa ce Opoj uHBep3uja Moxke oapemutu y cnoxenoctr O(nlogn), Mo JOBOAKM IO YKYIHE CIOXEHOCTH
O(n3 logn) wTo je U Kajbe HEAOIMYCTHBO BEIHMKO.

#include <ilostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
long long maksInverzija;

cin >> maksInverzija;

int n;
cin >> n;
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vector<int> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];
int brojParova = 0;
for (int L = 0; 1 < n-1; 1++) {
for(int r =1+ 1; r < n; r++) {
int brojInverzija = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n && brojInverzija <= maksInverzija; i++)
ifF(L<=11]] 1>=r)
for (int j = 1+1; j < n && brojInverzija <= maksInverzija; j++)
U (G<=113>=r)
if (a[i] > a[iD)
brojInverzija++;
if (brojInverzija <= maksInverzija)
brojParova++;
}
}
cout << brojParova << endl;
return 0;

}

TexHuka aBa NOKa3uBava

V ocHOBU e(UKACHU]Er Pelliekba JIEKH TEXHUKA JIBa OKA3KMBaua Koja HaM oMoryhasa J1a eKCIUIMIMTHO OPOBEPUMO
camo JimHeapHu Opoj maposa (1, 7).

Osnaunmo ca I (1, r) Opoj nuBep3uja Hu3a ogpeljeHor mapom (I, ) (Tj. Opoj UHBEP3Uja HU3A Aq, - - . , Ay Gy« -+, Q1
u ca I,,,, MaKCUMaJIHU JIOIYIITeH! OpOj UHBEP3Hja.

Kemmo fma 3a cBakM JecHU Kpaj r oapemumo Opoj tepux kpajesa [ Takeux ga je je I(1,7) < Lnaz.

Axko nipoHahemo HajBehy BPeSHOCT U4, < 7 TakBY 12 je I (Imax, ) < Imaz, 3HaMo na he Baxutu u na je 1(0,7) <
Imazs T(1,7) < Imazs s L(lmaz, ”) < Imax (jep 3a Marbe BPeHOCT JIEBOT Kpaja Opoj UCK/bYUEHHX elleMeHaTa
HM3a pacre, 11a MHBEP3Kja MOXe OUTH CaMo Matbe Hero y Husy ojpeherom napom (1,4, 7)), 0K hie ca ipyre crpaHe
Baxutdt I (la0 + 1,7) > Lnazs -, I(r — 1,,7) > Ia. (jep 3a Behe BpeaHOCTH JieBOr Kpaja Opoj UCIbKYYEHHX
eJieMeHaTa HU3a Onaja, [1a MHBep3rja Moxke OUTH caMo Bulle Hero y Husy ogpeherom mapoMm (ly,qz, 7). To 3Haun
Jia ce HaJlakeweM Te HajBehie BPeAHOCTH 4, MOXE YTBPAUTH JIa TIOCTOJU TAYHO ly,q, + 1 jefaH map ca JecHIM
Kpajem r Koju ofpelyje HU3 ca AOMyIITeHUM OpojeM UHBep3uja.

Jom jemaH ciyyaj KOju ce MOXe jaBUTHU je Jla HU 3a jeqHO | He Baxu Ja je Ja je dpoj MHBep3uja Hu3a oapeheHor
napom (I, r) yHyrap gomyiureHor mpara 1j. na je I(0,7) > I, ¥ Taga CMO CHTYPHH JIa HE TIOCTOjU HU jelaH
nap onpeljeH IecHUM Kpajem r Koju oapehyje HU3 ca omymTeHuM OpojeM WHBep3Hja, Ta HA BPETHOCT [y, ., HUjE
KOpPEKTHO JerHUCaHa.

3aro cBako r geduHUMMO (YHKIH]Y Koja oapehyje Tpaxeny BpenHoct [, 1j. Heka je [(r) = 4. aKO TakBa
BPEIHOCT IOCTOjH, OMHOCHO Aa je [(r) = 0 ako TakBa BPEAHOCT He MOCTOjU 1 TPaKEHU OpOj mapoBa jeqHak je 30upy
Bpensoctu [(r) + 1 3a one r 3a koje je I(r) = lnax Tj. 3a kK0je je 1(0,7) < Ipq, (OHE BPeOHOCTH 1 3a Koje je
1(0,7) > @54 HE HOIPUHOCE DPOjY APOBA).

VmriieMeHTAaIM]jy OPraHU3yjeMo OKO MEeT/be Y KOjOj ce OfipkaBajy Be MpOMEH/bUBE | < 7" M TPOMEHJbHBA I y KOjO]
gyyBamo Opoj unsepsuja I (I, r). BpenHoctu nnnnmjamusyjemo va | = 0 u v = 1, 10K Opoj MHBEp3Uja UHUIIU]aITH-
3yjeMo Ha yKymnaH Opoj uHBep3uja y HU3y (0 leroBoM ehuKacHOM M3pauyHaBamy Ouhe peun Majio KacHUje).

3a cBako 7 nokymasamo aa npoHahiemo I(r). AkoI = I(l,7) < Iap Mako jel+1 < r,tamajel(r) > I. Yehamwem
BpPEIHOCTH | y HU3 KOjU Ce pa3MaTpa ce IoAaje eJIeMeHT a1, YAMe ce Opoj MHBep3Mja yBehaBa TayHO 3a Opoj
MHBEP3Mja y KOjuMa ydecTByje Taj enemMent. Taj dpoj je onpehen enemenaruma y unrepsaiy [0, ] Koju cy cTporo
BehH 071 a;41 ¥ eJleMEHTHMA y UHTEPBANY [1', 1) KOJHU Cy CTPOTO MarbH Of @41 (M O HAUMHY FbHUXOBOT €(hHKACHOT
MpoHayaxema he OUTH Maso BUllle peud KacHuje). Ako je 30up Tekyher Opoja uHBep3uja I u dpoja uHBEp3Uja
onpeheHor eneMeHTOM a1 Mamk¥ WIHM jeJHAK Of JAoMmyIITeHor npara [ ce yBehaBa v ocTymak ce MoHaB/ba CBE JOK
[ He gocTHTHE BpemHOCT  — 1 Wi IOK ce He npoHafje BpeAHOCT [ TakBa Jja ce yKJby4UnBameM eneMeHTa | + 1 dpoj
uHBep3uja nosehasa u3Has mpara (To je TpaxeHa BpeaHocT [(1) = lp,q.). Ha Taj HaunH oppehyjemMo Haury TpaxeHy
Hocyie/itby BpeHOCT [ 1 dpoj mpoHahenux napopa nosehasamo 3a [ + 1. Ako jel = Omako je I(l,7) > Loz, Tana
jel(r)y=0.
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HakoH npoHasiakerba BpeiHOCTH [(1) 3a TPEHYTHY BPEAHOCT 7, MOXeMO Npehiu Ha Hape/JHy BPEAHOCT JIECHOT Kpaja
Tj. Ha BpeaHoct 7 + 1. TTorpedHo je aa onpemumo I(r + 1). ToBeharem BpegHOCTH 7 M3 HU3a M3dAIly jeMO BpeJHOCT
a, ¥ 0poj MHBEp3Uja axyprpaMo TaKo LITO OJy3MEMO TAUYHO OHE MHBEP3Uje Y KOjUMa je y4eCTBOBAO EJIEMEHT a,.. 1aj
6poj je onpehen cBuM enemeHTIMa U3 uHTepBana [0, [] Koju cy crporo Behw Off @, ¥ CBUM eJIEMEHTUMA U3 MHTepBaa
[r 4+ 1,7n) Koju cy cTpOro MarH of a,. (M 0 BUXOBOM e(MKacCHOM ojpehuBarby duhe Builie peur KacHuje). HakoH
tora ce yBehaea r u notpedHo je oppenutu [(r) 3a yBehaHo r. KibyuyHa omacka je ma | He MOpaMO TpaXKUTH K3
noyerka, Beh rmperpary MOXeMO HACTABUTU OJI TPEHYTHE BpeaHoctH [, jep je I(r) MoHoTo Heomnanajyha ¢yHkuuja
no r. Hauwme, ako je I[(r) = O m ako je I(0,7) > 40, Tana je tpusujaino [(r + 1) > 0. V cynportHOM, ako je
Ur) = lnas Tamaje I(l,7) < Lpae,maje I(l,r+1) < I(l,r) (moBehaBameM BpequocTu r 6poj MHBEp3Mja ce caMmo
MOJXKe CMamuTh), ma je oHma [(r + 1) > Ly, (Baxu ma je I(lnae, 7) < Lnaz, Oa CE TOCHEAbA TO3UIH]A [y, q, 32
yBehaHoO r MOXe Hala3uTU CaMo JECHO Of Mocieame nosurmje | = I,,,, mpe yBehamwa 7). 3aTo HakoH yBehama 7,
nperpary 3a [(r) HacTaB/baMo Off Tekyhie BpesHocTH [, Tako mTo | yBehaBamo cBe JOK He HOCTUrHE BpeaHOCT 1 — 1
v Bpearoct TakBy na je 1(1, 1) < g u Il + 1,7) > Ip4. (TO je OHOA BPEOHOCT gz ).

C od3upom Ha 1O s1a ce U [ u r camo Mory yBehaBaru, Hajeehu Opoj utepanuja oBe newne je 2n.
Ocraje joI HEKOJIMKO MUTama Koje je MOTpedHO peluTy a O ce Joduia eprkacHa UMILJIEMEeHTaluja:

* Kako OIpeUTH MOYETHH OPOj MHBEP3H]a,
* Kako opehuBaty dpoj MHBEp3Uja 3a €JIEMEHT ;41 KOjU ce ydalyje y Hu3 u
* Kako ofpehuBaTu Opoj MHBEP3M]ja 3a €JIEMEHT a, KOjU ce u3dailyje u3 Huza?

Jenan HauuH je ma ce oBO ypaau rpyoom cuioM. IloueTHu Opoj MHBEp3Mja ce MOXE rpyOOM CHIIOM OAPEIUTH y
cnoxenoct O(n?) u To ce paau camo jeaHoM. Bpoj MHBep3Hja ca CBaKM KOHKPETaH eJIeMEHT ce MOke Tpydom
cuiioM ypaauty y cioxernocta O(n). Taj kopak ce usspuiaa O(n) myTa (IPUIMKOM CBaKe POMEHE BPEAHOCTH [ 1
7). Cie 3ajemHo cioxenoct je O(n?).

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

long long brojInverzija(const vector<int>& a) {
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++)
for (int j = 1+1; j < a.size(); j++)
if (a[i] > a[il)
broj++;
return broj;

}

int levoVecih(const vector<int>& a, int 1, int x) {
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= 1; 1++)
if (a[i] > x)
broj++;
return broj;

}

int desnoManjih(const vector<int>& a, int r, int x) {
int broj = 0;
for (int 1 = r; 1 < a.size(); i++)
if (a[i] < x)
broj++;
return broj;

}

int main() {
long long maksInverzija;
cin >> maksInverzija;
int n;
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cin >> n;

vector<int> a(n);

for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

long long brojParova = 0;
int l=0, r=1;
long long inverzija = brojInverzija(a);
while (r < a.size()) {
while (true) {
if (1+1 == r)
break;
int uvecanje = levoVecih(a, 1, a[l+1]) + desnoManjih(a, r, a[l+1]);
if (inverzija + uvecanje > maksInverzija)
break;
1++;
inverzija += uvecanje;
}
if (inverzija <= maksInverzija)
brojParova += 1 + 1;
int umanjenje = levoVecih(a, 1, a[r]) + desnoManjih(a, r+1, a[r]);
inverzija -= umanjenje;
r++;
}

cout << brojParova << endl;

return 0;

}
CrTpykType nmojaaraka

3a edukacHo oapehuBame yKynmHor Opoja MHBEp3Hja 1 Opoja MHBEP3Hja AATOT €IEMEHTa MOKEMO YIOTpeduTH edpu-
KacHe CTPYKType nojiaTaka. Y cBa TpU cllyyaja moTpedHO je Ja MMaMo CTPYKTYpy MoJaTaka Koja nojapxana cienehe
orepaije: 10JaBarme eJeMeHTa y CKyIl, 3daluBare eJleMeHTa 13 cKyna ojpehuBame dpoja eneMeHara cKyna Koju
Cy MambH OJ1 IaTe BpeIHOCTH U opeljuBarbe Opoja enemeHara cKyrna Koju cy Behu of iate Bpequoctu. ITomro y Hu3y
MOXe OUTHU jeIHAKKX eJIeMeHaTa, YMECTO CKyIa je NOTPedHO YIoTpeOUTH HEKH OOJIMK MYJITUCKYIIA.

MyaTuckynoBu

Hernyje HausrIen Aa JoOpo peliermne Moxe duTn OndnmoTeuka konekimja multiset. Ymerame u dpucame je moryhe
msepinth y Bpemeny O(logn). Bpoj enemenara crporo Behux o[ JaTOr MOXEMO OAPEIUTH TAKO LITO HpoHaheMo
UTEpaTOp Ha MPBU €JIEMEHT KOju je cTporo Behu of gaTor (MeTogoM upper_bound) 1 oiperMo HBEroBo pacTojame
on kpaja Huza (pyHkiujom distance). CimuHo, Opoj elieMeHaTa KOju Cy CTPOro MarU Off JATOT MOKEMO OJpPe -
TH Tako IITO MpoHaljeMo uTepaTop Ha MpBHU eJIeMEHT KOju je Behn M jenHak ox gartor (merogom lower_bound)
1 poHalieMo pacTtojame of moyeTka Hu3a 1o Tor eneMeHTa (pyHkimjom distance). Meroge lower_bound u up-
per_bound cy ecpukacHe (3axTeBajy JOrapuTaMcKo BpeMe y OTHOCY Ha Opoj eleMeHarta CKyma), MeyTHM, pacTojame
n3Mely Ba uteparopa kosiekije multiset 1j. pyHkumja distance 3axTeBa JMHEapHO BpeMe (3a Pa3sIUKy O HTe-
patopa y JMHeapHUM KoJieKIlMjama MOIMyT BEKTOpa, e je TO BpeMe KOHCTaHTHO). 300r Tora je yKynHa BpeMeHCKa
CJIOKEHOCT OBOT IPHCTYIA KBaJgpaTHa (JIMHeapHU Opoj IyTa ce ToMepajy rpaHuie [ M 1 ¥ NP CBAKOM MOMeparmby
MOpaMO [la ypaJMMOo ollepalifje HaJl CKyIoM Koje Cy JIMHeapHe CJI0XEHOCTH).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <algorithm>
using namespace std;

// broj elemenata u skupu koji su strogo veci od vrednosti k

long long brojVecihOd(int k, const multiset<int>& skup) {
return distance(skup.upper_bound(k), skup.end());

}
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// broj elemenata u skupu koji su strogo manji od vrednosti k
long long brojManjihOod(int k, const multiset<int>& skup) {
return distance(skup.begin(), skup.lower_bound(k));

}

int

main() {

// ucitavamo ulazne podatke
long long maksInverzija;
cin >> maksInverzija;

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)

cin >> a[i];

// brojimo ukupan broj inverzija polaznog niza
long long brojInverzija = 0;
multiset<int> vidjenti;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
brojInverzija += brojVecihOd(a[i], vidjeni);

}

vidjeni.insert(a[i]);

// trazeni broj parova (l, r)
long long brojParova = 0;

// krecemo od para (0, 1)
int =0, r=1;

// skup elemenata na pozicijama [0, L]

multiset<int> DolL;
DoL.insert(a[0]);

// skup elemenata na pozicijama [R, n)

multiset<int> OdR = vidjeni;
O0dR.erase(0dR.find(a[0]));

// za svaku mogucu vrednost desnog kraja

while (r < a.size()) {
// odredjujemo poslednju vrednost | takvu da je broj inverzija kada se
// izbace elementi i1z intervala (l, r) manji od zadate granice
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while (true) {
// posto mora da vazi 1l < r,
if (141 == r)
break;

l vise nije moguce uvecati

// ispitujemo da i je moguce povecati 1, tj. ubaciti element a[l+1]
int uvecanje = brojVecihOd(a[l+1], DoL) + brojManjihOd(a[l+1], OdR);
// ako nije, trenutno 1 je poslednje moguce

if (brojInverzija + uvecanje > maksInverzija)

break;

// u suprotnom ubacujemo a[l+1] u skup, azuiramo broj inverzija

// 1 povecavamo 1
brojInverzija += uvecanje;
DoL.insert(a[l1+1]);

T++;
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// ako je broj inverzija za trenutni par (l, r) ispod dopustene
// granice, takav je 1 broj inverzija za sve parove
// 0, r), (1, r), ..., (1, r)
if (brojInverzija <= maksInverzija)
brojParova += 1 + 1;

// uvecavamo r tako sto izbacujemo a[r] i1z skupa 1 azuriramo broj
// inverzija
int umanjenje = brojVecihOd(a[r], DoL) + brojManjih0od(a[r], OdR);

brojInverzija -= umanjenje;
0dR.erase(0dR.find(a[r]));
r++;

// ispisujemo konacan rezultat
cout << brojParova << endl;

return 0;

}
DeHBUKOBO JIPBO

AKO 3HAMO J1a €IEMEHTH CKYIIa [0J1a3e U3 HEKOT MHTepBasia o0muKa [1, 1), MyJITHCKYIT MOKEMO PEaIM30BATH IOMO-
Ry Hu3a y KOM Ha CBaKoj MO3UIMjH ¢ YyBaMO OpOj MOjaB/bUBakka ejieMeHTa ¢. [lomTo He 3HAMO yHarpe] pacrioH
BPEHOCTH, Ha MOYETKY pajia eJeMEeHTe HU3a IIPEBOJMMO Y HbUXOB PaHT Tj. peJoCie]l y COPTUPAHOM HU3Y, IPU YeMy
panr Opojumo of 1. Ta oneparuja He yTuye Ha Opoj UHBep3Uja.

JlonaBame eJieMeHTa y CKyII ce CBOJIM Ha yBehatrbe Opoja IeroBuX I0jaB/bUBama 3a 1, a yKiIamarbe elleMeHTa U3 CKyIa
Ha yMamuBame Opoja HheroBux Mojae/puBama 3a 1. Bpoj enemeHara Mambux of] 1aTor elieMeHTa ¢ oJpelhyjemMo Kao
30up npedrKca HU3a Ha Mosuimjama [1,7), a dpoj enemenara Behux oj AaTor ejeMeHTa ¢ Kao 30up cyduKca HU3a
Ha nosuijama [, n). Jlakie, moTpebHa HaM je CTPYKTypa HojaTaka Koja HaM JIOMyIITa Jia y HA3Y YHjH Ce eJTeMEHTH
4YecTo Mewajy eprKkacHoO M3pauyHaBamMo 30MpOBE MPOU3BOJLHUX Mpedukca 1 cydHKca.

JenHo edpukacHo pelerme MOKeMO JOOUTH aKko yHoTpedumo Pensurxoso gpeo (Tj. dunapro-ungexcuparo gpeo, BIT).
IMopxceTnmo ce, OHO y JINCTOBMMA YyBa BPEJHOCTH HEKOT HHU3a, JOK Yy YHYTpalllbUM YBOPOBMMA WyBa Maplyjasl-
He 30mpoBe ofpeheHnx cermMeHara KOju HaM OHJa oMoryhaBajy Aa y JIOrapuTaMCKOj CIOKEHOCTH OIpeArnMO 30up
npou3BoJbHOT Tipedukca apeera. [lomro ce 30up oo kor cerMeHTa (ykipyuyjyhu u cydukce) Moxe J00UTH Kao
pasnmka 30upa J1Ba npedukca, PeHBUKOBO ApBO HaMm omoryhaBa Ja e(MKacHO oJpeIMO 30Mp OMJIO KOT cerMeHTa
OPHI'MHAJHOT HH3A.

OBUM CJIOKEHOCT OIlepalije JoJaBama eJIEMEeHTa y MYJITHCKYII, OpHcarma eleMeHTa U3 MYJITHCKYIIA, Kao 1 ogpehu-
Bama Opoja eleMeHaTa MamuX Off AaTor U oapehuBama Opoja enemMeHaTa Befinx off AaTOr MocTaje JorapuramMcka y
OIHOCY Ha Opoj enemMeHaTa y MyJITHCKyIy. 3ato je oapehuBame Opoja MHBEp3Hja CBAKOT M0jeJMHAYHOT eJIeMeHTa
cioxeroctd O(logn), ma ogpeluBarbe moyerHor 6poja MHBEp3Kja UMa cliokeHocT n logn. CBako moMeparme HH-
nekca | u r niocraje cioxenocru O(n), Ha nomrro ce uHpekcu nomepajy O(n) myta, yKyIHA CIOKEHOCT arOpUTMa
nocraje O(nlogn), mro je mpruimynHO e(hMKACHO Y OHOCY Ha CBa PaHHMja pEellekba.

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

/* Fenvikovo drvo */

// uvecava se element na poziciji k Fenvikovog drveta za vrednost v 1
// azurira se drvo
void uvecaj(vector<int>& drvo, int k, int v) {
while (k < drvo.size()) {
drvo[k] += v;
k += k & -k;
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}

// ubacuje element k u Fenvikovo drvo koje predstavlja skup
vold ubaci(vector<int>& drvo, int k) {
uvecaj(drvo, k, +1);

}

// 1zbacuje element k iz Fenvikovog drveta koje predstavlja skup
void izbaci(vector<int>& drvo, int k) {
uvecaj(drvo, k, -1);

}

// zbir prefiksa [1, k] Fenvikovog drveta
long long zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
long long zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}

return zbir;

}

// zbir sufiksa (k, n] Fenvikovog drveta
long long zbirSufiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
return zbirPrefiksa(drvo, drvo.size() - 1) - zbirPrefiksa(drvo, k);

}

// broj elemenata u skupu predstavljenim Fenvikovim drvetom koji su
// strogo veci od vrednosti k
long long brojVecihOd(int k, const vector<int>& drvo) {

return zbirSufiksa(drvo, k);

}

// broj elemenata u skupu predstavljenim Fenvikovim drvetom koji su
// strogo manji od vrednosti k
long long brojManjihod(int k, const vector<int>& drvo) {

return zbirPrefiksa(drvo, k-1);

}

int main() {
// ucitavamo ulazne podatke
long long maksInverzija;
cin >> maksInverzija;
int n;
cin >> n;
vector<int> a(n);
for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

// odredjujemo rang svakog elementa da bismo elemente mogli da
// smestamo u Fenvikovo drvo
vector<int> b = a;
sort(begin(b), end(b));
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = distance(begin(b), lower_bound(begin(b), end(b), a[i])) + 1;
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// brojimo ukupan broj inverzija polaznog niza
long long brojInverzija = 0;
vector<int> BIT(n+1, 0);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
brojInverzija += brojVecihOd(a[i], BIT);
ubaci(BIT, a[i]);
}

// trazeni broj parova (l, r)
long long brojParova = 0;

// krecemo od para (0, 1)
int 1l=0, r=1;

// skup elemenata na pozicijama [0, L]
vector<int> BITDoL(n+1, 0);
ubaci(BITDoL, a[0]);

// skup elemenata na pozicijama [R, n)
vector<int> BITOdR = BIT;
izbaci(BITOdR, a[0]);

// za svaku mogucu vrednost desnog kraja
while (r < a.size()) {

// odredjujemo poslednju vrednost 1 takvu da je broj inverzija kada se

// 1zbace elementi iz intervala (l, r) manji od zadate granice
while (true) {
// posto mora da vazi 1 < r, 1l vise nije moguce uvecati
if (1+1 == r)
break;

// ispitujemo da li je moguce povecati 1, tj. ubaciti element a[l+1]

long uvecanje = brojVecihOd(a[l+1], BITDoL) +
brojManjihOod(a[1+1], BITOdR);

// ako nije, trenutno 1 je poslednje moguce

if (brojInverzija + uvecanje > maksInverzija)

break;

// u suprotnom ubacujemo a[l+1] u skup, azuiramo broj inverzija

// 1 povecavamo 1

brojInverzija += uvecanje;

ubaci(BITDoL, a[l+1]);

T++;

}

// ako je broj inverzija za trenutni par (l, r) ispod dopustene
// granice, takav je 1 broj inverzija za sve parove
// @0, r), (1, r), ..., (1, r)
if (brojInverzija <= maksInverzija)
brojParova += 1 + 1;

// uvecavamo r tako sto izbacujemo a[r] i1z skupa 1 azuriramo broj
// inverzija
long umanjenje = brojVecihOd(a[r], BITDoL) +

brojManjihod(a[r], BITOdR);

brojInverzija -= umanjenje;
izbaci(BITOdR, a[r]);
r++;

}

// ispisujemo konacan rezultat
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cout << brojParova << endl;

return 0;

}

3anarak: Bpoj pa3inuuTHnx ejeMeHaTa y cerMeHTHMA

Hanumy nporpam koju oapehyje Opoj pa3aMuUTHX ejleMeHaTa y CBaKOM OJl m JaTUX CerMeHara Hu3a oj] 1 eJeMe-
Hara.

Vaa3: Ca crangapasor yiasa ce yunrasa opoj n (1 < n < 50000), a 3aTum n 11eaUX OpojeBa aq, . - . , Ay, YAje Cy
Bpeqnoct u3Mehy 1 u 100000. HaxoH tora ce yunrasa dpoj m (1 < m < 50000) a 3aTUM y HapeHUX m peaoBa
JIeBa U IeCHA TPpaHmIa 3aTBOPEHOT cermMeHTa [1;, d;], pasaBojene ca o jemaum pasmakom (1 < [; < d; < n).

M3na3: Ha crangapaHy u3nas ucnucatd m dpojeBa o KOjUX CBAaKM MpeJCTaB/ba OpOj pasM4UTHX eJeMeHaTa y
CerMeHTY ay,, . . . A, -

7

ITpumep

Vaaz Hznaz
5 3
11213 2

3 3
15

2 4

35

Pememe

Pemere rpydom cuiiom noapasymena 1a 3a CBaKM CEIMEHT M30POjUMO pa3iiMuKTe eJleMeHTe (Ha nmpumep, kopuinhe-
EM CTPYKTYpE MOJIaTaka 3a uyBame CKyrnoBa). OHO je MpUIn4HO Hee(pUKACHO.

#include <ilostream>
#include <vector>
#include <unordered_set>

using namespace std;

int main() {

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n + 1);

for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
cin >> a[i];

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int 1, d;
cin >> 1 >> d;
unordered_set<int> elementi;
for (int j = 1; j <= d; j++)

elementi.insert(al[jl);

cout << elementi.size() << endl;

}

return 0;

}

OcHoBHa Hjeja e(puKacHOT pelliersa 3a1aTKa je Ja ako 3HaMO TO3ULIMje TIOC/IeIbHX T10jaB/biBaba eJleMeHaTa Hu3a
YHYyTap HEKOI cerMeHTa mosuiuja [1,d] Taga MOXeMo JIAKO OJpeMTU OPOj Pa3iMuUTHX eJleMEeHATa y CBAKOM Off
cermenara [[, d] kao 6poj TakBHX MMO3MIMja KOje MPUIAnajy TOM cerMeHTy. MoXeMo KpeupaTu Hu3 QyxuHe d Ko-
j¥ campXky jeNHMIIC Ha MECTUMa Ha KOjUMa Ce eJIEeMEHT jaBjba MOCIEAbH IyT Y CETMEHTy U HyJle Ha MecTHMa Ha
KOjuMa ce Hajla3e eJIeMEeHTH KOjU ce y TOM CEerMEHTY jaBibajy W KacHuje. Ha mpumep, ako je mato 10 enemenata
Hu3a 3,4,1,3,2,5,4,7,2,3, taga moxkemo Hanpasutu Hu3 0,0, 1,0,0,1,1, 1,1, 1. 3a cBaku cermenT odimka [, d]
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(3a puKcupaH AecHU Kpaj d) Opoj pa3IMUYMTHX ejieMeHaTa MOXKXEMO JIOOUTH M3pavyyHaBameM Opoja jeAnHHLA Y Of-
roBapajyhem cerMeHTy HM3a HyJa M jeJUHUIA. 3aucTa, 3a CBaKy Ipyly jeJHAKHX eJeMeHaTa caMo IOCTOjH caMo
jelHa jeMHMIIA ¥ CBAKHU EJIEMEHT Ce OPOjU caMo jeqHOM. 3a CBAaKM eJIEMEHT KOju MpUIiajia CerMeHty [l, d] mocroju
dap jemHa jeAMHHMIIA y TOM CEMEHTY KOja My OAroBapa (ako je TPeHyTHO I0jaBJbUBaIbe eleMeHTa MOCIe e, OHAA
je jeoVHMIa Ha ’ErOBOM MECTY, a aKO HHje, OHJIa CUTYPHO MOCTOjM jeJWHHIA HETJle U3a hera Koja My OAroBapa).
[IpumeTuMo 1a TO HE MOpa J1a BaKM 3a CETMEHTE KOjU ce He 3aBpIliaBajy Ha MO3ULHUjH d.

Huz Hyna m jenyHuIa MoXeMO OJpkaBaTW MHKpPeMeHTanHo. Hawmme, 3a CBakv HOBHM €J€MEHT I10JIa3HOT HM3a Ha
Kpaj HU3a JI0ZIajeMO jeIMHHILY (OBO H-eTOBO I0jaBIbHBAKE je CUTYPHO Moclieae). JoaaTHO, MOKEMO IPOBEPHUTH A
JIM ce paHuje I10jaBJbIBA0 U aKO jecTe MpoHahy MO3ULIH]Y HeroBOr paHHjer MOCIeIber 0 jaB/bUBatba U IPOMEHUTH
jeAVHMIly Ha TOj MOo3uIMju y Hydy. [lo3uimje mocieqmux MojaBbuBamba eJeMeHaTa MOKEMO 4yBaTH y 3aCeOHO]
Maru.

OBo HaM yKa3yje Ha To J1a Ou 100po OWJIo 1a yHEeTe CerMeHTe COPTUpPaMO Ha OCHOBY JIECHUX KpajeBa U oOpahuBatu
ux y ToMm penocneny. Hus Hyma u jequauiia MoxeMo dyBaTé y PEeHBIKOBOM WM CETMEHTHOM CTadIly, IITO Ham
omoryhasa /1a eprKacHO axypHpamo Io jeAMHaYHe BPEAHOCTH 1 ofpeljyjemMo 30MpoBe HBEeroBux cypukca.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <unordered_map>
#include <algorithm>

using namespace std;
// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

vold dodaj(vector<int>& drvo, int k, int v) {
while (k < drvo.size()) {
drvo[k] += v;
k += k & -k;
}
}

int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}

return zbir;

}

int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int 1, int d) {
return zbirPrefiksa(drvo, d) - zbirPrefiksa(drvo, 1-1);

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
int n;
cin >> n;
vector<int> a(n + 1);
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
cin >> a[i];

int m;
cin >> m;

struct Upit {
int 1, d, i;
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1

vector<Upit> upiti(m);

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
cin >> upiti[i].1 >> upiti[i].d;
upiti[i].1 = 1;

}

sort(begin(upiti), end(upiti),
[J(const auto& ul, const auto& u2) {
return ul.d < u2.d;

I3H

unordered_map<int, int> prethodna_pozicija;
vector<int> drvo(n + 1, 0);
vector<int> rezultat(m);
int tekuci_upit = 0;
for (int 1 = 1; tekuci_upit < upiti.size() && 1 <= n; i++) {
auto it = prethodna_pozicija.find(a[i]);
if (it != prethodna_pozicija.end()) {
dodaj(drvo, it->second, -1);
it->second = i;
} else {
prethodna_pozicija[a[i]] = 1;
}
dodaj(drvo, i, 1);
while (tekuci_upit < upiti.size() && upiti[tekuci_upit].d == 1) {
rezultat[upiti[tekuci_upit].i] =
zbirSegmenta(drvo, upiti[tekuci_upit].l, 1);
tekuci_upit++;
}
}

for (int x : rezultat)
cout << x << '"\n';

return 0;

}
5.3.4 Jlema cerMeHTHa ApBeTa

Bupgesnu cmo na u cermedtHa u PeHBUKOBA [pBETA MOJAPKABAjy e(PUKACHO U3pavyHABAhE CTATUCTHKA OjpeheHnx
cermMeHaTa (pacroHa) HU3a U aXypHparbe 10jeJUHAYHUX eJleMeHaTa Hu3a. AKypupare [IeJIUX CerMeHara Hu3a Ofi-
JjETHOM HHje AMPEKTHO MOIPKAHO. AKO Ce OHO CBe/Ie Ha M0 jeIMHAYHO aKypPUPAIbe CBUX eJIEeMEHATa YHYTap CerMeHTa,
Joduja ce JIoIa CI0KEHOCT.

Moryhe je jenHocTaBHO YnoTpedutu PeHBUKOBO JAPBO TAKO Aa ce e(pMKaCHO MOAPKH yBehaBare CBUX eJleMeHaTa 13
JaToT CerMeHTa O je/THOM, aJli OHJa ce ryOn MoryhHoCT eprKacHOT M3padyHaBarma 30MpoBa eleMeHaTa cerMeHara,
Beh je camo moryhe epukacHo BpahaTi BpeJHOCTH 10 jeJMHAYHIX e1eMeHaTa rmojiasHor Huza. OCHOBHA Hjeja je qa
ce oJp’kaBa HU3 pasiMKa CyCeHUX eJleMeHaTa MOoJIA3HOT HU3a U Jja Ce Taj HU3 pasiiika dyBa y PeHBUKOBOM JpBETY.
VYBehaBame CBUX eleMeHaTa CerMeHaTa IOJIa3HOr HU3a 32 HEeKy BPeAHOCT X, CBOJU Ce Ha IPOMEHY JIBa eJIeMeHTa
HM3a Pa3jivKa, JOK ce PeKOHCTPYKIIMja eleMeHTa MOoJIa3HOr HU3a Ha OCHOBY HM3a PasjivKa CBOAM Ha M3pauyHaBambe
30mpa oxroeapajyher mpecukca, mro ce nmomohy PeHBUKOBOT JpBeTa MOXe ypaauTH BeoMa edukacHo. Ha oBaj
HauVH U QXypHparme [IeJNX CerMeHaTa Hu3a OJjeJHOM M OYMTaBame MOjeANHAYHUX eJleMeHaTa MOXeMO NnocTuhu
y cnoxeroctu O(logn), mro Huje duio Moryhe camo y3 kopuiiherme HA3a pasinka (yBehaBama CBHX eneMeHara
HEKOT cermMenTa je taga duwio cioxeroctd O (1), anu je ounTaBarbe BpeJHOCTH U3 Huza Omto cioxenoctu O(n)).

EdukacHo yBeharbe CBUX elleMeHaTa y JIaTOM CETMEHTY 3a UCTY BPEIHOCTH M M3pauyHaBambe 30MpOBa cerMeHaTa
Mmoryhe je umruiemeHTrpat nomohy opkaBama 1Ba PeHBUKOBA JAPBETa WM MOMONY T3B. CeIMEHIHUX gpeeliia cd
snerom dpotaiauujom (eHrI. lazy propagation). OBe TexHUKe heMo onucaTi y HapeJHOM 3a/1aTKYy.
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3anarak: YBehama u 30UpoBu cerMeHaTa

Hanvmm nporpamM Koju y4unTaBa HM3 eJeMeHara, a 3aTHM Jja ce BHIIE IyTa CBH €JIeMEHTH HU3a Y HEKOM PaclioHy
nosunyja yeehajy 3a onpeheHy BpeqHOCT M [a ce n3padyHajy BPeIHOCTH 3a/laTHX CErMEHaTa HU3a.

Vaa3: V npBoj quHMjM cTaHAapaHOT yiasa Hamasu ce dpoj n (1 < n < 100000), a y HapeAHO]j IMHUjUA HU3 O N
eneMeHara (eieMeHTH cy 1eiau opojesu usmehy O u 10, pa3aBojeHu ca Mo jeqHUM pa3MakoM). Y HapeaHo] JIMHUjU
Hanazu ce 0poj m (1 < m < 100000), a y HapegHux m juHuja ynutu. [logpxkaHe cy qBe BpcTe yIuTa:

* U a b v - U3BpHIABa-Ee OBOT YIIMTA TTOJpa3yMeBa Ja Ce CBH eJIeMEHTH HH3a Ha Mo3uimjama [a, b] yBehajy 3a
BpenHocT v (0 < ¢ < n, —10 < v < 10).

* z o b—u3BpIIaBarbe OBOT yIHTA [IOAPAa3yMEBa [ Ce H3padyHa U Ha CTAaHAAPIHY U3J1a3 UCIIMLIE 301D eleMeHara
HHU32a KOjH Cy Ha nosunujama [a, b].

N3zna3: CrangapaHu U3nas caipky pe3yJiTaTe z ynura (CBakM y IOCEOHO] JIMHUNU).

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 15
12345 20
7 26
z 04 20
uo41 13
z 04

ul3l?2

z 04

z03

z 34

Pememe

Pemrerse rpydoM criioM moapasymeBa 1a ce u ypehaBarbe M H3pauyHaBarbe 30MpoBa cerMeHara BPIIN y CIIOKEHOCTH
O(n), na je ykynua cnoxenoct O(mn)

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n; cin >> n;
vector<int> niz(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> niz[i];
int m; cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == "u”) {
int a, b, v;
cin >> a >> b >> v >> ws;
for (int j = a; j <= b; j++)
niz[j] += v;
} else if (upit == ”z”) {
int a, b;
cin >> a >> b;
int zbir = 0;
for (int j = a; j <= b; j++)
zbir += niz[j];
cout << zbir << '"\n';
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return 0;

Edukachuje pememe MoXeMo JOOUTH IOMONY CErMEHTHOT JpBETa Ca JICKhOM MPOTIAraryjoM.
3a newy Mporaraiyjy HaM je OUTHO 1a 3HaMO paJ] ca CETMEHTHUM JIPBETOM OZI03T0 HaHWKE.

CBaku YBOp y CETMEHTHOM JPBETY ce OJHOCH Ha oApel)eHH cerMeHT ejieMeHaTa MOJa3HOTI HU3a U YyBa 30Up TOT
CerMeHTa. AKO Ce Taj CETMEHT Y LIeJIOCTH caJipK1 YHyTap CerMEeHTa KOjH ce aXKypHpa, MOXKXEMO yHarpe[ U3padyHaTu
3a KOJIMKO ce noBehaBa BpeJHOCT y KopeHy. Hawme, momro ce cBaka BpeIHOCT y cermeHTy nosehasa 3a v, Taza ce
BpeAHOCT 30Mpa Tor cermenTa nopehasa 3a k - v, rae je k Opoj enemMeHaTa y ToM cerMeHTy. BpemHocT 30upa y kopeHy
THMe OuBa aXXyprpaHa y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, ajli BPEJHOCTU 30MpOBa YHYTap HO/IpBETa KOjUMa je TO KOPEeH
(yx/pydyjyhu v BpeAHOCTH y JIMCTOBMMA KOj€ OATOBapajy BPeAHOCTMMA TMOJIa3HOT HU3A) U JIajbe OCTajy HeaxypHe.
HbuxoBo axypupame 3aXTeBajlo 01 JINHeapHO BpeMe, IITO HaM je HeaomycTuBo. KibydHa uzeja je na ce axypupame
THX BPEJHOCTH OJUIOXKH U JIa CE OHE He aXypupajy oaMax, Beh caMo TOKOM Heke KacHHje IoceTe TUM YBOPOBHUMA, JI0
Koje Ou IoNUIo U MHave (He XKeJMMO Ja Te YBOpoBe rnoceliyjeMo caMo 300T OBOT axypupama, Beh hemo axypuparme
YPaauTH YCITyT, TOKOM HEKe Apyre noceTe TMM YBOPOBMMA KOja OM ce CBaKako Mopasa iecuTH). IlocTaba ce miuTame
KaKo Jla CHTHaJIM3MpaMo/ia BpeIHOCTH 301POBa y HEKOM MOAJPBETY HUCY a)KyPHE U JIOAATHO OCTABUMO YIYTCTBO Ha
KOjU HaYMH Ce MOT'y aXypupaTH. Y TOM IIUJbY MPOILIMPYjEMO YBOPOBE U y CBAKOM OJ1 HbHX MOpe]] BPEIHOCTH 301pa
CerMeHTa YyBaMo W JOJATHU Koeguiujeniti nerve ipoitaiayuje. AXO OpBO y CBOM KOpPEHY UMa KOe(DUIIMjEHT JICHe
TIporiaraiyje ¢ KOju je pa3idduT of HyJie, TO 3Ha4H Jja BPeTHOCTH 30MPOBa y 11EJIOM TOM JPBETY HUCY aKypHE M J1a
j€ CBaKM Of JTMCTOBA TOT JIpBeTa NOTpedHo nosehaty 3a ¢ My OHOCY Ha TO aKypHUpaTh U BPeHOCTH 30MpOBa y CBIM
YHYTpAIIMM YBOPOBHUMA TOT ApBeTa (YKIbY4yjyhu 1 KOpeH). AXypHpame ce MOXe OJJIaraTu CBe JAOK BPEIHOCT
30Mpa y HEKOM YBOpPY He MOCTaHe 3aiCTa HEONXO/IHA, a TO je TeK MPUIMKOM YIHTa U3padyyHaBamba BPeJHOCTH 301pa
Hekor cerMeHTa. Mnak, BpegHOCTH 301MpoBa y yBopoBrMa heMo axypupary u 4erihe v To 3arpaBo MPUIMKOM CBaKe
TIoceTe YBOPY — OMJIO Y CKJIONY onepanyje yBehama BpeIHOCTH 13 HEKOT CETMEHTa MO3UIMja MOoJIa3HOT HKU3a, O1io y
CKJIOITY yIIHTa M3padyHaBama 301pa HeKor cerMeHTa. Ha noueTky ode pekyp3uBHe (hyHKIMje fiemo rmpoBepaBati aa
T je BPeJHOCT KoeHIlijeHTa Jiekhe Tpoliaralyje pa3IndnTa Off HyJle U ako jecTe, axyprupahemMo BpeJHOCT 30upa
Taxo mto hemo ra yehatu 3a mpou3Bo Tor koeduijeHTa 1 Opoja eeMeHaTa y CerMeHTY KOjU Taj YBOp MpeCTaBIba,
a 3aTUM KoedulMjeHTe JIelhe Mponaraiyje oda meropa Aerera yeehatu 3a Taj KoeuldjeHT (TUMe KOpPEH JIpBeTa
KOjU TPEHYTHO MocehyjeMo MocTaje axkypaH, a HheroBUM MOIAPBETHMA Ce Jlaje YIYTCTBO Kako MX y OyayhHocTH
axypuparn). IIpuveTnmo na ce n3deraBa axypHuparme IIeJIor IpBeTa ojjeHoM, Beh ce axypupa caMo KOpeH, LITO je
onepauuja cioxernocta O(1).

MNwmajyhu oBO y BUIY, pa3MOTPUMO KaKO C€ MOXe UMIUIEMEHTHpATH (PyHKIIMja KOja BpLIM yBehare CBUX eJleMeHaTa
Hekor cerMeHTa. Hbena nHBapujaHTa he duTH Ha cBM YBOPOBHM y JPBETY WM Cajipike aKypHE BPEAHOCTH 30MpoBa
i hie duTtn mucnpaBHO OOeJIeKEHH 3a KacHHja akypHupama (Ipeko KoedHIfjeHTa Jielke Iponaranyje), a fa he Ha-
KOH HCHOTI U3BpIlIaBarba KOPEH JpBeTa Ha KOM je MO3BaHa CafipikaTy aKTyeslHy BpeJHocT 30upa. HakoH mouetHor
00e3dehuBama Ja BpeAHOCT Y TeKyheM 4BOpy MmocTaHe axypHa, Moryha cy TpH ciiydaja. - AKO je cerMeHT y Tekyhem
YBOPY AUCjYHKTAaH y OJHOCY Ha CETMEHT KOjU ce akypHupa, Tafa Cy CBU YBOPOBM Yy MOAJPBETY KOjEM je OH KOpEeH
Beh WM aXypHM WIM MCOPAaBHO O0eJekeHH 3a KacHUje aXypUpame U HUje NOTPEedHO HUIITA YpaguTh. - AKO je
CEerMeHT KOjH 0AroBapa TeKyheM 4Bopy MOTITyHO caJipkaH y CETMEHTY UHjH ce eJleMeHTH yBehaBajy, Taga ce merona
BpeqHOCT axypupa (yBehaBameMm 3a k - v, rae je k Opoj elemMeHara cerMeHTa KOju oaroapa Tekyhem 4Bopy, a v
BpenHOCT yBeharba), a leroBoj Jelu ce KoeuildjeHT e npornaraiuje yBehasa 3a v. - AKO ce JBa CEerMeHTa CeKy,
Taja ce npeJja3u Ha peKyp3uBHY oOpajy JBa Jetera. HakoH u3BpiuaBama (yHKLMje HaJ BUMA, CUTYPHU cMO Ja he
CBM YBOPOBH Y JIEBOM U JIECHOM TOIPBETY 33/I0BOJbaBATH YCJIOB MHBapHjaHTe U Jia he oda KopeHa MMaTh axxypHe
BPEAHOCTH. AXYpPHY BPEOHOCT Y KOpeHy noctu3ahemo cadupameM BpeJHOCTH JBa JIeTeTa.

[Ipukaxumo paj oBe PyHKIM]E HA jeJHOM MPUMEpY.

26/0
10/0 16/0
7/0 3/0 11/0 5/0
3/0 4/6  1/0 2/0 6/0 5/6  1/0 4/0

0 1 2 3 4 5 6 7

TTpuKa)kMMO Kako OMCMO CBe eJleMeHTe U3 cerMeHTa nosuuja [2, 7] ysehamm 3a 3. Cerment [0, 7] 1 [2, 7] ce ceky, ma
CTOTa aXypUpAaEbE MPEIYIITAMO HACIEIHULIMMA 1 HAKOH FBHXOBOT 2y PUPakha, [IPH [IOBPATKY U3 PEKYP3Hje BPEAHOCT
ozipeljyjeo Kao 30Mp HeroBHX axypupaHux BpeaHoctd. Ha sieBoj crpanu ce cerment [0, 3] ceve ca [2,7] ma u oH
HPENyIITa 2XyPUpare HACTCHULMMA 1 aKypHpa ce TeK MpH MoBpatky u3 pekyp3uje. Cermenrt [0, 1] je aucjyHkTan
y oziHOCy Ha [2,7] u Ty oHIa Huje notpedHo Humta pagutd. CermeHt [2, 3] je meo cagpxkaH y [2, 7], 1 Ko mwera
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JUPEKTHO MOKEMO Jla 3HaMo Kako ce 30up yBehasa. IlomTo umamo qBa eneMeHTa U cBaku ce yBehasa 3a 3, 30up
ce ypehaBa ykynHo 3a 2 - 3 = 6 1 nocTaBsba ce Ha 9. Y 0BOM TpeHYTKYy U30eraBamMo axypupame CBUX BPEJHOCTH Y
JIpBETY Y KOM je Taj eJIeMeHT KOpeH, Beh caMo HacyieIHMIMMa YIUCYjeMo Ja je MoTpedHo nmponarupaTtu ysehame 3a
3, aJi camy ITpoTaraiyjy oJulakeMo 3a TPeHyTaK KaJla OHa IIOCTaHe HEONXOJHA. Y MOBPaTKy U3 peKyp3Hje, BpeJHOCT
10 yBehaBamo Ha 7 + 9 = 16. IlITo ce TWYe AeCHOT MOAIpPBETA, CETMEHT [4, 7] je 1eo caipkaH y CerMEeHTy [2, 7], na
U Ty MOXeMO M3padyHaTH BpegHocT 30upa. IlomTo ce 4 enemenTa yBehaajy 3a mo 3, yKymaH 30up ce yBehasa 3a
4 -3 = 12. 3aro ce BpeaHocT 16 Memwa y 28. [Iponaranujy axxypupama Kpo3 MOJJIPBO OJIaXKeMO U CaMO HETrOBOj
Jeny desexumMo Ja je ysehame 3a 3 MOTpedHO U3BPIIUTH Y HEKOM KacHHUjeM TpeHyTKy. IIpu noBpaTtky U3 pexypsuje
BPEJHOCT y KOpeHy axypupamo ca 26 Ha 16 4 28 = 44. Hakon Tora goduja ce cneznehe apso.

44/0
16/0 28/0
7/0 9/0 11/3 5/3
3/6  4/0 1/3 2/3 6/6 5/0 1/0 4]0

0 1 2 3 4 5 6 7

IMpernocraBuMo 1a ce caiga eieMentd u3 cermenta [0, 5] yBehasajy 3a 2. IToHoBO ce Kpehe o1 Bpxa u Kaja ce
ycranoBH jia ce cermeHT [0, 7] ceue ca [0, 5] akyprparbe ce IperyITa ey 1 BPeAHOCT Ce aXyprpa TeK [PH IIOBPATKY
u3 pexypsuje. Cermenr [0, 3] je neo cagpxan y [0, 5], ma ce 3ato BpeacHoct 16 yBehasa 3a 4 - 2 = 8 U 10CTaBIba Ha
24. Tlonnpeta ce He a)Xypupajy oaMax, Beh ce camMo BHXOBIM KOpeHHMa YIHCYje Aa je CBe BPEeAHOCTH MOTpedHO
axypupaty 3a 2. V jecHOM moaapeety cermeHt [4, 7] ce cede ca [0, 5], ma ce pekyp3uBHO 0Opalyjy momapeera.
ITpu odpanu yBopa 11, npumehyje ce aa je oH Tpedao aa dyae axypupaH, MehyTuM, joill HUje, Ma Ce OH/Ia HEroBa
BpeJHOCT axypupa 1 yBehaBa 3a 2 - 3 u ca 11 Memwa Ha 17. Hberosu HaciegHULIM ce He axypHpajy oaMmax, Beh camo
aKo To Oy[e MoTPedHO U BHMa Ce CaMo YITACY je Jiesba BpeaHocT 3. Tek HakoH Tora ce nmpumeliyje aa ce cermeHt [4, 5|
teo caapxku y [0, 5], ma ce onna BpeaHoct 17 ypehasa 3a 2 - 2 = 4 u moctaeiba Ha 21. Tlogapsera ce He axypupajy
oamax, Beh caMo 1Mo moTpedu Tako IITO ce y BUXOBUM KOpPEHHMa MOCTAaBH BPEIHOCT Jewor KoedunyjeHa. [lomro
je y muMa Beh ynucana BpeJHOCT 5 U MOIITO OHO HUje aXypHO, MPBO ce Ta BpeAHOCT 5 yBehaBa3a 2 -3 = 6 u
MocTaB/ba Ha 11, a BeroBoj Aeuu ce JiewH KoepUIKjeHT nocTasba Ha 3. Hakon Tora ce npumMehyje oa je cerMeHT
[6, 7] macjyukTaH ca [0, 5] 1 He paau ce HUIITA. Y TIOBPATKY KPO3 PEKYP3Hjy CE aypHpajy BPEAHOCTH POAUTE/bCKHIX
YBOPOBA U JIOJNA3M CE 10 HAPEAHOT JIpBeTa.

56/0
24/0 32/0
7/2 9/2 21/0 11/0
3/6  4/0 1/3 2/3 6/5 5/5 1/3 4/3

0 1 2 3 4 5 6 7

dyHK1Mja M3pavyHaBamka BPEJHOCTH 30Mpa CErMEHTa OCTaje MPAKTHYHO HENPOMEhEHa, OCUM IITO Ce MPH yJIacKy
y CBaKM YBOp BPIIH HEroBO axypupame. IIpukaxumo caia Takse (yHKIMje Ha Tekyhem npumepy. Pasmorpumo
KaKoO ce cajia n3pauyHasa 30up eneMenara y cermenty [3,5]. Kpehemo ox Bpxa. Cermenr [0, 7] ce ceue ca [3, 5],
a ce peKyp3uBHO 00palyyjy feua. V seBom mogapsery cermenr [0, 3] Takohe uma mpecek ca [3, 5] ma mpeia3umo
Ha HapeJHU HUBO pekyp3uje. IIpmimkom mocere 4yBopa y 4ujeM je KOpeHy BpeaHocT 7 mpumehyje ce ga merosa
BPEHOCT HUje aKypHa, T1a Ce KOPHUCTH IMPHUJIMKA JIa Ce OHA aXypupa, Tako ITo ce yBeha 3a 2- 2 = 4, a HacIeAHUIIMA
ce Jiewsu Koeurmjent yeha 3a 2. Tlomrro je cerment [0, 1] qucjyrkran ca [3, 5], Bpaha ce Bpeanoct 0. TTpuikom
ToceTe YBopa y UnjeM je KopeHy BpeqHocT 9 pumehy je ce 1a ’eroBa BpeIHOCT HUje aXXypHa, 11a ce KOPUCTU MPUIIIKA
Jla ce OHa a)XypHpa, Tako mTo ce yBeha 3a 2 - 2 = 4, a HacJaegHUIIMMA ce JielkU KoedunjeHt yBeha 3a 2. CermeHT
[2,3] ce ceue ca [3,5], ma ce peKyp3MBHO BpIIM 00paja mogapeera. BpemHoct 1 ce mpBO axypupa Tako IITO ce
noeeha 3a 1 - 5 = 5, a onxa, nowrro je [2, 2] macjyHktHO ca [3, 5] Bpaha ce Bpemsoct 0. Bpennoct 2 ce takohe
[pBO aXypupa Tako mro ce noseha 3a 1 - 5 = 5, a momrro je cerment [3, 3] motnyHo cagpkan y [3, 5] Bpaha ce
BpesHOCT 7. V IECHOM MOJIPBETY je uBOp ca BpeaHoinhy 32 axypaH, cermeT [4, 7] ce ceve ca [3, 5], na ce npesasu
Ha 00pajy HacleqHuka. Ysop ca BpenHomihy 21 je axypas, cermeHrt [4,5] je neo cagpxad y [3, 5], ma ce Bpaha
Bpeasoct 21. Ysop ca Bpeanomhy 11 je takohe axypaH, anu je cermeHT [6, 7] IMcjyHKTaH y ofHocy Ha [3, 5], ma ce
Bpaha BpeaHoct 0. [lakise, usoposu 13 u 24 Bpahajy Bpegsoct 7, usop 32 Bpaha BpegHoct 21, ma ysop 56 Bpaha
BpeaHocT 28. Crame ApBeTa HAKOH M3BpIIaBama ynura je ciaeaehe.

56/0
24/0 32/0
11/0 13/0 21/0 11/0
3/2  4/2 6/0 7/0 6/5 5/5 1/3  4/3
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0 1 2 3 4 5 6 7

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

// azZurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno u nizove
// drvo 1 lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi elemenata
// originalnog niza sa pozicija iz segmenta [x, y] nakon sto su u
// originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz segmenta [a, b]
// uvecani za vrednost v
vold uvecaj(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int k, int x, int y,
int a, int b, int v) {
// azuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] != 0) {
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
// ako nije u pitanju list propagaciju prenosimo na decu
if (x !1=y) {
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
lenjo[k] = 0;
}
// ako su intervali disjunktni, nista nije potrebno raditi
if (b < x || y < a) return;
// ako je interval [x, y] ceo sadrZan u intervalu [a, b]
if (a <= x && y <= b) {
drvo[k] += (y - x + 1) * v;
// ako nije u pitanju list propagaciju prenosimo na decu
if (x 1= y) {
lenjo[2*k] += v;
lenjo[2*k+1] += v;
}
} else {
// u suprotnom se intervali seku,
// pa rekurzivno obilazimo poddrveta
int s =(x+y)/ 2;
uvecaj(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b, v);
uvecaj(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b, v);
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
}
}

// azurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata originalnog niza sa pozicija iz segmenta [0, n-1]
// nakon Sto su u originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz
// segmenta [a, b] uveclani za vrednost v
vold uvecaj(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo,
int a, int b, int v) {
int n = drvo.size() / 2;
uvecaj(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b, v);

}

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno u nizove drvo i
// lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi elemenata polaznog
// niza sa pozicija iz segmenta [x, y] izracunava se zbir elemenata

262



5.3. VIIMTHU PACIIOHA

// polaznog niza sa pozicija i1z segmenta [a, b]
int zbirSegmenta(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo,
int k, int x, int y, int a, int b) {
// azZuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] != 0) {
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
if (x t=y) {
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
lenjo[k] = 0;
}

// intervali [x, y] 1 [a, b] su disjunktni
if (b < x || a >y) return 0;
// interval [x, y] je potpuno sadrZan unutar intervala [a, b]
if (a <= x & y <= b)
return drvo[k];
// intervali [x, y] 1 [a, b] se seku
int s =(x+vy)/ 2;
return zbirSegmenta(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b) +
zbirSegmenta(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

}

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo i1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata polaznog niza sa pozicija iz segmenta [0, n-1]
// izracunava se zbir elemenata polaznog niza sa pozicija
// 1z segmenta [a, b]
int zbirSegmenta(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int a, int b) {
// racunamo doprinos celog niza,
// tj. elemenata iz intervala [0, n-1]
int n = drvo.size() / 2;
return zbirSegmenta(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b);

}

// od elemenata niza a sa pozicija [x, y]
// formira se segmentno drvo 1 elementi mu se smesStaju u niz
// drvo krenuvsi od pozicije k
vold formirajDrvo(const vector<int>& a, vector<int>& drvo,
size_t k, size_t x, size_t y) {
if (x ==y)
// u listove prepisujemo elemente polaznog niza
drvo[k] = x < a.size() ? a[x] : 0;
else {
// rekurzivno formiramo levo i desno poddrvo
int s =(x+y)/ 2;
formirajbDrvo(a, drvo, 2*k, x, s);
formirajDrvo(a, drvo, 2*k+1, s+1, y);
// izracunavamo vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
}
}

// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od n
int stepenDvojke(int n) {

int s = 1;

while (s < n)

263



IJIABA 5. HAIIPEJTHE CTPYKTVYPE IIOJTIATAKA

s <<= 1;
return s;

}

// na osnovu datog niza a duzine n u kom su elementi smesteni od
// pozicije @ formira se segmentno drvo i elementi mu se smestaju u
// niz drvo krenuvsi od pozicije 1
void formirajDrvo(const vector<int>& a, vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo) {
// niz implicitno dopunjujemo nulama tako da mu duzina postane
// najblizi stepen dvojke
int n = stepenDvojke(a.size());
drvo.resize(n * 2);
lenjo.resize(n * 2, 0);
// krecemo formiranje od korena koji se nalazi u nizu drvo
// na poziciji 1 i pokriva elemente na pozicijama [0, n-1]
formirajbrvo(a, drvo, 1, 0, n - 1);

int main() {
int n; cin >> n;
vector<int> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];
vector<int> drvo, lenjo;
formirajbrvo(a, drvo, lenjo);
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == "u”) {
int a, b, v;
cin >> a >> b >> v >> ws;
uvecaj(drvo, lenjo, a, b, v);
} else if (upit == ”z”) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirSegmenta(drvo, lenjo, a, b) << '\n';

return 0;

}

3agarak je moryhe edukacHo peumty U npumMeHoM PeHBUKOBHX ApBeTa. 30Mp CBakor cermeHra [a, b] yBehanor
Hu3a pasnoxuheMo Ha 3oup cermenTa [a, b] monasHor Hu3a u 30up cBHX yBehara enemeHara cermMeHra [a, b].

IMowiTo ce opUrMHAIHU HU3 HEe Mera, 30MpPOBe cerMeHaTa OPUIMHAIHOI HU3a MOXKEMO HM3padyHaTH KopumhemeMm
30upoBa npedukca (Kao y 3aJaTKy 30MpPOBU CerMeHaTa).

Ha ducmo Mornm epuKacHoO J1a u3padyHaBamo 30upoBe yBehawa kopuctuhemo cienehy uaejy. 3amMuciumo aa onp-
’*aBamo Hi3 yBehara cBUX efleMeHata. OH je MHUIMjaIi30BaH HyJlaMa 1 ITPUJIMKOM CBAaKOT yBehiara HEeKOT CerMeHTa
opurrHaHOT Hi3a yBehasa ce u mweros ogroapajyhu cerment. Ha npumep, HakoH yBeharsa cermenra [a, b] y Hu3
yeehama nMa cienehn odIHK.

Uy ... Usr Uy Ugyr oo Uy Upyr ... Up—y
0 . 0 v v ... v 0 . 0
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Pasmotpumo 1mita ce nemasa ca npedpukcHIM 30upoBiMa yBehama. Ilo3HaBame OBHX MpeUKCHUX 30HMpoBa HAM
omoryhagajy /ia Jlako u3padyHamo 30HMp cBakor cermeHta [l, d] u 10 ka0 Zg11 — Z;. Heka je Zy = 0u Z), =

S U =Up+ ...+ Uy

ZO .. Za Za+1 I Zb Zb+1 Zb+2 P Z’I’L
0 ... O v oo b=a)v (b—a+1lw (b—a+1l)v ... (b—a+1lw

30muposu npecukca 7 yBehama ce MOTy pa3IokKUTH Ha ABa Aefa, Tj. 3a cBako 0 < k < n MoxeMo JepHHUCATH
X uYy 1ako na je Z, = Xg + Yy.

X, Xo  Xor ... X»  Xou Xpio N X,
0 0 (a+lw ... b (b+1)w 0 0
Yo Y, Yot e Y Ypi1 Yot .. Ya
0 0 —av .. —av —av b—a+lv ... (b—a+1lw

Moxemo mipumetutu 1a je 0 < k < n Baxu 1a je X = kU, toe je Uy=0uzal<k<n je U, = Up_;.
Bpennoctu Tora Hu3a cy cieaehe.

U ... Uy Uspr ... Uy U1 Uppo ... U,
0 0 v v v 0 0

Crora je 3a M3pauyyHaBae BPEIHOCTH Z), JIOBOJGHO MO3HABATH BPEIHOCTH HU308a U 1 Y. JIUPEKTHO a)Xypupame
0Ba JIBa HK3a PUIMKOM yBehatba CErMeHTa 3aXTeBa JIMHeapHo BpeMe. MehyTuM, MOIITO Cy CyCe/IHH eJIEMEHTH OBUX
HH30Ba y HajBehoj MepH jefHakH, epUKaCHUje je OApKaBaTh UX OfIPKABAKEM HU30BA PA3/IMKa HbUXOBUX CYCEHUX
eieMeHaTa (€JIEeMEHTH OBHX HHM30Ba CE€ JIAKO MOTY PEeKOHCTPYHCATH M3padyHaBameM MpedukcHux cyma ciepehux
HU30Ba pasnuka). O0enexumo ca uy = U k+1 — Up,320 < k < n Hu3 pasiuka HU3a U. CnuaHo, 00eNeknmMo ca
Yk = Yit1 — Yk, 320 < k < n HU3 pa3nuka HU3a Y.

() e Ug—1 Ug Ug+1 e Up Up+1 N Up—1
0o ... 0 v 0 ... 0 —v e 0
Yo -+ Ya—1 Ya Yat+1 -+ Yo Yo+1 cer Yn—1
0o ... 0 —av 0 B N VR S [ 0

3al < k < nBaxu 1a je Uy :Zfz_olui =ug+...ftug_1unajeYy :Zf:_olyi:y0+...+yk_1.I[36HCM0

MOITH Jia e(pMKACHO M3pavyyHaBaMO HHXOBe MpedHKCHe 30MpoBe, 00a HIU3a MOKEMO OfipxkaBaTh y PEeHBUKOBUM
apeetuMa. Taza mo3Hajyhu BpeqHOCTH HM30Ba U My BEOMaA jeTHOCTABHO MOXEMO OJIPEAUTH OMJIO KOjH TapIvjaTHH
30up Z. V Bpemeny O(logn) moxemo oppeputu Uy, u Yy, v 3atum Xy, = kU u Z), = X, + Y.

JlaxJie, IPUIMKOM yBeharba CBaKkor eJleMeHTa CerMeHTa [a, b] OpHriMHAIHOT HU3a 3a BPeAHOCT v, y IpBoM DeHBUKO-
BOM JIpBETY Y KOM 4yBaMoO HH3 ¥ €JIEMEHT Ha IO3MLMj1 a yBehaBamo 3a v, eJIeMEeHT Ha o3uiuju b + 1 3a BpeHoCT
—v, JOK Yy APYIOM APBETY y KOM 4yBaMO HU3 Y €JIEMEHT Ha MO3UIHj! ¢ yBehaBaMo 3a BPeJHOCT —av, a €JIEMEHT Ha
nosunmju b + 1 3a Bpeguoct (b + 1) - v. Wmajyhu y Bugy ocodune PeHBIUKOBOT JPBETA, CBE OBO CE OCTBApyje y
Bpemeny O(logn).

TIpUIMKOM M3pavyHaBarba YKyIHOT 301pa yBehatba Ha Mosuiujama cerMenta |1, d] pauyHamo Zg41 — Z;. a ducmo
w3pauyHamu Zg 1 uspadyHasamo (d + 1) - Ugy1 — Yg41, a Ja SucMo uspadyHamu Z; u3pauyHasamo | - U; — Y}, pu
uemy ce U, 1 M3padyHaBa Kao 30Mp pBUX d eleMeHaTa HU3a u, U; u3padyHasa Kao 35up mpsux [ — 1 eneMeHara
HM3a u, Yy, | U3pauyHaBa Kao 30Mp NpBUX d elleMeHaTa HU3a ¥/, a Y; M3padyHaBa Kao 30up npeux [ — 1 eleMenara
HU32 Y.

Hoxaxumo 1a ce oBa Be3a usmehy Huzosa U, u, y U Z ofpxaBa HAKOH cBakor yBehawa Huza. [IpeTnoctaBuMo ga

cy Husou U, X, Y u Z gedunucanu xao y nperxoaHoj auckycuju. IIpernocraBpaMo, fakie, Ja BaxH jAa je 3a
= k-1

1<k<nkU,+Y; :Zi:() U;.

IIpernocraBuMo Ja ce y Hu3y yBehasa cermeT [a, b]. Taga 3a cBako a < k < b Baxu U}, = Uy, + v, IOK je octaie
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BpeaHoctH k Baxu U, = Uy,. Takobe, u), = uq +v, “2+1 = Upy1 — U, A JE Y, = Yo — av, yl’)Jrl = Yos1+ (b+1)v,
IIOK 3a CBE OCTAJIE MHACKCE K BaXH Ja je uj, = uy U Y, = Yx. Jokaxnmo ga 3a ceako 1 < k < n Baxu kU] + Y} =
Zi:ol U!. Pasmorpumo creaehe ciydajeBe (ciydaj k = 0 je TpUBHjasIaH jep Y BbeMy CBM HU30BH MMAajy BPEIHOCT
0).

. AKOJe1<k<a tama je kU, + Y, = k(5 Ou)+zl Oyl—k(zl Oul)—i-zl Oyl—kUk—kYk—
S Ui =3 UL

-AkOJea<k<bTanaJekUk+Yk:k(zlOu)—i-zlOyl—k(zlOul)—kkv—i—zloyl—av—
St Uit (k= a)o =050 Ui + S, (Ui +0) = X005 U7

. HaKpaJy,aKOJeb<k<n kUk"’_Yk:k(Zz Oul)+Zz Oy; (Zf Olul)—i—k(v—v)—kzZ o Vit
( a+b_1)v_2i:0Ul+(b+1_a)v_z U+Z7, a(U+v)+Zz b+1U Zz_()lUl

Crnosxenoct oBor npuctyna je O(n + mlogn).

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;
// operacije za rad sa Fenvikovim drvetom

// azurira Fenvikovo drvo smesteno u niz drvo nakon sto se
// u originalnom nizu element na poziciji k uveca za x
vold dodaj(vector<int>& drvo, int k, int x) {
k++;
int n = drvo.size();
while (k < n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

// na osnovu Fenvikovog drveta smestenog u niz drvo
// 1zracunava zbir prefiksa [0, k) originalnog niza
int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;
}

return zbir;

}

// azurira dva Fenvikova drveta na osnovu uvecanja elemenata segmenta
// originalnog niza na pozicijama [a, b] za vrednost v
vold uvecaj(vector<int>& drvol, vector<int>& drvo2,
int a, int b, int v) {

dodaj(drvoil, a, v);

dodaj(drvol, b+1, -v);

dodaj(drvo2, a, -a*v);

dodaj(drvo2, b+1, (b+1)*v);
}

// na osnovu dva Fenvikova drveta izracunava koliko se uvecao zbir
// elemenata na pozicijama prefiksa [0, k)
int zbirUvecanjaPrefiksa(const vector<int>& drvol, const vector<int>& drvo2,
int k) {
return k * zbirPrefiksa(drvol, k) + zbirPrefiksa(drvo2, k);
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}

// na osnovu dva Fenvikova drveta izracunava koliko se uvecao zbir
// elemenata na pozicijama segmenta [a, b]
int zbirUvecanjaSegmenta(const vector<int>& drvol, const vector<int>& drvo2,
int a, int b) {
return zbirUvecanjaPrefiksa(drvol, drvo2, b+1) -
zbirUvecanjaPrefiksa(drvol, drvo2, a);

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
// umesto niza cuvamo zbirove svih njegovih prefiksa
// sto ce nam omoguciti da brzo odredimo zbirove segmenata
// originalnog niza
int n; cin >> n;
vector<int> zbir(n+1);

zbir[0] = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
zbir[i+1] = zbir[1] + x;

}

// zbirove uvecanja segmenata mozemo brzo odrediti uz pomoc dva
// segmentna drveta
vector<int> drvol(n+1, 0), drvo2(n+2, 0);

int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string upit;
cin >> upit;
if (upit == "u”) {
int 1, d, v;
cin >> 1 >>d >> v >> ws;
uvecaj(drvol, drvo2, 1, d, v);
} else if (upit == ”z”) {
int 1, d;
cin >> 1 >> d;
// zbir segmenata [l, d] uvecanog niza racunamo iz dva dela
// zbir segmenta polaznog niza i
int polaznizbir = zbir[d+1] - zbir[1l];
// zbir svih uvecanja tog segmenta
int zbirUvecanja = zbirUvecanjaSegmenta(drvol, drvo2, 1, d);
// zbir segmenta [a, b] uvecanog niza
int zbirSegmenta = polaznizbir + zbirUvecanja;
cout << zbirSegmenta << '\n';
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36upka obyxeara ogabpaHe anroputMe 3a papg ca rpacosmma,
aHanuMsy TekcTa, anrebapcke anroputme (npe cBera us
obnactu Teopuje OpojeBa) U reoMeTpujcke anroputMe Wu
opabpaHe HanpegHuje CTPyKType nopataka (npedgukcHo
OpBO, CTPYKTypa 3a npenactaB/batbe yHUja, PeHBUKOBA U

CerMeHTHa ApBeTa).

Y3pacT yuyeHuKa KojuMa je 36MpKa HaMereHa HUje NPeLUsHOo
oapeheH. 36upka ce MOXKe KOPUCTUTK 3a A0[ATHY HacTaBy U
3a npunpeMe HanpegHux HUBOA TaKMUU€Hba Y OCHOBHO]
wkonu (gp>xaBHor n CUO), 3a pogaTHy HacTaBy U NpUNpemMy
TaKkMuuera y cpeaHo0j WKoAuU, y pefoBHOj HacTaBn y Tpehem
paspeny cneuunjannusoBaHux UT ofesbera u
€NeKTPOTEXHMUUYKUX LLUKONA, Ka0 U Y KypceBuUMa anropmurtamMa u

>TPYKTYpa nogaTtaka Ha (hakynTeTuMma.

+ +++++++++++++++ + + +
+ + +++++++++++++++ + +
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